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Аннотация. Для почти всех булевых функций n переменных дока-
зано, что число минимальных относительно меры сложности ком-
плексов граней не превосходит 22

n−1(1+o(1)), если максимальная дли-
на минимальных и длина кратчайших комплексов граней асимптоти-
чески равны. Для аддитивных мер сложности доказаны эффектив-
но проверяемые достаточные условия, при которых асимптотически
равны максимальная длина минимальных и длина кратчайших ком-
плексов граней для почти всех булевых функций.

Ключевые слова: единичный куб, грань, комплекс граней, слу-
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Введение

Исследование метрических параметров при минимизации булевых
функций обычно рассматривается в двух постановках задач — оценка
экстремальных или типичных значений, при этом для представления
булевых функций применяются две эквивалентные модели — аналити-
ческая и геометрическая. В аналитической модели используются поня-
тия булевой функции, импликанты, дизъюнктивной нормальной формы
(ДНФ) и т. д., зависящие от n переменных. В геометрической модели эк-
вивалентными понятиями являются подмножество вершин, грань, ком-
плекс граней и т. п. в n-мерном единичном кубе.

Оценкам сложности и числа минимальных ДНФ посвящены работы
С. В. Яблонского, Ю. И. Журавлёва, Ю. Л. Васильева, В. В. Глаголева,
А. А. Сапоженко, А. Д. Коршунова, Р. Г. Нигматуллина и др. Подробные
обзоры полученных результатов представлены в [2, 12].

Верхние мощностные оценки для максимальных и типичных значе-
ний числа минимальных ДНФ булевой функции считались тривиаль-
ными, и ставилась задача получения нетривиальных верхних оценок
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[2, c. 102]. Однако для максимальных значений числа кратчайших и ми-
нимальных ДНФ верхние оценки оказались достижимы по порядку лога-
рифма [13, 14]. Для числа минимальных ДНФ у почти всех функций из-
вестна только верхняя оценка, которая превосходит число булевых функ-
ций n переменных. Нетривиальные нижние оценки числа минимальных
ДНФ, т. е. хотя бы две минимальные ДНФ, для почти всех функций
неизвестны.

При изложении будем использовать следующие понятия и обозначе-
ния для граней и множеств вершин единичного куба Bn.

Гранью единичного куба Bn называется множество вершин x̃ = (x1,
. . . , xn) ∈ Bn таких, что xi1 = σ1, . . . , xik = σk, где 1 6 is 6 n и σs ∈
{0, 1} при s = 1, . . . , k. Рангом и размерностью такой грани называются
числа k и n− k соответственно. Множество граней единичного куба Bn

будем обозначать через In.
Комплекс граней M = {Ir ∈ In, r = 1, . . . , l} содержит множество

вершин NM =
l⋃

r=1
Ir ⊆ Bn и называется комплексом граней функции

f ∈ Pn, если множество NM совпадает с множеством Nf , т. е. с множе-

ством единичных вершин функции f в кубе Bn. Любая грань, содержа-
щаяся в множестве Nf , называется допустимой гранью функции f .

Два комплекса граней называются эквивалентными, если они явля-
ются комплексами граней одной функции.

Комплекс граней называется неприводимым, если после удаления из
него любой грани получается не эквивалентный комплекс граней, т. е.
соответствующий другой функции.

Функционал, определённый на множестве всех комплексов граней
(ДНФ), является мерой сложности, если он удовлетворяет аксиомам неот-
рицательности, монотонности относительно умножения, выпуклости от-
носительно сложения и инвариантности относительно изоморфизма
[15; 16, c. 298].

В дальнейшем рассматриваются меры сложности L 6≡ 0, т. е. отлич-
ные от тождественно нулевой меры сложности.

Комплекс граней называется L-минимальным, если он имеет наи-
меньшую меру сложности L среди всех эквивалентных комплексов гра-
ней.

Мера сложности, равная числу граней в комплексе M , называется
длиной и обозначается через l(M). Мера сложности, равная сумме ран-
гов граней в комплексе M , называется сложностью и обозначается че-
рез L(M). Комплекс граней, который имеет минимальное число граней
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или минимальную сумму рангов граней среди всех эквивалентных ком-
плексов, называется кратчайшим или минимальным соответственно.

Примерами мер сложности могут быть функционалы: L0 — число пе-
ременных с отрицанием и L1 — число переменных без отрицания в ДНФ,
т. е. число координат, равных 0 и 1 в гранях комплекса.

Мера сложности L называется аддитивной, если аксиома выпуклости
выполняется в следующем виде: L (M) = L (M1) + L (M2) для любого
представления комплекса граней M в виде объединения комплексов M1

и M2, не имеющих общих граней.
Для аддитивной меры сложности L и комплекса граней M имеет ме-

сто равенство L (M) =
∑
I∈M

L (I), т. е. сложность комплекса равна сумме

сложностей граней комплекса.
При изучении свойств случайных булевых функций все функции n

переменных из множества Pn считаются равновероятными, т. е. веро-
ятность любой функции равна |Pn|−1 = 2−2n . Это эквивалентно веро-
ятностной модели, в которой для любого набора значений переменных
функция независимо с вероятностью 1

2 может быть равна 0 или 1.
Для получения асимптотических утверждений рассматривается по-

следовательность случайных булевых функций {fn}∞n=1, где fn ∈ Pn. Го-
ворят, что утверждение справедливо для почти всех булевых функций,
если вероятность справедливости утверждения для функции fn стремит-
ся к 1 при n → ∞. Соответственно число функций n переменных, для
которых утверждение справедливо, асимптотически равно 22

n
, а число

функций, для которых утверждение не справедливо, равно o(22
n
).

Используемые, но не определяемые в этой статье понятия и опреде-
ления можно найти в [2, 14]. Целую часть и верхнюю целую часть чис-
ла x будем обозначать через ⌊x⌋ и ⌈x⌉ соответственно. Под log всюду
понимается логарифм по основанию 2. Под H (x) понимается функция
H (x) = −x log x− (1− x) log (1− x) при 0 < x < 1.

Далее всюду o (1) означает величину, при n→ ∞ стремящуюся к ну-
лю, а Θ(ϕ (n)) для функции ϕ (n) > 0 — функцию ψ (n) > 0, для кото-
рой существуют c1 > 0 и c2 > 0 такие, что c1ϕ (n) 6 ψ (n) 6 c2ϕ (n) при
n→ ∞.

Для единичного куба Bn и целых i, k, удовлетворяющих условию
0 6 i 6 i+ k 6 n, введём обозначения:

Bn
i — слой с номером i, т. е. вершины x̃ ∈ Bn, для которых ‖x̃‖ = i;

Sn
i,i+k — пояс, т. е. вершины слоёв Bn

j с номерами j = i, . . . , i+ k;
In
i,i+k — множество граней размерности k, которые содержатся в поя-

се Sn
i,i+k единичного куба Bn; для граней такого множества минимальная



Минимальные комплексы граней случайной булевой функции 79Минимальные комплексы граней случайной булевой функции 79Минимальные комплексы граней случайной булевой функции 79

вершина содержится в слое Bn
i , а максимальная — в слое Bn

i+k;
Ln (i, i+ k) — L-сложность грани из множества In

i,i+k. Грани из мно-
жества In

i,i+k изоморфны. Следовательно, в силу аксиомы инвариантно-
сти относительно изоморфизма для любой меры сложности они имеют
одинаковую сложность.

Очевидно, что меры сложности l, L, L0, L1 аддитивны и выпол-
няются следующие соотношения: ln (i, i+ k) = 1, Ln (i, i+ k) = n − k,
Ln
0 (i, i+ k) = n− k − i, Ln

1 (i, i+ k) = i.
Множество и число комплексов из не более чем m различных граней

размерности не более k в единичном кубе Bn обозначим через Gn,k (m)
и gn,k (m) соответственно, где 0 6 m и 0 6 k 6 n.

Множества допустимых и максимальных граней булевой функции f
обозначим через Gf и Sf , а их мощности — через g (f) и s (f) соответ-
ственно.

Множество и число L-минимальных комплексов граней булевой функ-
ции f обозначим через ML (f) и µL (f). Максимальную длину для всех
L-минимальных комплексов граней булевой функции f обозначим че-
рез lL (f) = max

M∈ML(f)
l (M). Очевидно, что для любой меры сложности L

справедливо соотношение l (f) = ll (f) 6 lL (f).
Для функций из подмножества P ⊆ Pn максимальную длину L-ми-

нимальных комплексов граней и множество L-минимальных комплексов
граней обозначим через lL (P) = max

f∈P
lL (f) и ML (P) =

⋃
f∈P

ML (f) со-

ответственно.
Верхняя оценка числа L-минимальных комплексов граней функции f

может быть получена из очевидного соотношения

µL (f) 6

lL(f)∑

i=l(f)

(
g (f)

i

)
.

Так как H (x) < x log (e/x) для 0 < x < 1, при 0 < q < p/2 имеем

log

(
p

q

)
< log

q∑

i=0

(
p

i

)
< pH (p/q) < q log (ep/q) .

Тогда при выполнении неравенства lL (f) < g (f) /2 приходим к оценке

logµL (f) < lL (f) log
eg (f)

lL (f)
.
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Отметим, что при использовании свойств конкретной меры сложности,
например, для кратчайших и минимальных комплексов граней, верхняя
оценка может быть уточнена:

µl (f) 6

(
g (f)

l (f)

)
, µL (f) 6

lL(f)∑

i=l(f)

(
s (f)

i

)
.

Через P̃n будем обозначать подмножество функций n переменных,
содержащее почти все функции, которые обладают следующими свой-
ствами.

1. Нет допустимых граней размерности более k0 = ⌈log n⌉ [4].
2. Для числа допустимых граней при k2 = ⌊log log n⌋ и k 6 k0 спра-

ведливы оценки [3]:

gk (f) ∼ gk (n) =

(
n

k

)
2n−k−2k ,

g (f) ∼ gk2 (n) + gk2+1 (n) = 2nnlog logn(1+o(1)).

Поэтому |Nf | ∼ g0 (n) = 2n−1 и число вершин множества Nf , которые
содержатся в допустимых гранях функции размерности больше k1 =
⌈log log n+ log log logn⌉, не превосходит 2nn− log logn(1−o(1)).

3. Для числа максимальных граней функций при k 6 k0 справедливы
оценки [11]:

sk (f) ∼ sk (n) =

(
n

k

)
2n−k−2k

(
1− 2−2k

)n−k
,

s (f) ∼ sk2 (n) + sk2+1 (n) = 2nnlog log n(1+o(1)).

Тем самым почти все максимальные грани функции имеют размерность
либо k2, либо k2 +1 и gk (f) ∼ sk (f) при k > k2, т. е. почти все k-мерные
допустимые грани функции максимальны.

4. lL (f) ∼ l (f) и Ll (f) ∼ L (f) ∼ nl (f), т. е. длина минималь-
ных и кратчайших комплексов граней, а также сложность минимальных
и кратчайших комплексов граней асимптотически равны [6].

5. l (f) ∼ l (n), где l (n) — среднее значение длины кратчайшего ком-
плекса граней функции [10, c. 94].

Оценкам длины кратчайших ДНФ для почти всех функций посвя-
щены работы В. В. Глаголева [3], Р. Г. Нигматуллина [10], А. А. Сапожен-
ко [11, 12], А. Д. Коршунова [7], С. Е. Кузнецова [8], А. Е. Андреева [1],
Н. Пиппенгер [17]. Наилучшие известные результаты следующие:

l (f) ∼ l (n) = cn2
n/log n log log n,
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где 1 6 cn [8] и cn 6 1.5 [1] или cn 6 ω (n) [17], при этом функция ω (n)
зависит от дробной части log log n + log log logn и колеблется между
1.38826 . . . и 1.54169 . . . в зависимости от n.

Отметим, что для почти всех булевых функций уточнённые верхние
оценки числа кратчайших и минимальных ДНФ с точностью до асимп-
тотики логарифма совпадают и имеют вид

logµl (f) . cn2
n и log µL (f) . cn2

n,

так как

l (f) log
eg (f)

l (f)
∼ lL (f) log

es (f)

lL (f)
∼ cn2

n при n→ ∞.

Идея улучшения верхней оценки числа кратчайших комплексов гра-
ней для почти всех булевых функций основана на сравнении этой оценки
с оценками:

(i) числа кратчайших комплексов граней типичных булевых функций
из множества P̃n, т. е. мощности множества Ml(P̃n);

(ii) числа комплексов граней в единичном кубе Bn, в которых размер-
ности и количество граней соответствуют значениям типичных булевых
функций множества P̃n.

Множество Ml(P̃n) содержит различные комплексы граней, «близ-
кие» к комплексам граней из множества Gn,k (m), где m ∼ l (n) и k ∼
log logn. Отличие может быть только за счёт граней большей размерно-
сти, но не более k0 = ⌈logn⌉, и число таких граней равно o

(
2n

n

)
. Оказы-

вается, что эти оценки совпадают с точностью до асимптотики логариф-
ма и превосходят в cn раз логарифм числа всех функций. Тогда в силу
неравенства Маркова число кратчайших комплексов граней типичных
функций не может по порядку логарифма превосходить 2−2n |Ml(P̃n)| —
среднего значения числа кратчайших комплексов граней для почти всех
булевых функций. Поэтому с точностью до асимптотики логарифма воз-
можно улучшение верхней оценки до величины

log |Ml(P̃n)| − 2n . (cn − 1) 2n,

что существенно меньше числа всех функций n переменных.

Замечание. В единичном кубе Bn существует множество кратчай-
ших комплексов граней с характерными для типичных функций размер-
ностями граней k ∼ log log n и числом граней m ∼ c2n/logn log logn, для
которого асимптотика логарифма числа комплексов граней равна c2n.
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В [13, лемма 7] для Ml (n, k,m) — числа кратчайших комплексов k-мер-
ных граней длины m в единичном кубе Bn, где k < k = o (n) и m .

2n−1/e при n→ ∞, — получена нижняя оценка

logMl (n, k,m) & m log

(
k

k

)
.

Поэтому при k = n/ log n
k имеем

logMl (n, k,m) & mk log
n

k
∼ mk log n ∼ c2n.

Для аддитивных мер сложности представляется естественным, что
при некоторых предположениях о свойствах функционала сложности L,
характеризующих максимальную и типичную L-сложность граней, чис-
ло граней в любом L–минимальном комплексе асимптотически совпа-
дает с длиной кратчайшего комплекса граней для почти всех функций.
В таком случае верхние оценки числа L–минимальных комплексов и чис-
ла кратчайших комплексов граней для почти всех функций совпадают
с точностью до асимптотики логарифма.

Если сложность грани может иметь экспоненциальный рост, т. е. быть
величиной порядка cn в единичном кубе Bn, то основной вклад в значе-
ние сложности комплекса граней для случайной функции может опреде-
ляться отдельными гранями. Например, рассмотрим аддитивную меру
сложности L такую, что L (I) = cL1(I) для любой грани I. Для слу-
чайной функции почти всегда найдётся единичная вершина, «близкая»
к вершине 1̃. Любая грань функции, содержащая такую вершину, имеет
L1-сложность, асимптотически равную n. При этом почти все единичные
вершины расположены в средних слоях куба Bn и содержатся в гранях,
для которых L1-сложность асимптотически равна n/2. Тогда почти все-
гда для любого неприводимого комплекса граней M случайной функции,
так как l (M) < 2n, при c > 4 и n→ ∞ выполняется соотношение

L (M) & l (M) (1− o (1)) cn/2(1−o(1)) + cn(1−o(1)) ∼ cn(1−o(1)).

1. Основные результаты

Теорема 1. Если lL (f) ∼ l (f) для почти всех функций, то

logµL (f) . (cn − 1) 2n

при n→ ∞, где cn определяется из соотношения для среднего значения

длины кратчайшего комплекса граней булевой функции в n-мерном кубе:

l (n) = cn2
n/log n log log n.
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Из теоремы 1 следует, что для почти всех функций

logµl (f) . 2n−1 и logµL (f) . 2n−1,

если lL (f) ∼ l (f), так как cn 6 1.5 [1].

Теорема 2. Для меры сложности L 6≡ 0 и любой грани I выполня-

ется

(i) если L (I) = 0, то min {L0 (I) , L1 (I)} 6 Rmin
L ,

(ii) если L (I) > 0, то L (I) > Cmin
L > 0, где Rmin

L — минимальный

ранг грани, которая имеет положительную L-сложность, Cmin
L — поло-

жительная константа, зависящая только от меры сложности.

Для меры сложности L 6≡ 0 это означает, во-первых, что нулевую
сложность могут иметь только грани, в которых число координат, ли-
бо равных 0, либо равных 1, является конечным числом, не превосхо-
дящим Rmin

L . Во-вторых, для граней ненулевой сложности существует
минимальное положительное значение.

Следствие 1. В единичном кубе Bn для меры сложности L 6≡ 0 все

грани сложности нуль и размерности не более k0 = ⌈log n⌉ содержатся

в множестве Sn
0,p ∪ Sn

n−p,n, где p = Rmin
L + k0 = Θ(1) + log n, и их число

не превосходит 2log
2n(1+o(1)) при n→ ∞.

Для аддитивных мер сложности в следующей теореме сформулирова-
ны достаточные условия для асимптотического равенства максимальной
длины минимальных и длины кратчайших комплексов граней почти всех
булевых функций.

Теорема 3. Пусть для аддитивной меры сложности L 6≡ 0 в единич-

ном кубе Bn при n→ ∞ выполняются условия

(i) максимальная L-сложность граней ограничена полиномом от n,

(ii) грани размерности не более k0 = ⌈log n⌉ и содержащиеся в сред-

них слоях куба ширины Θ(
√
n logn) имеют асимптотически одинаковую

L-сложность.

Тогда для почти всех функций lL (f) ∼ l (f) при n→ ∞.

В силу аксиомы монотонности для мер сложности среди граней, ко-
торые имеют размерность не более k0 и расположены в поясе куба Sn

r,n−r

ширины, большей k0, минимальная сложность достигается на гранях
размерности k0, а максимальная — на гранях размерности 0. Поэтому
условие (ii) теоремы 3 выполняется, если

min
i=r,...,n−r−k0

Ln (i, i+ k0) ∼ max
i=r,...,n−r

Ln (i, i)
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для r = n/2−Θ(
√
n log n) и k0 = ⌈log n⌉ при n→ ∞.

Следствие 2. Пусть для аддитивной меры сложности функционал

имеет вид LQ (I) = Q (L0 (I) , L1 (I)), где Q(x, y) — произвольный поли-

ном двух переменных и I — грань куба. Тогда для почти всех функций

lLQ
(f) ∼ l (f) и для числа LQ-минимальных комплексов граней почти

всех функций справедлива оценка теоремы 1.

2. Доказательства

Лемма 1. Если 0 6 k 6 n, m < 2n−1 и n > 2, то

log gn,k (m) < mk log n+m log
e2n

m
.

Доказательство. Очевидно, что gn,k (m) =
m∑
s=0

(
In,k

s

)
, где In,k =

k∑
s=0

in,s — число граней размерности не более k и in,k =
(
n
k

)
2n−k — число

k-мерных граней в единичном кубе Bn.
Тогда при m < 2n−1 = 1

2In,0 6
1
2In,k справедлива оценка

gn,k (m) < In,kH (m/In,k) < m log
eIn,k
m

= mk logn+m log
e2n

m
+m log

In,k
2nnk

.

Покажем, что log
In,k

2nnk 6 0 при 0 6 k 6 n и n > 2, т. е.

an,k =
In,k
2nnk

=
1

nk

k∑

s=0

(
n

s

)
2−s 6 1.

Действительно, имеем

an,0 = 1,

an,1 =
1

n

(
1 +

n

2

)
=

1

n
+

1

2
6 1,

an,2 =
1

n2
+

1

2n
+

1− 1/n

23
<

1

4
+

1

4
+

1

8
=

5

8
,

an,k <
an,2
nk−2

+
1

nk

k∑

s=3

(
en

s

)s

2−s <
5

8n
+

k∑

s=3

2−s <
5

8n
+

1

4
< 1,
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3 6 s 6 k 6 n, так как 1
nk

(
en
s

)s
6
(
e
s

)s
6 1. Лемма 1 доказана.

В единичном кубе Bn комплекс граней M булевой функции f для
параметра d при условии 0 < d < n однозначно представляется в виде
объединения двух комплексов M =M−

d ∪M+
d , которые не имеют общих

граней, где

M−
d =

{
I ∈M | если I ′ ∈ Gf и I ′ ∩ I 6= ∅, то dim I ′ 6 d

}
,

M+
d =M \M−

d =
{
I ∈M | ∃I ′ ∈ Gf : I

′ ∩ I 6= ∅ и dim I ′ > d
}

и dim I ′ — размерность грани I ′.
Из определения множества M−

d следует, что грань I ′ ∈ Gf может
совпадать с гранью I, т. е. все грани множества M−

d имеют размерность
не более d и эти грани не пересекаются с гранями размерности боль-
ше d, допустимыми для функции f . В множестве M+

d грани могут иметь
любую размерность и пересекаются с гранями размерности больше d, до-
пустимыми для функции f . Отметим, что M+

d = ∅, если d > dmax(f), где
dmax(f) — максимальная размерность допустимых граней функции f .

Лемма 2. Для любого подмножества булевых функций P ⊂ Pn и па-

раметра d при условии 0 < d < n справедливо неравенство

|ML(P)| 6 max{|G−
d (P,L)|, 1}max{|G+

d (P,L)|, 1},
где

G−
d (P,L) = {M−

d | ∃M =M−
d ∪M+

d ∈ ML (f) и f ∈ P},
G+
d (P,L) =

{
M+

d | ∃M =M−
d ∪M+

d ∈ ML (f) и f ∈ P
}
.

Доказательство. Для любого подмножества булевых функций
P ⊂ Pn справедливо представление

ML (P) =
⋃

f∈P
ML (f) =

⋃

f∈P

⋃

M∈ML(f)

M =
⋃

f∈P

⋃

M∈ML(f)

(
M−

d ∪M+
d

)
.

Если G−
d (P,L) = ∅, т. е. все комплексы множества ML (P) состо-

ят из граней, которые пересекаются с гранями размерности более d, то
ML (P) = G+

d (P,L) и |ML (P)| =
∣∣G+

d (P,L)
∣∣.

Если G+
d (P,L) = ∅, т. е. все комплексы множества ML (P) состоят

из граней и пересекаются только с гранями размерности не более d, то
ML (P) = G−

d (P,L) и |ML (P)| =
∣∣G−

d (P,L)
∣∣.

Если G−
d (P,L) 6= ∅ и G+

d (P,L) 6= ∅, то

ML (P) ⊆
{
M1 ∪M2 |M1 ∈ G−

d (P,L) , M2 ∈ G+
d (P,L)

}

и, следовательно, |ML (P)| 6
∣∣G−

d (P,L)
∣∣ ∣∣G+

d (P,L)
∣∣. Лемма 2 доказана.
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Лемма 3. Для любого подмножества булевых функций P ⊆ P̃n ⊂ Pn

справедливы соотношения

G−
d (P,L) ⊆ Gn,k1 (m1) , G+

d (P,L) ⊆ Gn,k0 (m0) ,

где d = k1 = ⌈log logn+ log log logn⌉, lL (P) 6 m1, k0 = ⌈log n⌉ и m0 =⌈
2n

n

⌉
при достаточно больших n.

Доказательство. Очевидно, что Gn,k (m) ⊆ Gn,k′ (m′), если k 6 k′

и m 6 m′.
(i) Если G−

d (P,L) 6= ∅, то G−
d (P,L) ⊆ Gn,d (lL (P)) ⊆ Gn,k1 (m1), так

как d = k1 и lL (P) 6 m1.
(ii) Если G+

d (P,L) 6= ∅, то G+
d (P,L) ⊆ Gn,dmax(P,d) (Nmax (P, d)), где

dmax (P, d) — максимальная размерность допустимых граней размерно-
сти более d для булевых функций из множества P ; Nmax (P, d) — мак-
симальное число единичных вершин функции из множества P , которые
содержатся в допустимых гранях функции размерности более d.

При условии G+
d (P,L) 6= ∅ значения dmax (P, d) и Nmax (P, d) опре-

делены, так как существует хотя бы одна функция в множестве P , име-
ющая допустимую грань размерности более d.

Из свойств 1 и 2 определения множества функций P̃n, следует, что
при d = k1 выполняются неравенства

dmax(P, d) 6 dmax(P̃n, k1) 6 k0,

Nmax(P, d) 6 Nmax(P̃n, k1) 6 2nn− log logn(1+o(1)) = o(m0).

Тогда

G+
d (P,L) ⊆ G+

d (P̃n,L) ⊆ Gn,dmax(P̃n,k1)(Nmax(P̃n, k1)) ⊆ Gn,k0(m0).

Лемма 3 доказана.

Доказательство теоремы 1. Используем лемму 1 для оценки
значений gn,k0 (m0) и gn,k1 (m1) при k0 = ⌈logn⌉, m0 =

⌈
2n

n

⌉
= o (2n), k1 =

⌈log log n+ log log logn⌉ и m1 ∼ l (n) = o (2n). Отметим, что m log e2n

m =
o (2n), если m = o (2n) при n→ ∞. Тогда

log gn,k0 (m0) < m0k0 logn+m0 log
e2n

m0
.

2nlog2n

n
+ o (2n) = o (2n) ,

log gn,k1 (m1) < m1k1 log n+m1 log
e2n

m1
. cn2

n + o (2n) ∼ cn2
n.
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Пусть Q̃n ⊆ Pn — подмножество функций такое, что lL(Q̃n) ∼ l(n)
и |Q̃n| ∼ |Pn| = 22

n
. Тогда множество P̃n ∩ Q̃n также содержит почти

все функции и для m1 = lL(P̃n ∩ Q̃n) 6 lL(Q̃n) ∼ l(n) при n → ∞
выполняется неравенство

|ML(P̃n ∩ Q̃n)| 6 gn,k0(m0)gn,k1(m1) 6 2cn2
n(1+o(1)).

Поскольку ML(f1) ∩ ML(f2) = ∅ для любых функций f1 6= f2 из Pn,
для среднего числа L-минимальных комплексов граней подмножества
функций P ⊂ Pn выполняется равенство

µL(P) = |P|−1
∑

f∈P
|ML(f)| = |P|−1|ML(P)|.

Следовательно, для функций из множества P̃n ∩ Q̃n в силу неравенства
Маркова при εn = 1/n имеем

P{f ∈ P̃n ∩ Q̃n | µL(f) > ε−1
n µL(P̃n ∩ Q̃n)} < εn.

Тогда с вероятностью не меньше 1− εn ∼ 1 при n→ ∞ выполняется

µL(f) < nµL(P̃n ∩ Q̃n) . n2−2n |ML(P̃n ∩ Q̃n)| = 2(cn−1)2n(1+o(1)).

Теорема 1 доказана.

Замечание. Нижняя оценка cn > 1 [8, 17] при n → ∞ следует из
того факта, что предположение cn < 1 приводит к противоречию:

22
n ∼ |P̃n| 6 |Ml(P̃n)| 6 2cn2

n(1+o(1)) = o(22
n

), если cn < 1.

Для доказательства теоремы 2 рассмотрим множество K =
∞⋃
r=1

Kr, где

Kr = {Kr,0,Kr−1,1, . . . ,K1,r−1,K0,r} — элементарные конъюнкции (ЭК)
ранга r и вида Kr−s,s = x1 . . . xr−sxr−s+1 . . . xr для s = 0, . . . , r и r =
1, 2, . . .. Например, K1 = {K1,0,K0,1} = {x1, x1}, K2 = {K2,0,K1,1,K0,2} =
{x1x2, x1x2, x1x2} и т. д.

Очевидно, что в множестве Kr нет изоморфных ЭК и любая ЭК ран-
га r изоморфна некоторой ЭК из множества Kr, при этом ЭК различного
ранга не могут быть изоморфными. На множестве K определим отноше-
ние строгого частичного порядка ≻ следующим образом: K ′ ≻ K тогда
и только тогда, когда ЭК K может быть получена из ЭК K ′ удалением
одной или нескольких переменных. Из определения отношения ≻ следу-
ет, что непосредственно предшествующими ЭК в множестве K являются
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Kr,0 ≻ Kr−1,0, K0,r ≻ K0,r−1 — для ЭК, которая содержит все пере-
менные либо без отрицания, либо с отрицанием, где r = 2, 3, . . .;

Kr−s,s ≻ Kr−s,s−1 и Kr−s,s ≻ Kr−s−1,s — для ЭК, которая содержит
переменные и без отрицания, и с отрицанием, где r = 2, 3, . . . и s =
1, . . . , r − 1.

Пусть
K = {K ∈ K | L (K) = 0 и если K ′ ≻ K, то L (K ′) > 0} — множество

«верхних» ЭК нулевой сложности;
K = {K ∈ K | L (K) > 0 и если K ≻ K ′, то L (K ′) = 0} — множество

«нижних» ЭК положительной сложности.
Из определения множеств K и K следует, что в каждом из них нет

сравнимых элементов, т. е. они являются антицепями.

Лемма 4. Для произвольной меры сложности L 6≡ 0 справедливы

утверждения

(i)
∣∣K
∣∣ 6 Rmin

L и min {L0 (K
′) , L1 (K

′)} 6 Rmin
L − 1 для K ′ ∈ K,

(ii) |K| 6 Rmin
L + 1 и min {L0 (K

′) , L1 (K
′)} 6 Rmin

L для K ′ ∈ K,

где Rmin
L — минимальный ранг ЭК, которая имеет положительную

L-сложность.

Доказательство. Пусть ЭК K = Kr−s,s ∈ Kr, 0 6 s 6 r, r > 1,
имеет минимальный ранг с положительной сложностью, т. е. L (K) > 0
и r = Rmin

L .
Пусть MK = {K ′ ∈ K | K ′ ≻ K} ∪ {K}. Тогда L (K ′) > L (K) > 0 для

любой ЭК K ′ ∈MK в силу определения отношения ≻. Это означает, что
K ∩MK = ∅ и K ∩MK = K, т. е. K ⊆ K \MK и K ⊆ (K \MK) ∪ {K}.

Отметим, что для любой ЭК K ′ ∈ K, если minL0(K
′), L1(K

′) > r,
то K ′ ≻ Kr−s,s = K при любом s = 0, . . . , r, следовательно, K ′ ∈ MK .
Поэтому min {L0 (K

′) , L1 (K
′)} 6 r−1 для любой ЭК K ′ ∈ K\MK . Тогда

из K ⊆ K \MK следует, что min {L0 (K
′) , L1 (K

′)} 6 r− 1 для любой
ЭК K ′ ∈ K;

из K ⊆ (K \MK) ∪ {K} следует, что min {L0 (K
′) , L1 (K

′)} 6 r для
любой ЭК K ′ ∈ K, при этом равенство r достигается, если Kr,0 ∈ K или
K0,r ∈ K.

Для доказательства неравенств
∣∣K
∣∣ 6 Rmin

L и |K| 6 Rmin
L +1 рассмот-

рим два случая.

Случай 1: r = 1, т. е. L (K) > 0 для K = K1−s,s ∈ K1 = {K1,0,K0,1}
= {x1, x1}, где s ∈ {0, 1}.

Если L (Ks,1−s) > 0, то K = ∅ и K = K1. Следовательно,
∣∣K
∣∣ = 0 6

1 = Rmin
L и |K| = 2 = Rmin

L + 1.
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Если L (Ks,1−s) = 0, то положим C = K \MK = {Ks,1−s+t}∞t=0. Мно-
жество C ⊂ K является бесконечной цепью из непосредственно предше-
ствующих ЭК, так как Ks,1−s+t+1 ≻ Ks,1−s+t для t = 0, 1, . . ..

Поскольку в множествах K и K нет сравнимых элементов,
∣∣K ∩ C

∣∣ 6 1
и |K ∩ C| 6 1, при этом K ∩ MK = ∅ и K ∩ MK = K. Стало быть,∣∣K
∣∣ 6 1 = Rmin

L и |K| 6 2 = Rmin
L + 1.

Случай 2: r > 2, т. е. L(K) > 0 для K = Kr−s,s ∈ Kr, где 0 6 s 6 r.
Представим множество ЭК ранга не менее r − 1 в виде

∞⋃

t=r−1

Kt =M−
K ∪MK ∪M+

K ,

где

M−
K =

{
∅, если s = r, т. е. для K = K0,r,{
C−
i

}r−s

i=1
, если s = 0, . . . , r − 1, где C−

i = {Kr−s−i,s+i+t−1}∞t=0 ,

M+
K =




∅, если s = 0, т. е. для K = Kr,0,{
C+
j

}s

j=1
, если s = 1, . . . , r, где C+

j = {Kr−s+j+t−1,s−j}∞t=0 .

Очевидно, что множества M−
K , MK , M+

K попарно не пересекаются
и непустые множества M−

K и M+
K представляются в виде объединения

бесконечных цепей из непосредственно предшествующих ЭК.
В множестве K могут содержаться только ЭК ранга не менее r−1, так

как любая ЭК ранга r−1 и меньше имеет L-сложность, равную 0. Тогда
K ⊂ M−

K ∪ M+
K . Поскольку в множестве K нет сравнимых элементов,

|K∩C−
i | 6 1 и |K∩C+

j | 6 1, где i = 1, . . . , r−s, j = 1, . . . , s, следовательно,

|K| = |K ∩ (M−
K ∪M+

K)| 6 r = Rmin
L .

В множестве K могут содержаться только ЭК ранга не менее r. Тогда
K ⊂M−

K ∪ {K} ∪M+
K . Так как в множестве K нет сравнимых элементов,

|K∩C−
i | 6 1 и |K∩C+

j | 6 1, где i = 1, . . . , r−s, j = 1, . . . , s, следовательно,
|K| 6 r + 1 = Rmin

L + 1. Лемма 4 доказана.

Доказательство теоремы 2. Любой грани единичного куба вза-
имно однозначно соответствует ЭК, для которой есть изоморфная ЭК
из множества K, имеющая тем самым такую же сложность в силу ак-
сиомы инвариантности относительно изоморфизма. Поэтому достаточно
доказать утверждение теоремы для ЭК из множества K.

Для любой меры сложности L 6≡ 0 число Rmin
L является константой,

зависящей только от меры сложности, следовательно, множества K и K
конечны. Поэтому для K ′ ∈ K имеем
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(i) Если L (K ′) = 0 и K ′ /∈ K, то найдётся K ∈ K и K ≻ K ′. Тогда
min {L0 (K

′) , L1 (K
′)} 6 min {L0 (K) , L1 (K)} 6 Rmin

L .
(ii) Если L (K ′) > 0 и K ′ /∈ K, то найдётся K ∈ K и K ′ ≻ K. Тогда

L(K ′) > L (K) > Cmin
L = min

K∈K
L (K) > 0.

Теорема 2 доказана.

Доказательство следствия 1. Из теоремы 2 вытекает, что лю-
бая грань I в единичном кубе Bn, имеющая L-сложность, равную 0,
и размерность не более k0, может содержать только вершины x̃ ∈ Bn,
для которых min {n− ‖x̃‖ , ‖x̃‖} + k0 6 p = Rmin

L + k0. Следовательно,
I ⊂ Sn

0,p ∪ Sn
n−p,n и число таких граней при n→ ∞ не превосходит

(∣∣Sn
0,p−k0

∣∣+
∣∣Sn

n−p+k0,n

∣∣) ∣∣Sn
0,k0

∣∣ ∼ 2

(
n

p− k0

)(
n

k0

)
< 2np+k0 = 2log

2n(1+o(1)).

Доказательство теоремы 3. В силу справедливости неравенства
l (f) 6 lL (f) достаточно доказать, что lL (f) . l (f).

Пусть M1 — L-минимальный комплекс граней максимальной длины
и M2 — кратчайший комплекс граней для функции f ∈ P̃n, т. е. l (M1) =
lL (f) > l (f) = l (M2) и L (f) = L (M1) 6 L (M2).

Докажем, что если Ln
max = max

I⊂Bn
L (I) 6 nΘ(1) и r = n

2 − Θ(
√
n log n)

при n→ ∞, то

lL (f) L̃n
min (r, n− r) . L (M1) 6 L (M2) . l (f) L̃n

max (r, n− r) ,

где L̃n
min (r, n− r) и L̃n

max (r, n− r) — минимальная и максимальная слож-
ности граней размерности не более k0, которые содержатся в поясе Sn

r,n−r.
Комплекс граней M1 ∈ ML (f) может не быть неприводимым, если

есть грани L-сложности, равной 0. Грани функций из множества P̃n име-
ют размерность не более k0 = ⌈log n⌉ и в силу следствия 1 такие грани
содержатся в Sn

0,p ∪ Sn
n−p,n, где p = Θ(1) + log n. Число таких граней

не превосходит 2log
2n(1+o(1)), а сложность любой грани I 6⊂ Sn

0,p ∪ Sn
n−p,n

не меньше положительной константы Cmin
L . Поэтому комплекс граней

M̂1 = {I ∈M1 ∈ ML (f) | I 6⊂ Sn
0,p ∪ Sn

n−p,n} для аддитивной меры слож-
ности L является неприводимым и каждая грань имеет собственную вер-
шину, которая не содержится ни в одной другой грани L-минимального
комплекса M1.
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Для t =
⌊
n
2 +

√
n
2 x
⌋
, где x = o(n1/6) и x→ ∞ при n→ ∞, справедливо

асимптотическое равенство

∣∣Sn
t,n

∣∣ =
∑

i>t

(
n

i

)
∼ 2n

e−x2/2

x
√
2π

.

Тогда для x =
√
2a lnn, где a > 0, имеем

∣∣Sn
t,n

∣∣ ∼ 2n

na lnn2
√
πa lnn

= o

(
2n

na lnn

)
,

значит,
∣∣Bn \ Sn

t,n−t

∣∣ = o
(
2n/nΘ(logn)

)
для t = n

2 −Θ(
√
n logn).

Для любого неприводимого комплекса граней размерности не бо-
лее k0, которые содержатся или пересекаются с Bn \ Sn

r,n−r, где r =
n
2 −Θ(

√
n log n), собственные вершины таких граней содержатся в Bn \

Sn
r+k0,n−r−k0

. Поскольку n
2 − r − k0 = Θ(

√
n log n), число граней в та-

ком неприводимом комплексе есть o
(

2n

nΘ(logn)

)
. Тогда в комплексе M1 ∈

ML (f) не менее lL (f)− 2n

nΘ(logn) −2log
2n(1+o(1)) граней содержатся в Sn

r,n−r

и имеют сложность не менее L̃n
min (r, n− r). Следовательно, справедлива

оценка
(
lL (f)− 2n

nΘ(logn)
− 2log

2n(1+o(1))

)
L̃n
min (r, n− r) 6 L (M1) .

Учитывая, что lL (f) > l (f) ∼ l (n), 2n

nΘ(logn) = o(l (n)), 2log
2n(1+o(1)) =

o(l (n)), так как l (n) = Θ
(

2n

logn log logn

)
, получаем

lL (f) L̃n
min (r, n− r) . L (M1) .

Кратчайший комплекс граней M2 ∈ Ml (f) неприводим и состоит из
граней размерности не более k0. Поэтому для граней комплекса M2, ко-
торые содержатся или пересекаются с Bn\Sn

r,n−r, где r = n
2−Θ(

√
n log n),

собственные вершины граней содержатся в Bn \ Sn
r+k0,n−r−k0

. Следова-

тельно, число таких граней в комплексе M2 есть o
(

2n

nΘ(logn)

)
и слож-

ность любой такой грани не более Ln
max. Остальные грани содержат-

ся в Sn
r,n−r и имеют сложность не более L̃n

max (r, n− r). Учитывая, что
l (f) ∼ l (n), 2n

nΘ(logn) = o(l(n)), 2n

nΘ(logn)Ln
max 6 2n

nΘ(logn)n
Θ(1) = o(l(n))

и L̃n
max (r, n− r) > Cmin

L получаем
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L (M2) 6

(
l (f)− 2n

nΘ(logn)

)
L̃n
max (r, n− r) +

2n

nΘ(logn)
Ln
max

. l (f) L̃n
max (r, n− r) + o

(
l (n)

)
∼ l (f) L̃n

max (r, n− r) .

Тем самым доказано неравенство

lL (f) L̃n
min (r, n− r) . l (f) L̃n

max (r, n− r) .

Так как L̃n
min (r, n− r) > Cmin

L > 0, в силу условия (ii) теоремы 3 из этого
неравенства следует, что lL (f) . l (f). Теорема 3 доказана.

Доказательство следствия 2. Условие (i) теоремы 3 выполня-
ется, поскольку max {L0 (I) , L1 (I)} 6 n для любой грани и функционал
сложности Q(x, y) является полиномом.

Условие (ii) теоремы 3 выполняется, так как L0 (I) ∼ L1 (I) = n
2 +

o (n) для любой грани I, содержащейся в средних слоях куба ширины
Θ(

√
n log n), и Q

(
n
2 + o (n) , n2 + o (n)

)
∼ Q

(
n
2 ,

n
2

)
для полинома Q(x, y)

при n→ ∞. Следствие 2 доказано.

3. Открытые проблемы

Известные примеры булевых функций [5, 9, 15], которые имеют мини-
мальные комплексы граней, не являющиеся кратчайшими, основаны на
следующем свойстве. У функции есть несколько единичных вершин, ко-
торые содержатся либо в одной или нескольких гранях большого ранга
кратчайшего комплекса, либо в большем числе граней меньшего ранга
минимального комплекса. При этом сумма рангов таких граней в ми-
нимальном комплексе должна быть меньше суммы рангов соответству-
ющих граней в кратчайшем комплексе. Выполнение этого условия до-
стигается за счёт граней минимального комплекса, которые имеют раз-
мерность, сравнимую с размерностью единичного n-мерного куба, и тем
самым малый ранг. Но у почти всех функций в единичном n-мерном
кубе максимальные грани имеют ранг, асимптотически равный n. Пред-
ставляется естественным, что доля функций, имеющих минимальные
и не кратчайшие комплексы граней, «мала». Поэтому возникает вопрос
о справедливости следующего утверждения.

Гипотеза. Минимальные комплексы граней являются кратчайшими

для почти всех функций, т. е. lL (f) = l (f).

Также представляется интересным для исследования вопрос о суще-
ствовании меры сложности L, которая удовлетворяет одному из следу-
ющих условий.
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(a) Для почти всех функций верно неравенство lL (f) > l (f), т. е.
существует L-минимальный и не кратчайший комплекс граней.

(b) В единичном кубе Bn рост L-сложности граней ограничен поли-
номом от n, но грани размерности не более k0 = ⌈log n⌉, содержащиеся
в средних слоях куба ширины Θ(

√
n log n), могут иметь не асимптоти-

чески одинаковую L-сложность. Это означает, что выполнения только
условия (i) не достаточно для справедливости теоремы 3.
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