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УТОЧНЕНИЕ ОЦЕНОК СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ

ОДНОЧЛЕНОВ И НАБОРОВ СТЕПЕНЕЙ

В ЗАДАЧАХ БЕЛЛМАНА И КНУТА ∗)

В. В. Кочергин

Аннотация. Изучаются два обобщения классической задачи о наи-
скорейшем возведении в степень — задача Беллмана о сложности
(наименьшем числе операций умножения) вычисления исходя только
из переменных нормированного одночлена от m переменных и зада-
ча Кнута о сложности совместного вычисления системы из m степе-
ней одной переменной. Даётся обзор некоторых результатов, связан-
ных с этими задачами, а также уточняются асимптотические оцен-
ки сложности в задачах Беллмана и Кнута, когда поведение вели-
чины m сравнимо со сложностью (они имеют одинаковый порядок
роста). Помимо того, что установленные верхние и нижние оцен-
ки сложности для задач Беллмана и Кнута для почти всех наборов
степеней дают асимптотику роста сложности в широком диапазоне
соотношений параметров (число переменных или вычисляемых сте-
пеней, значение максимального показателя степени и произведение
всех показателей степеней), они ещё гарантируют при любом соотно-
шении параметров превышение верхней оценки над нижней асимп-
тотически не более, чем в 5/3 раза.

Ключевые слова: аддитивная цепочка, вычисление степени, вы-
числение одночлена, задача Беллмана, задача Кнута.

В работе рассматриваются обобщения известной задачи о сложности
возведения в степень, т. е. задачи о нахождении величины l(xn) — ми-
нимального числа операций умножения, достаточного для вычисления
величины xn по переменной x. Эту задачу (а также её обобщения) ча-
сто рассматривают в аддитивной постановке — в этом случае говорят
про задачу об аддитивных цепочках, которая формулируется следую-
щим образом (см., например, [2]).
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Аддитивной цепочкой для натурального числа n называется всякая
последовательность целых чисел a0 = 1, a1, . . . , am = r, удовлетворяю-
щая свойству: для каждого k, 1 6 k 6 r, найдётся два целых числа (не
обязательно различных) i и j, 0 6 i, j 6 k−1, таких, что ak = ai+aj . Ми-
нимальная длина r аддитивной цепочки для n называется аддитивной

сложностью числа n и обозначается через l(n).
Очевидно, что величины l(n) и l(xn) совпадают.
В 1939 г. А. Брауэр [14] для величины l(n) при n → ∞ установил

асимптотическую формулу1)

l(n) ∼ log n

и получил верхнюю оценку

l(n) 6 log n+
logn

log log n
+O

(
log n log log log n

(log logn)2

)
.

В 1960 г. П. Эрдёш [16] показал, что для почти всех n справедливо
асимптотическое равенство

l(n) = log n+
log n

log log n
+ o

(
log n

log log n

)
,

при этом стоит отметить разную природу слагаемых в правой части: сла-
гаемое log n связано с величиной числа n и должно присутствовать для
любого значения n, а наличие «мощностного» слагаемого (отношения
логарифма количества чисел, не превосходящих n, к повторному лога-
рифму этого количества) зависит от «строения» числа n и присутствует
для «почти всех» n.

После этого исследовались различные вопросы, связанные с задачей
о наискорейшем возведении в степень (см., например, обзоры [17, 24],
а также последние издания книги [2]).

В 1963 г. Р. Беллман в [13] (для случая m = 2), а затем в 1964 г.
Е. Страус в [23] (для произвольного m) сформулировали задачу о слож-
ности вычисления одночлена от m переменных, т. е. нахождения вели-
чины l

(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
. В дальнейшем эту задачу, следуя [21, 24], будем

называть задачей Беллмана, хотя логичнее было бы её называть задачей
Беллмана — Страуса. Формально на языке аддитивных цепочек величи-
на l

(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
определяется как минимально возможная длина r

последовательности m-мерных векторов (наборов)

1) Здесь и далее log x означает log2 x, а запись f(n) ∼ g(n) означает, что при n → ∞

отношение f(n)/g(n) стремится к 1.
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v1 = (1, 0, . . . , 0),v2 = (0, 1, . . . , 0), . . . ,vq = (0, 0, . . . , 1),

vq+1,vq+2, . . . ,vq+r = (n1, n2, . . . , nm),

начинающейся с m единичных векторов и удовлетворяющей условию:
для каждого k, q + 1 6 k 6 q + r, найдётся два натуральных числа (не
обязательно различных) i и j, 1 6 i, j 6 k − 1, таких, что vk = vi + vj

(сложение векторов покомпонентное).
В 1969 г. Д. Кнут [2, разд. 4.6.3, упр. 32] поставил задачу о сложности

вычисления m степеней одной переменной, т. е. нахождения величины
l
(
xn1 , xn2 , . . . , xnm

)
. Эту задачу обычно называют (см., например, [20])

задачей Кнута. Очевидно, что величина l
(
xn1 , xn2 , . . . , xnm

)
численно

равна минимально возможной длине аддитивной цепочки для какого-
либо числа ni (например, для максимального из чисел n1, . . . , nm), со-
держащей при этом все остальные числа из множества {n1, . . . , nm}.

Е. Страус [23] показал, что

l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
∼ log(max

i
ni)

для любого фиксированного m при
∑

ni →∞.
А. Яо [25] для любого фиксированного m при

∑
ni →∞ установил

аналогичную формулу для сложности вычисления набора из m степеней:

l
(
xn1 , xn2 , . . . , xnm

)
∼ log(max

i
ni).

Стоит также выделить результат Т. Соузарда [22], который установил
асимптотику роста сложности вычисления набора степеней для одного
частного случая, упоминавшегося Д. Кнутом при постановке общей за-
дачи, когда набор показателей степеней является последовательностью
квадратов идущих подряд натуральных чисел, начиная с единицы:

l(x1
2
, x2

2
, . . . , xm

2
) ∼ m, m→∞.

В 1981 г. независимо А. Ф. Сидоренко [12], Дж. Оливос [19], а также
Д. Кнут и К. Пападимитриу [18] доказали, что в действительности за-
дачи о сложности вычисления одночлена от m переменных и набора m
степеней двойственны (эквивалентны) и связаны равенством

l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
+ 1 = l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) +m,

следовательно, достаточно исследовать одну из них. На самом деле за-
дачи Беллмана и Кнута можно рассматривать как частные случаи более
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общей задачи — задачи о сложности вычисления системы из p одночле-
нов от q переменных (подробнее про эту задачу см., например, [8, 9, 21]),
для которой установлено [12, 18], что сложность вычисления двух систем
одночленов, показатели степеней которых задаются матрицами, получа-
ющимися друг из друга транспонированием, отличаются на величину
p− q, где p и q — размеры матриц.

Также в 1981 г. в [15] установлено, что задача распознавания по
набору натуральных чисел (n1, n2, . . . , nm, l) существования аддитивной
цепочки, имеющей длину l и содержащей числа n1, n2, . . . , nm, явля-
ется NP-полной. В связи с этим для задач Беллмана и Кнута гово-
рить о нахождении точного значения сложности не приходится. Поэто-
му естественно рассматривать эти задачи в асимптотической постанов-
ке — в этом случае требуется предложить метод вычисления одночле-
на xn1

1 xn2
2 . . . xnm

m или набора степеней xn1 , xn2 , . . . , xnm такой, что чис-
ло используемых операций умножения в том или ином смысле близко
к значению l

(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
или l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) соответственно, на-

пример, такой метод, что отношение числа операций умножения к зна-
чению l

(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
или l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) стремится к 1 при (n1 +

n2 + . . .+ nm)→∞ для всех или «почти всех» наборов (n1, n2, . . . , nm).
Как отмечено, при фиксированном m (числе переменных в одночлене

или числе вычисляемых степеней соответственно) для задач Беллмана
и Кнута асимптотически точное решение было найдено. Вопрос об асимп-
тотике роста сложности в случае растущего числа переменных (степе-
ней) долгое время оставался открытым. В этом направлении можно от-
метить, пожалуй, лишь результат H. Пиппенджера [20] 1976 г.:

max l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) = log n+ (1 + o(1))
m log n

log(m log n)
+O(m),

где максимум ищется по всем наборам (n1, n2, . . . , nm), каждая компо-
нента которых не превосходит заданной величины n.

В 1992 г. С. Б. Гашковым и автором [1] на базе основного результата
из [3] (см. также [4, 5]) установлены следующие верхние оценки сложно-
сти для задач Беллмана и Кнута.

Утверждение 1 [1]. Для любой последовательности наборов нату-

ральных чисел ñ(s) = (n1(s), n2(s), . . . , nm(s)(s)), s = 1, 2, . . . , удовлетво-

ряющей условию
m(s)∑
i=1

ni(s)→∞, выполняются неравенства

l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) 6 l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
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6 log max
16i6m

ni +
logN

log logN

(
1 +O

((
log log logN

log logN

)1/2))
+O(m),

где N = n1n2 . . . nm.

Эти верхние оценки вместе с простыми нижними оценками (некото-
рое усиление которых сформулировано ниже в лемме 1)

l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
> log(max

i
ni)+m−1, l

(
xn1
1 , xn2 , . . . , xnm

)
> log(max

i
ni),

справедливыми для всех наборов (n1, n2, . . . , nm), а также с «мощност-
ной» нижней оценкой (см., например, [10]), дают асимптотику роста
сложности в задачах Беллмана и Кнута для «почти всех» наборов при
достаточно широком диапазоне соотношения параметров. Однако в слу-
чае, когда величины log(max

i
ni) и logN

log logN имеют одинаковый порядок

роста, эти нижние оценки асимптотически не совпадают с верхней.
В 1994 г. в [6] удалось восполнить этот пробел, в некотором смысле

объединив в одну нижнюю оценку «мощностную» оценку и оценку через
log(max

i
ni).

Прежде чем дать точную формулировку этого результата, для про-
извольного набора ñ = (n1, n2, . . . , nm) различных натуральных чисел
через σ обозначим перестановку, упорядочивающую набор ñ по возрас-
танию: nσ(1) < nσ(2) < . . . < nσ(m), и положим

M (ñ) =
{
(k1, k2, . . . , km) | k1 < k2 < . . . < km,

ki ∈ N, 1 6 ki 6 nσ(i), i = 1, 2, . . . ,m
}
.

Утверждение 2 [6]. Пусть последовательность наборов

ñ(s) = (n1(s), n2(s), . . . , nm(s)(s)), s = 1, 2, . . . ,

различных натуральных чисел такова, что N(s) =
m(s)∏
i=1

ni(s) → ∞ при

s → ∞. Тогда существуют положительная константа c и функция f(x),
стремящаяся к 0 при x→∞, такие, что доля наборов (k1, k2, . . . , km) из

M (ñ(s)), удовлетворяющих соотношениям

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> l(xk1 , xk2 , . . . , xkm)

>

(
logmax

i
ni +

logN

log logN

)
−

(
f(N)

logN

log logN
+ cm

)
,
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стремится к единице при s→∞.

Замечание 1. В формулировке утверждения 2 можно положить

f(x) =
2

(log log x)1/2
.

Замечание 2. Утверждение 2 остаётся справедливым, если рассмат-
ривать доли наборов не из множества M (ñ(s)), а из множества N (ñ(s)),
где N (ñ) = {(k1, k2, . . . , km) | ki ∈ N, 1 6 ki 6 ni, i = 1, 2, . . . ,m}. Такой
подход является более логичным при изучении задачи Беллмана. Отли-
чия в подходах связаны с соображениями следущего толка: при вычисле-
ниях одночлены xn1

1 xn2
2 и xn2

1 xn1
2 естественно считать разными, а наборы

степеней (xn1 , xn2) и (xn2 , xn1) — одинаковыми. Стоит отметить, что в из-
начальной формулировке результат в некотором смысле является более
тонким.

Содержательно из утверждений 1 и 2 следует, что при выполнении
дополнительного условия

m = o

(
log(max

i
ni) +

logN

log logN

)

для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из M (ñ(s)) (или из N (ñ)),
удовлетворяющих соотношениям

(1− ε) log(max
i

ni) +
logN

log logN
6 l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)

6 (1 + ε) log(max
i

ni) +
logN

log logN
,

(1− ε) log(max
i

ni) +
logN

log logN
6 l(xk1 , xk2 , . . . , xkm)

6 (1 + ε) log(max
i

ni) +
logN

log logN
,

стремится к единице, или, короче, при указанном условии для почти всех
наборов из M (ñ) (или из N (ñ)) справедливы асимптотические равенства

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
∼ log(max

i
ni) +

logN

log logN
,

l(xk1 , xk2 , . . . , xkm) ∼ log(max
i

ni) +
logN

log logN
,
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из которых в силу справедливости для всех наборов утверждения 1 сле-
дует и выполнение для почти всех наборов соотношений

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
∼ l(xk1 , xk2 , . . . , xkm) ∼ log(max

i
ki) +

logK

log logK
,

где K = k1k2 . . . km.
Таким образом в [1, 6] получено асимптотически точное решение за-

дач Беллмана и Кнута. Действительно, при стандартном условии, что
сложность (число операций) существенно больше числа полюсов (сум-
мы «входов» и «выходов» — в данном случае m + 1), для почти всех
исследуемых объектов (наборов) верхняя оценка асимптотически совпа-
дает с нижней.

В данной работе уточняются оценки сложности в задачах Беллмана
и Кнута в случае, когда количество переменных в одночлене или соот-
ветственно количество вычисляемых степеней сравнимо со сложностью
(имеют одинаковый порядок роста). Отметим, что в этом случае отли-
чие оценок сложности для задач Беллмана и Кнута на величину m − 1
становится существенным. Часть предложенных здесь результатов анон-
сирована ещё в [7].

Обозначим через {x} дробную часть числа x.

Теорема 1. Пусть числовая функция f(x) при x→∞ удовлетворяет

условиям f(x) → ∞, log f(x) = o(log x). Тогда для любой последова-

тельности наборов натуральных чисел ñ(s) = (n1(s), n2(s), . . . , nm(s)(s)),

s = 1, 2, . . . , удовлетворяющей условию
m(s)∑
i=1

ni(s) → ∞, выполняются

неравенства

l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
6 log(max

i
ni)(1 + o(1)) +

logN

log logN
(1 + o(1))

+
m∑

i=1

log ni

logm− 2 log f(m)
,

l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) 6 log(max
i

ni)(1 + o(1)) +
logN

log logN
(1 + o(1))

+

m∑

i=1

log ni

logm− 2 log f(m)
−m,

где N = n1n2 . . . nm.

Доказательство. Возможны два случая: logN > m logmf(m)
и logN < m logmf(m).
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Случай 1. Пусть выполняется неравенство logN > m logmf(m).
Тогда m = o

( logN
log logN

)
. Применяя утверждение 1 и используя это соотно-

шение, получаем

l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) 6 l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
6 log(max

i
ni)(1 + o(1))

+
logN

log logN
(1 + o(1)) +O(m) ∼ log(max

i
ni) +

logN

log logN
.

Требуемая верхняя оценка в этом случае доказана.

Случай 2. Пусть выполняется неравенство logN < m logmf(m).
В этом случае будем доказывать нужную оценку для задачи Кнута.
Без ограничения общности можно считать, что все ni различны. Тогда
logN > log(m!) ∼ m logm. C учётом того, что log f(m) = o(logm), имеем
log logN ∼ logm. Из последних двух соотношений следует неравенство

m 6
logN

log logN
(1 + o(1)).

Положим I1 = {i | ni < mf(m)}, I2 = {i | ni > mf(m)}. Отдель-
но оценим сверху сложность вычисления наборов степеней {xni | i ∈ I1}
и {xni | i ∈ I2}.

Для получения набора степеней {xni | i ∈ I1} сначала последователь-
но реализуем d групп (d = ⌈f(m)⌉+ 1) степеней:

1-я группа: xa, a = 1, 2, . . . ,
⌈

m
(f(m))2

⌉
;

2-я группа: x
a(⌈ m

(f(m))2
⌉)
, a = 1, 2, . . . ,

⌈
m

(f(m))2

⌉
;

. . .
d-я группа: x

a(⌈ m

(f(m))2
⌉)d−1

, a = 1, 2, . . . ,
⌈

m
(f(m))2

⌉
.

Очевидно, что для вычисления этих степеней требуется O(m/f(m))
умножений.

Отметим, что в силу соотношений

d log

(⌈
m

(f(m))2

⌉)
> (⌈f(m)⌉+ 1) (logm− 2 log f(m)) > f(m) logm

справедливо неравенство mf(m) 6
(⌈

m
(f(m))2

⌉)d
, из которого, в свою оче-

редь, следует, что любую степень xni , i ∈ I1, можно получить, используя
вычисленные d групп степеней, затратив не более ⌈log(m/(f(m))2) ni⌉ − 1
умножений.

Таким образом величину l({xni | i ∈ I1}) можно оценить так:

l({xni | i ∈ I1}) 6 O(m/f(m)) +
∑

i∈I1

(⌈log(m/(f(m))2) ni⌉ − 1)
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= o

(
logN

log logN

)
+
∑

i∈I1

log ni

log (m/(f(m))2)

+
∑

i∈I1

(⌈log(m/(f(m))2) ni⌉ − 1− log(m/(f(m))2) ni) =

log
∏
i∈I1

ni

logm
(1 + o(1))

+
m∑

i=1

(⌈log(m/(f(m))2) ni⌉ − log(m/(f(m))2) ni)−m+O(|I2|) + o

(
logN

log logN

)
.

Перейдём к оценке величины l({xni | i ∈ I2}) (а также оценим вели-
чину |I2|). Используя утверждение 1, получаем

l({xni | i ∈ I2}) 6 log(max
i∈I2

ni)(1 + o(1)) +

log
∏
i∈I2

ni

log log
∏
i∈I2

ni
(1 + o(1)) +O(|I2|).

Оценим сверху величину |I2|. Из неравенств N >
∏
i∈I2

ni > (mf(m))|I2|

следует, что

|I2| 6
logN

f(m) logm
∼

1

f(m)

logN

log logN
= o

(
logN

log logN

)
.

Таким образом,

l({xni | i ∈ I2}) 6 log(max
i

ni)(1 + o(1)) +

log
∏
i∈I2

ni

log log
∏
i∈I2

ni
(1 + o(1))

+ o

(
logN

log logN

)
.

Далее, объединяя оценки для l({xni | i ∈ I1}) и l({xni | i ∈ I2}),
получаем

l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) 6 log(max
i

ni)(1 + o(1)) +

log
∏
i∈I1

ni

logm
(1 + o(1))

+

log
∏
i∈I2

ni

log log
∏
i∈I2

ni
(1 + o(1)) +

m∑

i=1

(⌈log(m/(f(m))2) ni⌉ − log(m/(f(m))2) ni)
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−m+ o

(
logN

log logN

)
.

Отметим, что если log
∏
i∈I2

ni >
logN

(log logN)2
, то справедливы соотноше-

ния log log
∏
i∈I2

ni > log logN − 2 log log logN ∼ log logN ∼ f(m), следова-

тельно,
log

∏
i∈I2

ni

log log
∏
i∈I2

ni
6

log logN

logm
(1 + o(1)).

Если log
∏
i∈I2

ni <
logN

(log logN)2
, то очевидно, что

log
∏
i∈I2

ni

log log
∏
i∈I2

ni
= o

(
logN

log logN

)
= o

(
logN

logm

)
.

Таким образом, в обоих случаях имеем

log
∏
i∈I1

ni

logm
(1 + o(1)) +

log
∏
i∈I2

ni

log log
∏
i∈I2

ni
(1 + o(1))

6
logN

logm
(1 + o(1)) =

logN

log logN
(1 + o(1)).

Поэтому

l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) 6 log(max
i

ni)(1 + o(1)) +
logN

log logN
(1 + o(1))

+
m∑

i=1

(⌈log(m/(f(m))2) ni⌉ − log(m/(f(m))2) ni)−m.

Для завершения доказательства верхней оценки осталось использовать
равенство

l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
+ 1 = l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) +m.

Теорема 1 доказана.

Следствие. Для любой последовательности наборов натуральных

чисел ñ(s) = (n1(s), n2(s), . . . , nm(s)(s)), s = 1, 2, . . . , такой, что

m(s)∑

i=1

ni(s)→∞,
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выполняются неравенства

l
(
xn1
1 xn2

2 . . . , xnm
m

)
6 log(max

i
ni)(1 + o(1)) +

logN

log logN
(1 + o(1)) +m,

l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) 6 log(max
i

ni)(1 + o(1)) +
logN

log logN
(1 + o(1)).

Для получения этого следствия из теоремы 1 достаточно оценить
сверху единицей каждую дробную часть.

Теперь на элементарном примере проиллюстрируем, во-первых, раз-
личия в формулировке самой теоремы 1 и следствия из неё, а во-вторых,
метод доказательства теоремы 1.

Исследуем асимптотический рост при m → ∞ величины l(xn1 , xn2 ,
. . . , xnm) в случае, когда на показатели степеней наложены следующие
ограничения: все степени ni различны и ограничены сверху величиной
m2/ log logm.

В силу наложенных ограничений выполняются соотношения

logmax
i

ni = o(m), logN 6 2m logm,
logN

log logN
6 2m.

Поэтому, применяя следствие, получаем оценку l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) 6

2m+ o(m).
С другой стороны, положив f(x) = (log logm)1/2 в теореме 1, получа-

ем оценку l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) 6 m+o(m), которая в силу того очевидного
факта, что на каждую степень надо использовать хотя бы одну операцию
умножения, асимптотически неулучшаема.

Метод доказательства оценки из теоремы 1 в данном примере мо-
жет быть проинтерпретирован следующим образом. Заметим, что каж-
дое из чисел ni является не более чем двухразрядным в системе счис-
ления с основанием

⌈
m/(log logm)1/2

⌉
. Сначала вычислим все степени

с показателями, имеющими одноразрядную запись по этому основанию,
а затем — все степени с показателями, имеющими двухразрядную за-
пись с нулём в младшем разряде. На это потребуется O(m/(log logm)1/2)
операций умножения. После этого для вычисления каждой степени xni ,
i = 1, 2, . . . ,m, потребуется не более одной операции умножения.

Переходя к уточнению нижних оценок, начнём с простейших из них.



62 В. В. Кочергин62 В. В. Кочергин62 В. В. Кочергин

Лемма 1. Если все степени ni, i = 1, . . . ,m, различны и не равны 0,
то справедливы неравенства

l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
> max(log(max

i
ni),m− 1) +m− 1,

l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) > max(log(max
i

ni),m− 1).

Доказательство. В силу того, что с помощью k операций умно-
жения степень с показателем, бо́льшим 2k, получить невозможно (этот
факт легко устанавливается индукцией по k), справедливо неравенство
l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) > logmax

i
ni, которое вместе с очевидным соотноше-

нием l(xn1 , xn2 , . . . , xnm) > m−1 даёт второе неравенство леммы. Первое
неравенство леммы следует из второго и двойственности задач Беллмана
и Кнута. Лемма 1 доказана.

Теперь аккуратно сформулируем нижнюю оценку обычного шенно-
новского типа, получающуюся из мощностных соображений.

Лемма 2. Пусть последовательность наборов

ñ(s) = (n1(s), n2(s), . . . , nm(s)(s)), s = 1, 2, . . . ,

удовлетворяет условию N(ñ(s)) = N(s) =
m(s)∏
i=1

ni(s) → ∞ при s → ∞.

Тогда для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)), удовле-

творяющих соотношению

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
>

logN

log logN

(
1 + (1− ε)

log log logN

log logN

)
,

стремится к единице при s→∞.

Заметим, что величина l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
численно равна минималь-

ной сложности (определяемой как число элементов) схем из функци-
ональных элементов (определения см., например, в [10, 11]), обладаю-
щих следующими свойствами: (i) на входы схемы подаются переменные
x1, x2, . . . , xm; (ii) все функциональные элементы схемы являются двух-
входовыми и каждый из них вычисляет произведение поступающих на
его входы функций (одночленов); (iii) на выходе схемы вычисляется од-
ночлен xk11 xk22 . . . xkmm . Теперь для доказательства леммы 2 достаточно
сослаться, скажем, на [11, § Д.3, § Д.4].

В силу двойственности задач Беллмана и Кнута из леммы 2 вытекает
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Следствие. Пусть последовательность наборов

ñ(s) = (n1(s), n2(s), . . . , nm(s)(s)), s = 1, 2, . . . ,

удовлетворяет условию N(ñ(s)) = N(s) =
m(s)∏
i=1

ni(s) → ∞ при s → ∞.

Тогда для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)), удовле-

творяющих соотношению

l(xk1 , xk2 , . . . , xkm) >
logN

log logN

(
1 + (1− ε)

log log logN

log logN

)
−m,

стремится к единице при s→∞.

Отметим, что пример, иллюстрирующий метод доказательства тео-
ремы 1, показывает, что избавиться от вычитания величины m в оценке
из этого следствия, вообще говоря, нельзя.

Далее для сокращения записи будем выписывать оценки только для
задачи Беллмана (оценки для задачи Кнута автоматически выписыва-
ются из соотношения двойственности). Кроме того, будем считать, что
все степени ni, i = 1, . . . ,m, различны и отличны от нуля, так как если
{n1, n2, . . . , nm} = {r1, r2, . . . , rs} и все числа ri, i = 1, . . . , s, различны
и отличны от нуля, то, очевидно,

l
(
xn1
1 xn2

2 . . . xnm
m

)
= l
(
xr11 xr22 . . . xrss

)
+m− s.

Поэтому далее без ограничения общности считаем, что 1 6 n1 < n2 <
. . . < nm.

Положим

V (n1, n2, . . . , nm) = logmax
i

ni +
logN

log logN
+m,

где по-прежнему N = n1n2 . . . nm.
При выполнении условия m = o

(
logmax

i
ni+

logN
log logN

)
, как отмечалось,

для почти всех наборов (k1, k2, . . . , km) из M (ñ) (или из N (ñ)) верны
асимптотические равенства

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
∼ V (k1, k2, . . . , km) ∼ V (n1, n2, . . . , nm).

При выполнении условия logN
log logN = o(logmax

i
ni+m) в силу теоремы 1

и леммы 1

l (xn1 , xn2 , . . . , xnm) ∼ logmax
i

ni +m ∼ V (n1, n2, . . . , nm).
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В общем случае из теоремы 1 и леммы 1 с учётом очевидного нера-
венства

max

{
logmax

i
ni +m,

logN

log logN

}
>

1

2

(
logmax

i
ni +

logN

log logN
+m

)

следует, что для почти всех наборов (k1, k2, . . . , km) из M (ñ) выполня-
ются асимптотические соотношения

1

2
V (n1, n2, . . . , nm) . l

(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
. V (n1, n2, . . . , nm).

Теорема 2. Пусть последовательность наборов

ñ(s) =
(
n1(s), n2(s), . . . , nm(s)(s)

)
, s = 1, 2, . . . ,

различных натуральных чисел такова, что N(s) =
m(s)∏
i=1

ni(s) → ∞ при

s→∞. Тогда для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)),
удовлетворяющих неравенствам
(
3

5
− ε

)
V (n1, n2, . . . , nm) 6 l

(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
6 (1 + ε)V (n1, n2, . . . , nm),

стремится к единице при s→∞.

Доказательство. Справедливость верхней оценки при всех доста-
точно больших номерах s для всех наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s))
непосредственно вытекает из следствия к теореме 1.

При доказательстве нижней оценки без ограничения общности будем
считать, что выполняются неравенства

n1 < n2 < . . . < nm.

Пусть g(x) = log log x. При каждом s = 1, 2, . . . разобьём множество
индексов переменных на два множества J1(s) и J2(s) следующим образом
(аргумент s в скобках будем, как правило, опускать):

J1 = {i | ni < mg(m)}, |J1| = m1; J2 = {i | ni > mg(m)}, |J2| = m2.

В соответствии с этим разбиением разобьём и набор ñ на два поднабора:
ñ1 = (n1, n2, . . . , nm1) и ñ2 = (nm1+1, nm1+2, . . . , nm). Далее положим

H1 =

log
∏
i∈J1

ni

log log
∏
i∈J1

ni
, H2 =

log
∏
i∈J2

ni

log log
∏
i∈J2

ni
, H =

log
∏

i∈J1∪J2

ni

log log
∏

i∈J1∪J2

ni
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(здесь и далее под функцией log log x понимаем функцию, переопре-
делённую или доопределённую таким образом, что при 1 6 x < 4 она
равна единице). При выполнении условия mi = 0 (i = 1 или i = 2)
полагаем Hi = 0.

Очевидно, что m1 +m2 = m. Кроме того, справедливо асимптотиче-
ское равенство H1 +H2 ∼ H. Действительно, неравенство H1 +H2 > H
очевидно, а соотношение H1 +H2 = H + o(H), по существу, установле-
но в ходе доказательства теоремы 1. Отметим, что последовательность,
получающаяся из последовательности H2(s), s = 1, 2, . . . , путём вычер-
кивания всех нулевых членов, либо конечна, либо стремится к бесконеч-
ности.

Теперь отдельно сформулируем четыре нижние оценки.

Оценка 1. Доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)), удовлетворяю-

щих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> H,

стремится к единице при s→∞.

Это утверждение непосредственно следует из леммы 2.

Оценка 2. Для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)),
удовлетворяющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> (1− ε)H1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm,

стремится к единице при s→∞.

Доказательство. Если выполняется условие H1 6 m − 1, то оно
непосредственно следует из леммы 1.

Пусть выполняется условие H1 > m− 1. Если при этом справедливо
неравенство m 6 H/(logH), то доказываемая оценка непосредственно
следует из утверждения 2. Поэтому без ограничения общности можно
считать, что H1 → ∞ при s → ∞. Каждому набору k̃ = (k1, k2, . . . , km)
из N (ñ(s)) сопоставим какую-либо минимальную схему S

k̃
из элементов

умножения, вычисляющую одночлен xk11 xk22 . . . xkmm . Перестроим схему S
k̃

в схему S1
k̃

следующим образом. Сначала подадим вместо переменных
xm1+1, xm2+1, . . . , xm единицу, а затем удалим все элементы умножения,
хотя бы на один вход которых подаётся единица (при этом на те элемен-
ты, на входы которых подавался выход удалённого элемента, подадим
одночлен, подаваемый на другой вход удаляемого элемента).

Очевидно, что, во-первых, S1
k̃

вычисляет одночлен xk11 xk22 . . . x
km1
m1 , во-

вторых, на входы схемы подаются только переменные x1, x1, . . . , xm1 ,
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в-третьих, степень любой переменной одночлена, вычисляемого в произ-
вольной вершине (произвольным элементом) схемы S1

k̃
, не превосходит

величины mg(m).
Отметим, что добавление к схеме одного элемента умножения (и, воз-

можно, нового входа) может увеличить максимум показателей степеней
среди всех переменных всех вычисляемых элементами схемы одночленов
не более чем в 2 раза. Поэтому, обозначая через l(S) число элементов
(умножения) в схеме S, имеем

l(S
k̃
)− l

(
S1
k̃

)
> logmax (km1+1, km1+2, . . . , km)− g(m) logm.

Таким образом для любого ε > 0, с одной стороны, доля наборов
(k1, k2, . . . , km1) из N (ñ1(s)), удовлетворяющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . x

km1
m1

)
> (1− ε)H1,

стремится к единице при s → ∞, а с другой стороны, при условии
H2(s) 6= 0 доля наборов (km1+1, km1+2, . . . , km) из N (ñ2(s)), удовлетво-
ряющих неравенству

logmax (km1+1, km1+2, . . . , km)− g(m) logm > log nm − 2g(m) logm,

стремится (в случае бесконечности ненулевых элементов в последова-
тельности H2(s)) к единице при s→∞.

Следовательно, в любом случае для любого ε > 0 доля наборов
(k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)), удовлетворяющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> (1− ε)H1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm,

стремится к единице при s→∞. Оценка 2 доказана.

Оценка 3. Для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)),
удовлетворяющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
>

(
3

2
− ε

)
m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm,

стремится к единице при s→∞.

Доказательство. Если m1(s) 6 m(s)/(logm(s)), то требуемая оцен-
ка следует из леммы 1. Если выполняется условие m(s) 6 H/(logH), то
оценка 3 вытекает из замечания 2 к утверждению 2. Поэтому далее счи-
таем, что m1(s) > m(s)/(logm(s)) и m(s) > H/(logH). Отметим, что
тогда m1(s)→∞.
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Нетрудно показать, что для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . .,
km1) из N (ñ1(s)), удовлетворяющих неравенству

|{k1, k2, . . . km1}| >

(
1

2
− ε

)
m1,

стремится к единице при s → ∞, следовательно, доля наборов, удовле-
творяющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . x

km1
m1

)
>

(
3

2
− ε

)
m1,

также стремится к единице.
Если nm 6 mg(m), то для почти всех наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s))

справедливы соотношения

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> l
(
xk11 xk22 . . . x

km1
m1

)
>

(
3

2
− ε

)
m1

>

(
3

2
− ε

)
m1 + log nm − g(m) logm.

Пусть nm > mg(m). В этом случае так же, как и при доказательстве
оценки 2, каждому набору k̃ = (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)) сопоставим
какую-либо минимальную схему S

k̃
, вычисляющую одночлен xk11 xk22 . . .

xkmm , и аналогичным образом перестроим схему S
k̃

в схему S1
k̃
. Тогда

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
= l
(
S1
k̃

)
+ l(S

k̃
)− l

(
S1
k̃

)

> l
(
xk11 xk22 . . . x

km1
m1

)
+ log max

m1+16i6m
ki − g(m) logm.

Поэтому доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)), удовлетворяющих
неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
>

(
3

2
− ε

)
m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm,

стремится к единице при s→∞. Оценка 3 доказана.

Оценка 4. Для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)),
удовлетворяющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> H2 + logmax

i
ni +m1 − εH,
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стремится к единице при s→∞.

Доказательство. Каждому набору k̃ = (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s))
сопоставим какую-либо минимальную схему S

k̃
из элементов умножения,

вычисляющую одночлен xk11 xk22 . . . xkmm . Перестроим схему S
k̃

в схему S2
k̃

следующим образом. Сначала подадим единицу вместо переменных x1,
x2, . . . , xm1 , а затем удалим все элементы умножения, хотя бы на один
вход которых подаётся единица (при этом на те элементы, на входы ко-
торых подавался выход удалённого элемента, подадим одночлен, пода-
ваемый на другой вход удаляемого элемента).

Очевидно, что схема S2
k̃

вычисляет одночлен xkm1+1
m1+1 x

km1+2

m1+2 . . . xkmm .

В силу замечания 2 к утверждению 2 и неравенства l(S
k̃
) − l

(
S2
k̃

)
> m1

справедлив следующий факт: для некоторой положительной константы c
доля наборов k̃ = (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)), удовлетворяющих неравен-
ству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> (1− ε/2)H2 + logmax

i
ni − cm2 +m1,

стремится к единице при s → ∞. Далее, в силу справедливости соотно-
шения (mg(m))m2 6 N имеем

m2 6
logN

g(m) logm
.

Отсюда если logm > log logN − 2 log log logN , то

m2 6
2 logN

g(m) log logN

при достаточно больших значениях N , а в противном случае

m2 6 m 6 2log logN−log log logN =
logN

(log logN)2
.

Таким образом, cm2 6 ε
2H при всех достаточно больших значени-

ях N . Оценка 4 доказана.

Прежде чем непосредственно перейти к завершению доказательства
теоремы 2, на базе оценок 2 и 3 получим ещё одну оценку.

Оценка 5. Для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)),
удовлетворяющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
>

(
1

2
− ε

)
H1 + (1− ε)m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm,
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стремится к единице при s→∞.

Доказательство. Если H1 6 (1 + δ)m1, то, применяя оценку 3,
получаем, что для почти всех наборов (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)) спра-
ведливы соотношения

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
>

(
3

2
− ε

)
m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm

>
H1

2(1 + δ)
+ (1− ε)m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm

>

(
1

2
−

δ

2

)
H1 + (1− ε)m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm.

Если H1 > (1+δ)m1, то справедливы соотношения (1+δ)m1 logm1 <
H1 logm1 6 logN1, следовательно, N1 >

(
m1+δ

1

)m1 . Тогда для любого
ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km1) из N (ñ1(s)), удовлетворяющих нера-
венству

|{k1, k2, . . . km1}| > (1− ε)m1,

стремится к единице при s → ∞, стало быть, доля наборов, удовлетво-
ряющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . x

km1
m1

)
> (2− ε)m1,

также стремится к единице.
Повторяя доказательство оценки 3, получаем, что доля наборов (k1, k2,

. . . , km) из N (ñ(s)), удовлетворяющих неравенству

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> (2− ε)m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm,

стремится к единице при s→∞.
Используя эту оценку и оценку 2, получаем, что для почти всех на-

боров (k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)) выполняются соотношения

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
>

1

2
((2− ε)m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm+ (1− ε)H1

+ logmax
i

ni − 2g(m) logm) =

(
1

2
−

ε

2

)
H1

+

(
1−

ε

2

)
m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm.

Оценка 5 доказана.
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Наконец, используя оценки 1, 4 и 5, получаем, что доля наборов
(k1, k2, . . . , km) из N (ñ(s)), для которых справедлива цепочка соотноше-
ний

l
(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
> max

{
H, H2 + logmax

i
ni +m1 − εH,

(
1

2
− ε

)
H1 + (1− ε)m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm

}

>
2

5
H +

1

5
(H2 + logmax

i
ni +m1 − εH)

+
2

5

((
1

2
− ε

)
H1 + (1− ε)m1 + logmax

i
ni − 2g(m) logm

)

>

(
3

5
− ε

)
(H + log nm +m) =

(
3

5
− ε

)
V (n1, n2, . . . , nm),

стремится к единице при s→∞. Теорема 2 доказана.

Следствие. Пусть последовательность наборов

ñ(s) = (n1(s), n2(s), . . . , nm(s)(s)t), s = 1, 2, . . . ,

различных натуральных чисел такова, что N(s) =
m(s)∏
i=1

ni(s) → ∞ при

s→∞. Тогда для любого ε > 0 доля наборов (k1, k2, . . . , km) из M (ñ(s)),
удовлетворяющих неравенствам

(
3

5
− ε

)
V (k1, k2, . . . , km) 6 l

(
xk11 xk22 . . . xkmm

)
6 (1 + ε)V (k1, k2, . . . , km)

стремится к единице при s→∞.

Действительно, верхняя оценка следует из теоремы 1, а нижняя — из
теоремы 2.

Замечание. Следующий пример показывает, что уменьшить «раз-
рыв» в 5/3 раза между асимптотикой верхней и нижней оценок с по-
мощью только использованных при доказательстве теоремы 2 методов,
вообще говоря, нельзя. Итак, пусть

ñ(s) = (s2, s2 + 1, . . . , s2 + s− 1, 2s, 2s + 1, . . . , 2s + ⌊log s⌋), s = 1, 2, . . . ,

Тогда m(s) = s + ⌊log s⌋ + 1, logmax
i

ni = s + o(1), H(s) ∼ 3s. Соответ-

ственно верхняя оценка, устанавливаемая теоремой 1, асимптотически
равна 5s, а все нижние оценки из доказательства теоремы 2 асимптоти-
чески не превосходят 3s.
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