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ОЦЕНКИ МОЩНОСТИ МИНИМАЛЬНОГО

1-СОВЕРШЕННОГО БИТРЕЙДА В ГРАФЕ ХЭММИНГА ∗)

К. В. Воробьёв, Д. С. Кротов

Аннотация. Улучшены известные нижняя и верхняя оценки на ми-
нимальную мощность носителя собственной функции графа Хэм-
минга H(n, q), где q > 2. В частности, оценена мощность мини-
мального 1-совершенного битрейда в H(n, q). Показано, что мощ-

ность такого битрейда ограничена снизу величиной 2n−
n−1
q (q−2)

n−1
q

в случае q > 4 и 3
n

2 (1 − O(1/n)) в случае q = 3. Кроме того,
предложена конструкция, позволяющая строить битрейды мощно-

сти q
(q−2)(n−1)

q 2
n−1
q

+1 при n ≡ 1 mod q, где q — степень простого чис-
ла.

Ключевые слова: граф Хэмминга, полином Кравчука, 1-совер-
шенный битрейд.

1. Предварительные сведения

Обозначим через H(n, q) граф, вершинами которого являются все
слова длины n над алфавитом {0, 1, . . . , q − 1}. Расстоянием Хэммин-

га d(x, y) между вершинами x, y ∈ H(n, q) называется число позиций,
в которых x и y различны, рёбрам графа соответствуют пары вершин на
расстоянии 1. Известно [1], что множество собственных чисел матрицы
смежности такого графа есть {λm = n(q−1)−qm | m = 0, 1, . . . , n}. Соот-
ветствующие собственные подпространства будем обозначать через Vm,
т. е.

Vm =
{
f : H(n, q)→ C |

∑

y ∈ H(n, q),
d(x, y) = 1

f(y) = λmf(x), x ∈ H(n, q)
}
.

Известно также [1], что для произвольных f ∈ Vm и x ∈ H(n, q) имеет
место следующее соотношение, задающее распределение значений соб-
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ственной функции f относительно x:

∑

y ∈ H(n, q),
d(x, y) = r

f(y) = Kr(m, q, n)f(x), (1)

где Kr(t, q, n) =
r∑

j=0
(−1)j(q − 1)r−j

(
t
j

)(
n−t
r−j

)
— полиномы Кравчука, про-

изводящая функция которых имеет вид

n∑

k=0

Kk(t, q, n)z
k = (1 + (q − 1)z)n−t(1− z)t. (2)

Множество S(f) = {x ∈ H(n, q) | f(x) 6= 0} называется носителем

функции f .
Окрестностью Ω(T ) множества вершин T назовём множество вер-

шин на расстоянии не более 1 от T . 1-Совершенным битрейдом называет-
ся пара (T0, T1) непересекающихся множеств вершин таких, что Ω(T0) =
Ω(T1), причём в каждом шаре радиуса 1 содержится не более одного
элемента из каждого T0 и T1. Составляющие T0 и T1 1-совершенного
битрейда (T0, T1) называются 1-совершенными трейдами, при этом от-
метим, что разность характеристических функций T0 и T1 является соб-
ственной функцией графа с собственным числом −1.

Примером 1-совершенного битрейда в H(n, q) является пара разно-
стей (C0\C1, C1\C0) двух совершенных кодов C0 и C1 (1-совершенный
код — множество C вершин графа такое, что любой шар радиуса 1 в этом
графе содержит ровно одну вершину из C). Трейды такого вида, т. е.
вложимые в 1-совершенный код, известны как «свитчинговые компонен-
ты» 1-совершенных кодов [10]. Кроме того, широко изучаются латинские
трейды в графах Хэмминга [2, 3] и трейды Штейнера в графах Джонсо-
на [5], которые определяются аналогично 1-совершенным трейдам, если
заменить шары радиуса 1 максимальными кликами соответствующего
графа. Латинские битрейды и битрейды Штейнера также соответству-
ют собственным функциям графа.

Из результатов работы [9] следует, что мощность носителя собствен-
ной функции f :H(n, q)→ {−1, 0, 1} с собственным значением λ = q(n−
m)− n можно оценить следующим образом:

|S(f)| > 2m
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(неравенство легко доказывается индукцией по n при фиксированном m).
Если λ = −1, то оценка принимает вид

|S(f)| > 2
n(q−1)+1

q ,

при этом она достижима при q = 2 [4].
В [8] показано существование вложимых в 1-совершенный код трей-

дов мощности q
(q−2)(n−1)

q p
n−1
q для n = (qk − 1)/(q − 1), k = 2, 3, . . ., где

q — степень простого числа p. Нетрудно построить аналогичный трейд
такой мощности для любого n ≡ 1 mod q без условия вложимости.

Цель данной работы — улучшить указанные выше оценки мощно-
сти носителя собственных функций и мощности 1-совершенного трейда.
Докажем нижнюю оценку 2m(q − 2)n−m в случае, когда mq2

2n(q−1) > 2,

и qn
(

1
q−1

)m
2
(

m
n−m

)m
2
(
1 − m

n

)n
2 в случае, когда mq2

2n(q−1) 6 2, на мощность
носителя собственной функции с собственным значением λm = n(q −
1)− qm. Половина этой величины для собственного значения −1 ограни-
чивает снизу мощность 1-совершенного трейда. Покажем существование

1-совершенного трейда мощности q
(q−2)(n−1)

q 2
n−1
q , где q — степень про-

стого числа p (при p > 2 это меньше мощности трейда, рассмотренного
в [8]), что даёт оценку вдвое больше на мощность минимального носите-
ля собственной функции.

2. Нижняя оценка мощности минимального битрейда

В данном разделе будем рассматривать функции, заданные на вер-
шинах H(n, q) и принимающие значения из R. Для таких функций всегда
имеет место следующая оценка мощности их носителя.

Предложение 1. Пусть f : H(n, q)→ R, f ∈ Vm и f 6≡ 0. Тогда

|S(f)| >
n∑

k=0

|Kk(m, q, n)|. (3)

Доказательство. Рассмотрим x ∈ H(n, q) такой, что

|f(x)| = max
y∈H(n,q)

|f(y)|.

Тогда |S(f) ∩ {z ∈ H(n, q) | d(x, z) = k}| > |Kk(m, q, n)|, так как f при-
нимает лишь значения, не превышающие |f(x)| по модулю, и справедли-
во (1). Суммированием по всем целым k, 0 6 k 6 n, получаем требуемое.
Предложение 1 доказано.
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Заметим, что вопрос об асимптотическом поведении полиномов Крав-
чука до конца не решён, поэтому найти асимптотику суммы из (3) не
представляется возможным. Далее эта сумма будет оценена снизу, и для
этого понадобится следующее соотношение, которое является частным
случаем неравенства Коши — Буняковского,

n∑

k=0

|αk| >

√√√√
(

n∑

k=0

αk cosϕk

)2

+

(
n∑

k=0

αk sinϕk

)2

, (4)

где αk, ϕk ∈ R, 0 6 k 6 n, k, n ∈ N .
Основываясь на этом несложном наблюдении и соотношении (2), сле-

дующая теорема позволяет оценить снизу сумму из неравенства (3).

Теорема 1. Пусть f : H(n, q)→ R, f ∈ Vm и f 6≡ 0. Тогда

|S(f)| >

{
2m(q − 2)n−m, если mq2

2n(q−1) > 2,

qn
(

1
q−1

)m
2
(

m
n−m

)m
2
(
1− m

n

)n
2 , если mq2

2n(q−1) 6 2.
(5)

Доказательство. По предложению 1

|S(f)| >
n∑

k=0

|Kk(m, q, n)|.

Воспользуемся неравенством (4) при ϕk = kϕ и αk = Kk(m, q, n):

|S(f)| >

√√√√
(

n∑

k=0

Kk(m, q, n) cos kϕ

)2

+

(
n∑

k=0

Kk(m, q, n) sin kϕ

)2

.

Благодаря соотношению (2) получаем
√√√√
(

n∑

k=0

Kk(m, q, n) cos kϕ

)2

+

(
n∑

k=0

Kk(m, q, n) sin kϕ

)2

=
∣∣(1 + (q − 1)z

)n−m
(1− z)m

∣∣,

где z = cosϕ+ i sinϕ. Таким образом, имеем

|S(f)| > max
ϕ∈R

F (ϕ), (6)

где F (ϕ) =
∣∣(1 + (q − 1)(cosϕ+ i sinϕ))n−m(1− (cosϕ+ i sinϕ))m

∣∣. Непо-
средственное вычисление функций F , F ′ даёт

F (ϕ) = (2− 2 cosϕ)
m
2
(
q2 − 2q + 2 + 2(q − 1) cosϕ

)n−m
2 ,
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F ′(ϕ) = 2n(q − 1)(2− 2 cosϕ)
m
2
−1(q2 − 2q + 2 + 2(q − 1) cosϕ)

n−m
2

−1

× sinϕ

(
cosϕ− 1 +

mq2

2n(q − 1)

)
.

В результате анализа функции F ′ несложно определить максимум функ-
ции F (ϕ) и получить следующее соотношение:

max
ϕ∈R

F (ϕ) =

{
2m(q − 2)n−m, если mq2

2n(q−1) > 2,

qn
(

1
q−1

)m
2
(

m
n−m

)m
2
(
1− m

n

)n
2 , если mq2

2n(q−1) 6 2,

при этом в первом случае максимум F (ϕ) достигается при cosϕ = −1,

а во втором — при cosϕ = 1 − mq2

2n(q−1) . Последнее соотношение вместе
с (6) даёт требуемое. Теорема 1 доказана.

Любому 1-совершенному битрейду (T0, T1) в H(n, q) можно сопоста-
вить функцию f : H(n, q) → {−1, 0, 1}, равную разности характеристи-
ческих функций множеств T0 и T1. Из определения битрейда видно, что
для f выполняется f ∈ Vn−n−1

q
. Далее, говоря об 1-совершенном битрей-

де, будем подразумевать соответствующую ему функцию f .
Особый интерес представляет случай m = n−n−1

q , так как тогда нера-
венство (5) даёт нижнюю оценку на мощность носителя 1-совершенного
битрейда в H(n, q).

Следствие 1. Пусть f есть 1-совершенный битрейд в H(n, q), q > 3,
и f 6≡ 0. Тогда

|S(f)| >




2
n−n−1

q (q − 2)
n−1
q , если q > 4,

3
n
2 (1− 1

n)
n
2

(
1 + 3

2(n−1)

) 2n+1
6 = 3

n
2

(
1−O(1/n)

)
, если q = 3.

Доказательство. Как замечено выше, соответствующая 1-совер-
шенному битрейду в H(n, q) функция f принадлежит Vn−n−1

q
. Примене-

ние теоремы 1 при m = n− n−1
q даёт

|S(f)| >





2
n−n−1

q (q − 2)
n−1
q , если

(n−n−1
q

)q2

2n(q−1) > 2,

q
n
2

(
1− 1

n

)n
2
((
1 + q

(n−1)(q−1)

) (n−1)(q−1)
q

) n(q−1)+1
2(n−1)(q−1) иначе.

Упрощая соотношение

(
n−n−1

q

)
q2

2n(q−1) 6 2, получаем неравенство

n

(
5− q −

4

q

)
> 1,
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которое имеет место тогда и только тогда, когда q ∈ {2, 3}, n ∈ N. Таким
образом, оценка при q = 3 принимает вид

3
n
2

(
1−

1

n

)n
2
(
1 +

3

2(n− 1)

) 2n+1
6

.

В результате несложных вычислений видим, что последнее выражение
при больших n ведёт себя как 3

n
2 (1−O(1/n)). Следствие 1 доказано.

В следствии мы исключили случай q = 2, так как выше упоминалась
достижимая нижняя оценка для этого случая.

3. Верхняя оценка мощности минимального битрейда

Построим 1-совершенный трейд, имеющий на сегодняшний день ре-
кордно минимальную мощность. Идея построения исходит из конструк-
ций 1-совершенных кодов на основе латинских гиперкубов (эквивалент-
но, мультиарных квазигрупп) [6, 7]. Аналогично построению 1-совершен-
ных кодов из латинских гиперкубов можно строить 1-совершенные трей-
ды из латинских трейдов. Не вдаваясь в подробности общих конструк-
ций, приведём явную конструкцию полученного трейда.

Пусть n = qm+1, где q — степень простого числа, а f(x1, . . . , xq−1) =
x1+ . . .+xq−1 и g(x1, . . . , xq−1) = γ1x1+ . . .+ γq−1xq−1, где γ1, . . . , γq−1 —
все ненулевые элементы поля GF(q). Определим два множества T0 и T1

слов длины n = qm+ 1:

Tσ =
{(

x11, . . . , x
1
q−1, g

(
x11, . . . , x

1
q−1

)
, x21, . . . , x

2
q−1, g

(
x21, . . . , x

2
q−1

)
,

. . . , xm1 , . . . , xmq−1, g
(
xm1 , . . . , xmq−1

)
,

m⊕

i=1

f
(
xi1, . . . , x

i
q−1

)
⊕ σ

)
|

f
(
xi1, . . . , x

i
q−1

)
∈ {0, 1}, i ∈ {1, . . . ,m}

}
.

Предложение 2. Пара (T0, T1) является 1-совершенным битрейдом

с мощностью q
(q−2)(n−1)

q 2
(n−1)

q каждого из составляющих.

Доказательство. Сначала удостоверимся, что мощность множе-
ства Tσ равна qn−2m−12m. Действительно, для любого i от 1 до m значе-
ния xi1, . . . , x

i
q−2 могут быть выбраны произвольно, после чего существу-

ет два значения для xiq−1, удовлетворяющих условию f
(
xi1, . . . , x

i
q−1

)
∈

{0, 1}. Значения остальных m + 1 координат слова Tσ вычисляются од-
нозначно.

В силу выбора функций f и g любые два различных набора ви-
да (x1, . . . , xq−1, g(x1, . . . , xq−1), f(x1, . . . , xq−1)) отличаются не менее чем
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в трёх элементах. Отсюда следует, что два слова из Tσ не могут разли-
чаться только в одной или только в двух позициях, т. е. каждый шар
радиуса 1 содержит не более одного слова из Tσ.

Остаётся показать, что Ω(T0) = Ω(T1), где Ω(Tσ) — множество слов
на расстоянии не больше 1 от Tσ. Это нетрудно проверить и непосред-
ственно перебором вариантов, но поступим иначе. Опишем множество
таких слов.

Набор (x1, . . . , xq−1, x0) назовём хорошим, если f(x1, . . . , xq−1) ∈ {0, 1}
и x0 = g(x1, . . . , xq−1), и плохим, если x0 6= g(x1, . . . , xq−1). Число хоро-
ших наборов равно G = 2qq−2, а число плохих — B = qq−1(q − 1). Слово(
x11, . . . , x

1
q−1, x

1
0, . . . , x

m
1 , . . . , xmq−1, x

m
0 , x00

)
назовём правильным, если все

наборы
(
xi1, . . . , x

i
q−1, x

i
0

)
, i = 1, . . . ,m, хорошие, либо один из них пло-

хой, а остальные хорошие, и при этом x00 ∈ {0, 1}.
Легко видеть, что Ω(Tσ) состоит только из правильных слов. Дей-

ствительно, любое слово из Tσ содержит m хороших наборов, а отступая
от него на расстояние 1, либо меняем последнюю координату, либо дела-
ем один из хороших блоков плохим. С другой стороны, число правильных
слов равно

Gm · q +m ·Gm−1 ·B · 2 = (2qq−2)m · (mq2 −mq + q)

= |Tσ| · (n(q − 1) + 1) = |Ω(Tσ)|.

Таким образом, как Ω(Tσ), так и Ω(Tσ) совпадают с множеством пра-
вильных слов, откуда Ω(T0) = Ω(T1). Предложение 2 доказано.

Следствие 2. Пусть q, n ∈ N , n ≡ 1 mod q и q — степень простого

числа. Тогда существует функция f : H(n, q) → {−1, 0, 1}, f ∈ Vn−n−1
q

,

такая, что |S(f)| = q
(q−2)(n−1)

q 2
n−1
q

+1
.

Следствие 1 даёт нижнюю оценку мощности 1-совершенного битрей-
да в H(n, q), q > 3, которая значительно лучше полученной ранее в [9].
Однако зазор между новой нижней оценкой и верхней оценкой, получен-
ной в следствии 2, всё ещё остаётся существенным.

В заключение стоит обратить внимание на то, что техника, использу-
емая в доказательстве теоремы 1, может оказаться полезной для оценки
мощности носителей собственных функций и 1-совершенных битрейдов
и в других дистанционно-регулярных графах.
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