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Аннотация. Граф назвается интервально раскрашиваемым, если
существует такая правильная раскраска его рёбер, что для каждой
вершины набор цветов, использованных для раскраски рёбер, при-
мыкающих к ней, образует интервал. Подразбиением графа назы-
вается граф, полученный заменой каждого ребра путём длины 2.
П.Петросян и Х.Хачатрян выдвинули гипотезу, что подразбиение
любого интервально раскрашиваемого графа интервально раскра-
шиваемо. В настоящей работе приводится доказательство этой гипо-
тезы. Библиогр. 19.
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Введение

Под интервалом будем понимать подмножество подряд идущих на-
туральных чисел. Правильная раскраска рёбер графа называется ин-

тервальной, если для каждой вершины набор цветов, использованных
для раскраски рёбер, примыкающих к ней, образует интервал. Графы,
у которых такая раскраска рёбер существует, называются интервально

раскрашиваемыми.
Понятие интервальной раскраски впервые введено А. Асратяном

и Р. Камаляном [1, 15] (несколько более общая задача интервальной рас-
краски гиперграфа ранее в иной терминологии рассмотрена в [19], где
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показана её NP-полнота). В случае двудольного графа эта задача мо-
делирует составление школьного расписания без окон. Её NP-полнота
доказана С. В. Севастьяновым в [14]; там же приведён первый пример
двудольного графа, не обладающего интервальной раскраской. В [18]
П. Петросяном и Х. Хачатряном приведено описание основных способов
построения таких графов. В частности, построен пример интервально
не раскрашиваемого двудольного графа с наименьшей известной мак-
симальной степенью 11. В этой же работе высказана гипотеза, что ес-
ли граф является интервально раскрашиваемым, то его подразбиение
(т. е. граф, полученный заменой каждого ребра путём длины 2) так-
же интервально раскрасшиваемо. Для двудольных графов эта гипоте-
за легко доказывается [18]. Заметим также, что для всех однородных
графов подразбиение всегда интервально раскрашиваемо. Это доказано
в [16] для графов чётной степени и в [17] — для графов нечётной сте-
пени. Отметим, что подразбиение произвольного мультиграфа может не
быть интервально раскрашиваемым: если в K4 выделить одну верши-
ну и заменить все инцидентные ей рёбра пучками из семи мультирёбер,
то подразбиение полученного мультиграфа совпадает с вышеупомяну-
тым примером С. В. Севастьянова из [14]. Нетрудно построить по этому
примеру и пример обыкновенного графа, для которого подразбиение не
будет интервально раскрашиваемым.

Основным результатом настоящей статьи является доказательство
гипотезы П. Петросяна и Х. Хачатряна в общем случае.

Теорема 1. Если мультиграф интервально раскрашиваем, то его под-

разбиение также интервально раскрашиваемо.

Главным инструментом доказательства является техника интерваль-
ной раскраски инциденторов. Под инцидентором в графе понимается
пара (u, e), состоящая из вершины u и инцидентного ей ребра e. Таким
образом, ребро e = uv содержит два инцидентора: (u, e) и (v, e). Будем
говорить, что инцидентор (u, e) примыкает к вершине u, а инцидентор
(v, e) — к вершине v. Эти инциденторы называются сопряжёнными друг
к другу. Их удобно трактовать как две половины ребра e. Два различ-
ных инцидентора, примыкающих к одной и той же вершине, называются
смежными. Раскраской некоторого множества инциденторов называет-
ся его отображение в множество цветов (целых положительных чисел).
Раскраска инциденторов является

(i) правильной, если все смежные инциденторы окрашены в разные
цвета;

(ii) интервальной, если она правильна и цвета инциденторов при
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каждой вершине образуют интервал;
(iii) k-раскраской, если модуль разности цветов любых двух сопряжён-

ных инциденторов не меньше k1);
(iv) (k, l)-раскраской, если модуль разности цветов любых двух со-

пряжённых инциденторов лежит в интервале [k, l].
Понятие раскраски инциденторов (для ориентированных мультигра-

фов) введено в [9]. Правильной k- и (k, l)-раскраске посвящены рабо-
ты [3, 5–7, 10–13]. В [2] впервые рассмотрена задача об интервальной
k-раскраске инциденторов ориентированных мультиграфов. Показано,
что такая раскраска всегда существует при k ∈ {0, 1} и может не су-
ществовать при k > 2. В случае неориентированного графа интерваль-
ная k-раскраска всегда существует [4]. Задача об интервальной (k, l)-рас-
краске инциденторов ранее не рассматривалась (за исключением случая
k = l = 0, который эквивалентен интервальной раскраске рёбер). Наибо-
лее свежий обзор результатов по раскраскам инциденторов можно найти
в [8].

Нетрудно убедиться, что в терминах раскраски инциденторов теоре-
ма 1 принимает следующий вид.

Теорема 1′. Любой интервально раскрашиваемый мультиграф до-

пускает интервальную (1, 1)-раскраску инциденторов.

Именно этот вариант теоремы доказан в разд. 1.

1. Доказательство основного результата

Пусть G = (V,E) — неориентированный мультиграф, допускающий
интервальную раскраску рёбер f : E → [1, k]. Можно интерпретировать
эту раскраску как интервальную (0,0)-раскраску инциденторов мульти-
графа G. Обозначим через Fi подграф G, образованный рёбрами цветов
2i− 1 и 2i, i = 1, 2, . . . , ⌈k/2⌉. Ясно, что компонентами связности каждо-
го Fi являются цветочередующиеся пути и чётные циклы. Будем назы-
вать эти компоненты Fi-путями и Fi-циклами соответственно. Концами

Fi-путей будем называть вершины, имеющие в подграфе Fi степень 1.
Построим вспомогательный мультиграф H = (V ;E1 ∪ E2) следующим
образом. Для каждого i = 1, 2, . . . , ⌈k/2⌉ отнесём к H ребро uv ∈ E1,
если вершины u и v являются концами Fi-пути нечётной длины, и реб-
ро uv ∈ E2, если они являются концами Fi-пути чётной длины. Заме-
тим, что H может содержать мультирёбра, например, если какие-то две

1)Для ориентированных мультиграфов вместо модуля разности рассматривается
разность цветов конечного и начального инциденторов.
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вершины являются концами Fi-путей в двух различных подграфах Fi.
Ключевую роль в доказательстве играет

Лемма 2. В мультиграфе H существует A ⊂ V такое, что

(i) для любого ребра из E1 ровно один его конец лежит в A;
(ii) для любого ребра из E2 либо оба его конца лежат в A, либо ни

один из его концов не лежит в A.

Доказательство. Рассмотрим произвольную вершину v ∈ V . Вви-
ду того, что раскраска f интервальная, при v использованы цвета из
некоторого интервала [a, b]. Поэтому вершина v ∈ V может быть концом
Fi-пути не более чем в двух подграфах Fi (так как в остальных подгра-
фах её степень равна 0 или 2). Таким образом, степень мультиграфаH не
превосходит 2. Более того, вершина v имеет в H степень 2 тогда и только
тогда, когда a чётно и b нечётно.

Сначала покажем, что каждый цикл в H содержит чётное число
рёбер из E1. Рассмотрим произвольный цикл C в H и выберем в нём
ребро e = uv. Это ребро соответствует Fi-пути P , соединяющему u
и v в некотором подграфе Fi. Назовём инцидентор (u, e) мультигра-
фа H чётным, если ребро, инцидентное вершине u в пути P , раскра-
шено в чётный цвет, и нечётным в противном случае. По определению
множеств E1 и E2 сопряжённые инциденторы рёбер из E1 имеют оди-
наковую чётность, а рёбер из E2 — разную чётность. Но из замеченного
выше свойства вершин степени 2 в H следует, что примыкающие к каж-
дой вершине цикла инциденторы имеют разную чётность. Стало быть,
всего цикл C содержит одинаковое число чётных и нечётных инциден-
торов. Тогда число рёбер в E1 ∩ C, оба инцидентора которых нечётны,
совпадает с числом рёбер в E1 ∩ C, оба инцидентора которых чётны,
откуда сразу вытекает чётность |E1 ∩ C|.

Для построения множества A применим следующую процедуру. Рас-
смотрим произвольную компоненту связности (т. е. путь или цикл) гра-
фа H. Обозначим через v1v2 . . . vt гамильтонов путь в этой компоненте
и пометим каждую вершину знаком + или − по следующим правилам:
вершина v1 помечается знаком +; для всех j = 1, 2, . . . , t−1 пометка вер-
шины vj+1 совпадает с пометкой vj , если vjvj+1 ∈ E2, и противоположна
ей, если vjvj+1 ∈ E1. Далее включаем в A все вершины, помеченные
знаком +. Нетрудно видеть, что поскольку каждый цикл в H содержит
чётное число рёбер из E1, множество A удовлетворяет условиям леммы.
Лемма 2 доказана.

Зафиксируем некоторое подмножествоA ⊂ V , удовлетворяющее усло-
виям леммы 2, и построим по нему подмножества Ai, i = 1, 2, . . . , ⌈k/2⌉,
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следующим образом. Рассмотрим некоторую компоненту C двудольного
графа Fi. Если C — путь нечётной длины, то ровно один из его концов
лежит в A. Тогда включим в Ai все вершины той доли, которая содер-
жит конец из A. Если C — путь чётной длины, то либо оба его конца
лежат в A, либо ни один из них в A не лежит. В первом случае включим
в Ai все вершины той доли, которая содержит концы C, во втором — все
вершины той доли, которая не содержит концов этого пути. Наконец,
если C — чётный цикл, то добавим в Ai все вершины любой из долей.
Из двудольности Fi и построения Ai вытекает, что для каждого ребра
e ∈ Fi ровно один его конец лежит в Ai; кроме того, конец Fi-пути лежит
в Ai тогда и только тогда, когда он лежит в A.

Преобразуем имеющуюся по условию теоремы итервальную (0,0)-рас-
краску инциденторов f : E → [1, k] по следующему алгоритму.

Шаг 1. Для каждого i = 1, 2, . . . , ⌈k/2⌉ и каждой вершины v ∈ Ai

перекрасим примыкающий к вершине v инцидентор цвета 2i (если такой
имеется) в цвет 2i − 1, а примыкающий к вершине v инцидентор цвета
2i− 1 (если такой имеется) — в цвет 2i.

Шаг 2. Для каждой вершины v ∈ A увеличим на 2 цвет каждого
примыкающего к v инцидентора, окрашенного в нечётный цвет.

Обозначим полученную раскраску инциденторов через g. Покажем,
что g является искомой итервальной (1,1)-раскраской инциденторов гра-
фа G.

Сначала убедимся, что g является (1,1)-раскраской инциденторов.
Пусть e ∈ Fi. Поскольку ровно один из концов ребра e лежит в Ai, после
выполнения шага 1 один из инциденторов ребра e будет раскрашен цве-
том 2i, а другой — цветом 2i−1. После выполнения шага 2 эта раскраска
либо останется неизменной, либо инцидентор цвета 2i − 1 перекрасится
в цвет 2i+ 1. В любом случае ребро e будет раскрашено в соответствии
с требованиями (1,1)-раскраски.

Осталось доказать, что раскраска g интервальная. Рассмотрим про-
извольную вершину v. Пусть цвета примыкающих к ней инциденторов
в раскраске f образуют интервал [a, b]. Предположим, что v 6∈ A. Тог-
да в раскраске g цвета примыкающих к ней инциденторов по-прежнему
образуют интервал [a, b]. Действительно, перекраска инциденторов, при-
мыкающих к v, происходит только в том случае, когда v ∈ Ai. Поскольку
v 6∈ A, по построению Ai степень вершины v в Fi равна 2 или 0, значит,
применение к v на шаге 1 перекраски инциденторов цветов 2i и 2i− 1 не
изменяет множества использованных при v цветов. Пусть теперь v ∈ A.
Рассмотрим четыре случая.
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Случай 1. Пусть a нечётно и b чётно. В этом случае степень верши-
ны v чётна во всех Fi, а значит, после шага 1 имеем при v интервал [a, b].
Тогда после шага 2 он преобразуется в интервал [a+ 1, b+ 1].

Случай 2. Пусть a и b нечётны. Здесь после шага 1 множество ис-
пользованных при v цветов будет [a, b−1]∪{b+1}. Однако после шага 2
оно становится интервалом [a+ 1, b+ 1].

Случай 3. Пусть a и b чётны. После шага 1 имеем при v множество
цветов {a− 1}∪ [a+1, b], которое после шага 2 превращается в интервал
[a+ 1, b+ 1].

Случай 4. Пусть a чётно и b нечётно. После шага 1 множество ис-
пользованных при v цветов имеет вид {a − 1} ∪ [a + 1, b − 1] ∪ {b + 1}.
Снова после шага 2 получаем [a+ 1, b+ 1].

Таким образом, g является интервальной (1,1)-раскраской инциден-
торов, что и требовалось доказать.

В заключение хотелось обсудить вопрос, остающийся открытым: мож-
но ли получить аналогичные результаты для интервальной (k, l)-раскрас-
ки инциденторов при k > 2? Для любых k и l нетрудно построить пример
мультиграфа, не обладающего интервальной (k, l)-раскраской инциден-
торов: нужно в K4 выделить одну вершину и заменить все инцидентные
ей рёбра пучками из k+ l+5 мультирёбер. Доказательство, аналогичное
случаю k = l = 1, в общем случае не работает, потому что уже при k = 2
вспомогательный мультиграф H может иметь максимальную степень 4,
и аналог леммы 2 для него не выполняется. Тем не менее, автор вы-
сказывает гипотезу, что при любых k и l интервально раскрашиваемый
мультиграф обладает интервальной (k, l)-раскраской.

Автор благодарит рецензента за сделанные замечания.
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ON INTERVAL (1,1)-COLORING OF INCIDENTORS OF INTERVAL

COLORABLE GRAPHS
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Abstract. A graph is interval colorable if it has a proper edge coloring
such that for every vertex the colors used for coloring edges adjacent
to it form an interval. A subdivision of a graph is a graph obtained
by substituting a path of length two for each edge. P. Petrosyan and
H.Khachatrian posed a conjecture that the subdivision of each interval
colorable graph is interval colorable. In this paper, we prove this conjec-
ture. Bibliogr. 19.
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