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Аннотация. Предложена процедура построения всех решений про-
извольной системы функциональных уравнений счётнозначной ло-
гики. На основе этой процедуры для систем уравнений, содержащих
только тернарный дискриминатор p, указаны решения, принадле-
жащие классу Σ2 арифметической иерархии Клини — Мостовского.
Доказано, что для данных систем уравнений компоненты решения
могут быть произвольными функциями из класса Σ1

1 аналитической
иерархии Клини.
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Функциональные уравнения широко применяются практически во
всех разделах математики. Отличительная особенность функциональ-
ных уравнений состоит в том, что в качестве решений данных уравне-
ний рассматриваются функции, в то время как предметные переменные
находятся под кванторами общности и по существу лишь «очерчива-
ют» основную предметную область. Выразительные возможности язы-
ка функциональных уравнений значительно превосходят выразительные
возможности языка уравнений, не содержащих функциональных пере-
менных.

В дискретной математике систематические исследования по функци-
ональным уравнениям начались сравнительно недавно. В области функ-
циональных булевых уравнений и функциональных уравнений много-
значной логики отметим работы [2–4, 7–9]. В них, в частности, полностью
решён вопрос об определимости множеств функций системами функцио-
нальных уравнений над произвольными множествами функциональных
констант.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проект 13–01–00958).

c© 2015 Марченков С. С.



50 С. С. Марченков50 С. С. Марченков50 С. С. Марченков

При переходе от функциональных уравнений многозначной логики
к функциональным уравнениям счётнозначной логики происходит каче-
ственный скачок: большая часть рассматриваемых проблем далеко вы-
ходит за рамки алгоритмической эффективности [5, 6].

В данной работе мы хотим найти границы «эффективности» для ре-
шений систем функциональных уравнений. Сначала в самом общем слу-
чае предложим процедуру построения «всех» решений рассматриваемой
системы уравнений. Процедура неэффективна, использует понятие де-
рева решений, но позволяет в дальнейшем в некоторых случаях опре-
делять «эффективные» решения. В теореме 1 рассматривается как раз
такой случай, когда из функциональных констант используется только
тернарный дискриминатор p. Выясняется, что в этом случае всегда мож-
но найти достаточно простое решение, принадлежащее классу Σ2 иерар-
хии Клини — Мостовского [10] (при этом исследуемая система может
иметь, вообще говоря, континуальное множество решений). В теореме 2,
напротив, мы постарались при использовании только функциональной
константы p указать решение с «максимально возможной» сложностью.
В данном случае эта сложность определяется классом Σ1

1 аналитической
иерархии Клини [10].

Введём необходимые понятия. Пусть N = {0, 1, . . .}, PN — множество
всех (всюду определённых) функций на N . Функции из PN называем
функциями счётнозначной логики. Для любого n > 1 и любого множе-
ства Q ⊆ PN через Q(n) обозначаем множество всех n-местных функций
из Q.

Определим язык LN функциональных уравнений. Предполагаем, что
каждая функция из PN имеет индивидуальное обозначение. Для обозна-
чения n-местных функций из PN используем символы f

(n)
ν , которые на-

зываем функциональными константами. Наряду с функциональными
константами рассматриваем функциональные переменные. Для обозначе-
ния n-местных функциональных переменных используем символы ϕ

(n)
i .

Областью значений функциональной переменной ϕ
(n)
i служит множе-

ство P
(n)
N . В случае, когда это не приводит к недоразумению, верхние

индексы у функциональных констант и функциональных переменных
будем опускать. Помимо функциональных переменных используем обыч-
ные предметные переменные x1, x2, . . . с областью значений N .

Язык LN функциональных уравнений состоит из предметных пе-
ременных xi (i = 1, 2, . . .), функциональных переменных ϕ

(n)
i (i, n =

1, 2, . . .), функциональных констант f (n)ν , знака равенства =, левой и пра-
вой скобок и запятой.
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Пусть Q ⊆ PN . Определим понятие терма над Q. Всякая предметная
переменная есть терм над Q. Если t1, . . . , tn — термы над Q, f (n)ν — функ-
циональная константа, служащая обозначением функции из Q, ϕ(n)

i —

функциональная переменная, то выражения f (n)ν (t1, . . . , tn) и ϕ(n)
i (t1, . . .,

tn) суть термы над Q.

Равенством над Q называем любое выражение вида t1 = t2, где
t1, t2 — термы над Q. Равенства над Q называем также функциональ-

ными уравнениями над Q.

Пусть t1 = t2 — функциональное уравнение над Q и ϕ(n1)
i1

, . . . , ϕ
(nm)
im

—
все входящие в него функциональные переменные. Решением уравнения

t1 = t2 называем систему функций
{
f
(n1)
ν1 , . . . , f

(nm)
νm

}
из PN , которая по-

сле замены каждой функциональной переменной ϕ(ns)
is

соответствующей

функциональной константой f
(ns)
νs превращает уравнение t1 = t2 в тож-

дество (относительно всех входящих в уравнение предметных перемен-
ных). Отметим, что решением уравнения над Q могут быть функции, не
входящие в множество Q.

Пусть Ξ — конечная система уравнений над Q. Решением системы

уравнений Ξ называем систему функций из PN , которая является реше-
нием каждого уравнения, входящего в Ξ.

Опишем некоторую процедуру, позволяющую в принципе находить
все решения произвольной системы функциональных уравнений. Пред-
лагаемая процедура будет определять по системе уравнений Ξ бесконеч-
ное дерево Γ («дерево решений» системы уравнений Ξ), все невисячие
вершины которого имеют бесконечную степень. В каждой вершине дере-
ва Γ, за исключением корня, будут определяться в конечном числе точек
значения всех функций, составляющих предполагаемое решение систе-
мы Ξ. В некоторых вершинах дерева Γ процесс дальнейшего построения
дерева (из данной вершины) будет обрываться. Основное свойство дере-
ва Γ состоит в том, что существует взаимно однозначное соответствие
между бесконечными ветвями дерева Γ и (вообще говоря, частичными)
решениями системы уравнений Ξ.

Итак, пусть Ξ — система функциональных уравнений над множе-
ством функциональных констант {f1, . . . , fr}, x1, . . . , xn — все предмет-
ные переменные системы Ξ, ϕ1, . . . , ϕm — все её функциональные пере-
менные и ϕ1, . . . , ϕk — все вхождения функциональных переменных в си-
стему Ξ (некоторые функциональные переменные могут входить в си-
стему Ξ несколько раз). Зафиксируем (эффективные) нумерации мно-

жеств Nn и Nk, наборы с номером i будем обозначать через x
(n)
i и x

(k)
i
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соответственно. Можно считать, что x
(n)
0 — нулевой набор.

Дерево Γ будем определять по ярусам (вершины, расположенные на
одном и том же расстоянии от корня дерева). При этом на ярусе с но-

мером l > 1 будут рассматриваться набор x
(n)
l−1 (для предметных пе-

ременных x1, . . . , xn) и наборы x
(k)
0 ,x

(k)
1 , . . . (для вхождений ϕ1, . . . , ϕk

функциональных переменных). На ярусе l пытаемся определить в ко-
нечном числе точек возможное решение (g1, . . . , gm) системы Ξ, отвеча-

ющее значениям x
(n)
l−1 предметных переменных системы Ξ и «значениям»

x
(k)
0 ,x

(k)
1 , . . . функциональных переменных, расположенных в последова-

тельности ϕ1, . . . , ϕk.
Опишем подробно первый шаг в построении дерева Γ — определение

вершин первого яруса. Придадим всем предметным переменным систе-
мы Ξ значения из набора x

(n)
0 (т. е. значения 0). В вершинах v0, v1, . . .

первого яруса присвоим вхождениям ϕ1, . . . , ϕk значения соответственно
из наборов x

(k)
0 ,x

(k)
1 , . . .. При этом каждый терм системы Ξ, не начинаю-

щийся символом функциональной константы, получит некоторое значе-
ние. Если термам t1, . . . , ts уже присвоены значения a1, . . . , as и в систе-
му Ξ входит терм fj(t1, . . . , ts), то присвоим этому терму значение b, где
b = fj(a1, . . . , as). Таким образом, всем термам системы Ξ будут присво-
ены значения из N .

Указанное присваивание значений термам системы Ξ (в конкретной
вершине vi) может оказаться противоречивым. Так, для одной и той же
переменной ϕj за счёт использования различных вхождений в последо-
вательность ϕ1, . . . , ϕk одному и тому же терму вида ϕj(a1, . . . , ap) могут
быть присвоены различные значения. Кроме того, могут оказаться раз-
личными и значения термов, образующих равенство системы Ξ. В этих
случаях обрываем построение дерева Γ в данной вершине vi.

Предположим, что описанное выше «означивание» термов системы Ξ
в вершине vi к противоречиям не приводит. Тогда, очевидно, в вершине vi
для значений предметных переменных из набора x

(n)
0 имеем корректное

определение в конечном числе точек функций g1, . . . , gm, образующих
возможное решение системы уравнений Ξ.

Продолжая по индукции, предположим, что уже определены l яру-
сов дерева Γ. Выберем в ярусе l неконцевую вершину v. Будем считать,
что в вершине v функции g1, . . . , gm (из возможного решения системы
уравнений Ξ) получили корректные определения в конечном множестве

точек, отвечающем наборам x
(n)
0 , . . . ,x

(n)
l−1 для предметных переменных

системы Ξ и некоторым наборам x
(k)
i1
, . . . ,x

(k)
il

для вхождений ϕ1, . . . , ϕk
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функциональных переменных в систему Ξ. Во всех вершинах v0, v1, . . .
(l + 1)-го яруса дерева Γ для предметных переменных системы Ξ будет

рассматриваться набор x
(n)
l и соответственно наборы x

(k)
0 ,x

(k)
1 , . . . для

вхождений функциональных переменных.

Определение функций g1, . . . , gm в вершине vi мало отличается от
аналогичного определения на шаге 1. После присваивания значений из
набора x

(n)
l предметным переменным и значений из набора x

(k)
i вхожде-

ниям ϕ1, . . . , ϕk функциональных переменных проверяем корректность
такого присваивания. Единственное дополнительное требование — новые
значения, полученные здесь для функций g1, . . . , gm, необходимо прове-
рить на совместимость со значениями этих функций, полученными на
пути в вершину vi.

Перейдём к основному свойству дерева Γ. Предположим, что в де-
реве Γ имеется бесконечная ветвь B. Проходя по всем вершинам вет-
ви B, получим определение функций g1, . . . , gm, которые, как нетруд-
но видеть, образуют решение системы Ξ. Однако функции g1, . . . , gm на
ветви B определяются, вообще говоря, не полностью, а лишь на неко-
торых подмножествах декартовых степеней множества N . Это те мини-
мальные (по включению) подмножества, которые необходимы для вы-
полнения всех уравнений системы Ξ. Вместе с тем значения функций
g1, . . . , gm вне данных подмножеств никак не сказываются на выпол-
нимости/невыполнимости уравнений системы Ξ (эти значения не «вы-
водятся» из системы уравнений Ξ). Поэтому в случае частичной опре-
делённости функций g1, . . . , gm эти функции можно доопределить про-
извольным образом — любое доопределение все равно будет давать ре-
шение системы уравнений Ξ.

Таким образом, любая бесконечная ветвь дерева Γ определяет ре-
шение g1, . . . , gm системы уравнений Ξ, состоящее, вообще говоря, из
частичных функций. Это, так сказать, «ядро» решения, «настоящие»
решения можно получить из данного ядра произвольными доопределе-
ниями.

Обратно, предположим, что всюду определённые функции g1, . . . , gm
образуют решение системы уравнений Ξ. Тогда, анализируя процедуру
построения дерева Γ, нетрудно убедиться, что в дереве Γ существует
бесконечная ветвь. Так, если подставить в систему уравнений Ξ вместо
функциональных переменных ϕ1, . . . , ϕm функции g1, . . . , gm, а вместо
всех предметных переменных — значение 0, то в некоторой вершине vi
первого яруса дерева Γ рассматриваемый набор x

(k)
i будет являться набо-

ром «истинных» значений всех термов системы Ξ, которые начинаются
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с функциональных переменных. Эта же ситуация повторится на втором
ярусе дерева Γ, когда будут рассматриваться вершина vj , соединённая

ребром с вершиной vi, и наборы x
(n)
1 для предметных переменных систе-

мы Ξ и x
(k)
j для вхождений её функциональных переменных. В результа-

те в дереве Γ будет выделена бесконечная ветвь, которая соответствует
решению g1, . . . , gm.

Эффективность процедуры построения дерева Γ сильно зависит от
эффективности (вычислимости) функциональных констант f1, . . . , fr.
Нетрудно заметить, что в случае вычислимости функций f1, . . . , fr дан-
ную процедуру можно сделать полностью эффективной. В самом де-
ле, нумерации множеств Nn и Nk можно выбрать вычислимыми. Само
построение дерева Γ можно организовать так, чтобы на каждом шаге
построения рассматривать только одну вершину дерева Γ, причём «ко-
ординаты» этой вершины определять эффективным образом по шагу
построения.

Гарантирует ли вычислимость функций f1, . . . , fr «простоту» реше-
ний системы уравнений Ξ? Этот вопрос нуждается в уточнении, посколь-
ку известно [5], что даже в случае отсутствия функциональных констант
система Ξ может иметь континуальное число различных решений. По-
этому вопрос можно ставить либо для некоторых выделенных решений
системы Ξ, либо в случае, когда система Ξ имеет, например, единствен-
ное решение. Однако, как показано в [6], в последнем случае для про-
стейших функциональных констант 0, x+1 компоненты (единственного)
решения могут быть сколь угодно сложными функциями из класса Σ1

1

аналитической иерархии Клини [10]. Вообще, как нетрудно заметить, для
произвольных функций f1, . . . , fr в случае единственности решения си-
стемы Ξ данное решение будет принадлежать релятивизованному (мно-
жеством {f1, . . . , fr}) классу Σ1

1 аналитической иерархии Клини.
В связи с этим возникает вопрос: можно ли в случае «очень про-

стых» функций f1, . . . , fr получить из дерева Γ хотя бы одно «простое»
решение? В теореме 1 рассмотрим один такой случай, когда в качестве
функциональных констант берутся только однородные функции [1]. Как
известно [6], из любой нетривиальной однородной функции можно, ис-
пользуя системы функциональных уравнений, получить любые другие
однородные функции. Вместе с тем наиболее известной и употребитель-
ной однородной функцией является тернарный дискриминатор p:

p(x, y, z) =

{
z, если x = y,
x в противном случае.

Поэтому для определённости в теореме 1 системы функциональных урав-



О сложности решения систем уравнений счётнозначной логики 55О сложности решения систем уравнений счётнозначной логики 55О сложности решения систем уравнений счётнозначной логики 55

нений рассматриваются над множеством {p}.
Сделаем ещё два замечания, относящихся к формулировке теоремы 1.

Во-первых, как видели выше, используя деревья для определения реше-
ний системы функциональных уравнений, мы вынуждены рассматри-
вать решения, состоящие из частичных функций. Именно это обстоя-
тельство имеется в виду в теореме 1, когда говорится о существовании
решения с определёнными свойствами эффективности, — данное реше-
ние вполне может состоять из частичных функций.

Во-вторых, принадлежность решения классу Σ2 арифметической
иерархии Клини — Мостовского [10] означает лишь, что вектор-график
решения является отношением, принадлежащим классу Σ2.

Теорема 1. Если система функциональных уравнений, содержащая

только функциональную константу p, имеет решение, то она имеет ре-

шение, принадлежащее классу Σ2 иерархии Клини — Мостовского.

Доказательство. Пусть Ξ — система функциональных уравнений
над множеством {p}. Возьмём от общего случая обозначения x1, . . . , xn,
ϕ1, . . . , ϕm и ϕ1, . . . , ϕk. Как в общем случае, по системе уравнений Ξ по-
строим дерево Γ, которое содержит бесконечную ветвь тогда и только
тогда, когда система Ξ имеет решение. Однако в нашем случае постро-
ение дерева Γ будет отличаться существенными деталями. Так, степень
ветвления каждой вершины дерева будет конечной. Более точно, каждая
неконцевая вершина l-го яруса будет иметь степень lk(k+1)k+1 (корень
дерева — степень (k + 1)k).

Напомним, что зафиксированы вычислимые нумерации множествNn

и Nk, в которых i-й набор имеет обозначения x
(n)
i и x

(k)
i . Потребуем

дополнительно, чтобы в этих нумерациях номера присваивались после-
довательно в «блоках», состоящих из всех наборов с заданной суммой
координат. При этом все элементы набора x

(n)
i будут не превосходить i.

Сформулируем основные отличия в построении дерева Γ, выполняе-
мого в этой теореме. На первом шаге построения всевозможными спосо-
бами присваиваем вхождениям ϕ1, . . . , ϕk значения из множества {0, 1,
. . . , k}. Это позволяет учесть значение 0 из набора x

(n)
0 и, кроме того, даёт

возможность создать всевозможные отношения равенства/неравенства
между значениями термов, определяемых вхождениями ϕ1, . . ., ϕk. В ре-
зультате образуются (k+1)k вершин первого яруса. Так же, как в общем
случае, проверяем корректность присвоения и возможность выполнения
системы равенств Ξ на наборе x

(n)
0 и с заданными присвоениями.

Пусть уже определены вершины l-го яруса дерева Γ. Предполагаем,
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что на вершинах дерева Γ с первого по l-й ярусы вхождениям ϕ1, . . . , ϕk

присваивались значения только из множества {0, 1, . . . , l(k + 1) − 1}.
На всех вершинах (l + 1)-го яруса рассматриваем набор x

(n)
l . Выби-

раем в ярусе l неконцевую вершину v. Определяем в (l + 1)-м ярусе
(l + 1)k(k + 1)k вершин, связанных рёбрами с вершиной v, присваивая
вхождениям ϕ1, . . . , ϕk всевозможными способами значения из множе-
ства {0, 1, . . . , (l+ 1)(k + 1)− 1}. Проверяем корректность присваиваний
и возможность выполнения системы равенств Ξ.

Будем предполагать, что процесс присваивания значений выполняет-
ся некоторым стандартным эффективным способом. Поэтому полностью
эффективным будет и процесс построения дерева Γ: имеется алгоритм,
который по «координате» произвольной вершины дерева ∆ определя-
ет, является ли данная вершина «концевой», а если нет, то вычисляет
значения функций g1, . . . , gm из предполагаемого решения во всех рас-
сматриваемых точках.

То, что бесконечная ветвь в дереве Γ даёт решение системы Ξ, уста-
навливается так же, как в общем случае. Поэтому предположим, что
система уравнений Ξ имеет решение (g1, . . . , gm), и покажем, что в этом
случае в дереве Γ существует бесконечная ветвь.

Рассмотрим нулевой набор значений переменных x1, . . . , xn. Если за-
менить в системе Ξ все предметные переменные значением 0 и затем рас-
сматривать последовательно все термы системы Ξ, содержащие функци-
ональные переменные, то с использованием функций g1, . . . , gm (а также
функции p) можно для всех вхождений ϕ1, . . . , ϕk функциональных пе-
ременных в систему Ξ найти значения a1, . . . , ak функций g1, . . . , gm на
соответствующих наборах. Отметим, что в последовательности a1, . . . , ak
возможны повторения.

Заменим числа из последовательности a1, . . . , ak наименьшими чис-
лами из множества {0, 1, . . . , k} с сохранением отношения равенства/не-
равенства между элементами последовательности a1, . . . , ak и сохране-
нием нулевых значений, если они имеются. Образуется набор b1, . . . , bk.
Этот набор вместе с нулевыми значениями всех предметных перемен-
ных будет удовлетворять системе Ξ, поскольку при определении истин-
ностных значений равенств системы Ξ важны лишь соотношения равен-
ства/неравенства между значениями термов, входящих в Ξ (учитыва-
ем также аналогичное свойство дискриминатора p). Таким образом, на
первом шаге построения дерева Γ на одной из вершин первого яруса
всем вхождениям ϕ1, . . . , ϕk будут присвоены соответственно значения
b1, . . . , bk.



О сложности решения систем уравнений счётнозначной логики 57О сложности решения систем уравнений счётнозначной логики 57О сложности решения систем уравнений счётнозначной логики 57

Далее продолжаем по индукции. Предположим, что для числа l име-
ется вершина v дерева Γ, расположенная в l-м ярусе, которая удовле-
творяет следующим условиям. Для любого набора x

(n)
j , 0 6 j 6 l − 1,

в вершине v всем вхождениям ϕ1, . . . , ϕk присвоены значения b1, . . . , bk,
принадлежащие множеству {0, 1, . . . , (j+1)(k+1)−1} и отвечающие на-

бору x
(n)
j согласно алгоритму построения дерева Γ. Кроме того, если на

основе функций g1, . . . , gm для набора x
(n)
j вхождениям ϕ1, . . . , ϕk при-

писаны значения a1, . . . , ak, то отношения равенства/неравенства между

элементами наборов x
(n)
j и (a1, . . . , ak), с одной стороны, и элементами

наборов x
(n)
j и (b1, . . . , bk), с другой стороны, совпадают.

Пусть теперь для функций g1, . . . , gm и набора x
(n)
l вхождениям ϕ1,

. . . , ϕk отвечают значения a′1, . . . , a
′
k. Заметим, что в соответствии с при-

нятой нумерацией наборов из множества Nn набор x
(n)
l может содержать

максимум одно значение, не входящее в наборы x
(n)
0 , . . . ,x

(n)
l−1. Поэто-

му в наборах x
(n)
l и (a′1, . . . , a

′
k) может быть максимум k + 1 элементов,

которые не содержатся в наборах x
(n)
0 , . . . ,x

(n)
l−1 и отвечающих им набо-

рах (a1, . . . , ak). Это позволяет согласно алгоритму построения дерева Γ
найти в (l+ 1)-м ярусе дерева Γ вершину v′ (соединённую ребром с вер-
шиной v), которой будут приписаны значения b′1, . . . , b

′
k из множества

{0, 1, . . . , (l+1)(k+1)−1}. Кроме того, значения b′1, . . . , b
′
k будут находить-

ся в том же отношении равенства/неравенства с остальными значениями,
приписанными вершине v′, как и значения a′1, . . . , a

′
k с остальными зна-

чениями ai, отвечающими функциям g1, . . . , gm и наборам x
(n)
0 , . . . ,x

(n)
l .

Далее предполагаем, что дерево Γ содержит бесконечную ветвь, а вер-
шины дерева Γ эффективно перенумерованы. Предположим даже боль-
ше: что эффективно перенумерованы вершины «полного» дерева, из ко-
торого рассматриваемое дерево Γ получается удалением некоторого чис-
ла вершин.

Чтобы указать положение вершины v в дереве Γ, достаточно, напри-
мер, указать путь, ведущий из корня дерева Γ в вершину v. В свою оче-
редь, этот путь (для вершины l-го яруса) задаётся последовательностью

наборов x
(k)
i1
, . . . ,x

(k)
il

, которые были использованы для «означивания»

вхождений ϕ1, . . . , ϕk (соответствующие наборы x
(n)
0 , . . . ,x

(n)
l−1 для пред-

метных переменных у них одиниковы).
При применении некоторой «геометрической» терминологии будем

для определённости считать, что корень дерева Γ расположен внизу,
а вершины l-го яруса, соединённые рёбрами с одной и той же верши-
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ной (l − 1)-го яруса (или корнем дерева, если l = 1), упорядочены слева

направо в соответствии с номерами приписанных им наборов x
(k)
i . В этом

случае можно говорить о взаимном расположении (левее/правее) беско-
нечных ветвей дерева Γ. В частности, можно говорить о «самой левой»
бесконечной ветви дерева Γ. Именно эта бесконечная ветвь дерева Γ бу-
дет выбрана для доказательства утверждения теоремы.

Принадлежность вершины v самой левой бесконечной ветви дерева Γ
вытекает из следующих двух свойств.

1. Вершина v принадлежит некоторой бесконечной ветви дерева Γ.

2. В дереве Γ левее вершины v (в том же ярусе, что и вершина v)
бесконечные ветви не проходят.

Сначала обсудим сложность формализации свойства 1. Нетрудно ви-
деть, что свойство 1 для вершины v выполняется в том и только том
случае, когда в каждом ярусе дерева Γ существует вершина, соединённая
путём с вершиной v. Необходимость этого утверждения очевидна, поэто-
му обратимся к достаточности. Пусть вершина v расположена в l-м яру-
се дерева Γ. Поскольку имеется бесконечное число вершин, соединённых
путями с вершиной v, а ярус l + 1 состоит из конечного числа вершин,
в ярусе l+1 найдётся вершина v1, которая соединена ребром с вершиной v
и «выше» которой расположено бесконечное число вершин дерева Γ (они,
конечно, соединены путями с вершиной v1). Далее переходим к ярусу l+2
и выбираем там вершину v2, которая соединена ребром с вершиной v1
и «выше» которой в дереве Γ расположено бесконечное число вершин.
Этот процесс не может оборваться ни на каком шаге, и в итоге получим
бесконечную ветвь дерева Γ, проходящую через вершину v.

Теперь заметим, что свойство 1 можно выразить подходящим отно-
шением класса Π1 иерархии Клини — Мостовского. Действительно, как
отмечалось выше, определение дерева Γ полностью эффективно. Каж-
дый ярус дерева Γ конечен, а число элементов яруса (и даже полный
список вершин яруса) может быть выражен простой примитивно рекур-
сивной функцией. Поэтому для проверки свойства 1 следует для любого
яруса l рассмотреть все вершины этого яруса и убедиться, что среди них
есть вершины, связанные путями с вершиной v.

Перейдём к свойству 2. Здесь необходимо потребовать, чтобы ни че-
рез одну вершину l-го яруса дерева Γ, лежащую «левее» вершины v, не
проходило бесконечной ветви. Эти вершины эффективно определяют-
ся по вершине v. Затем для каждой из указанных вершин следует вос-
пользоваться отрицанием свойства 1. В результате придём к отношению
класса Σ1.
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Таким образом, принадлежность вершины дерева Γ самой левой вет-
ви этого дерева (отношение L(v)) можно выразить конъюнкцией отно-
шений, принадлежащих классам Π1 и Σ1 иерархии Клини — Мостовско-
го. Нетрудно заметить, что данные отношения не зависят друг от друга
и потому могут входить в конъюнкцию в любом порядке. Следователь-
но, приходим к двум формулам, выражающим отношение L(v): в классе
Σ2 и в классе Π2.

Для завершения доказательства теоремы остаётся показать, что,
имея отношение L(v), можно получить вектор-график решения систе-
мы Ξ, отвечающего самой левой ветви B дерева Γ. Для этого необходимо
заметить, что согласно алгоритму построения дерева Γ любой набор из
вектор-графика рассматриваемого решения g1, . . . , gm может быть эф-
фективно вычислен по подходящей вершине ветви B. Поэтому для про-
верки равенства вида gi(a1, . . . , as) = b достаточно лишь найти вершину v
ветви B, в которой «содержится» данное равенство. При этом квантор
существования по переменной v можно поставить перед ∃∀-формулой,
обеспечивающей принадлежность вершины v ветви B. Теорема 1 дока-
зана.

Теорема 1 показывает, что у системы уравнений над множеством {p}
всегда есть достаточно простое решение. Возникает вопрос: насколько
вообще сложными могут быть решения у уравнений данного типа? Для
получения ответа на этот вопрос придётся обратиться к системам функ-
циональных уравнений над множеством {0, x+1}. Как установлено в [6],
подобная система уравнений может иметь единственное решение, при-
надлежащее классу Σ1

1 аналитической иерархии Клини. При этом если
рассматривать «проекцию» решения по одной из функциональных пере-
менных, то такая проекция может быть произвольной функцией клас-
са Σ1

1 (т. е. функцией, график которой принадлежит классу Σ1
1). В теоре-

ме 2 мы хотим «вложить» подобную функцию в решение системы урав-
нений над множеством {p}.

Теорема 2. Для любой функции g из класса Σ1
1 существует систе-

ма уравнений над множеством {p}, у которой одно из решений имеет

в качестве компоненты функцию g.

Доказательство. В [6] доказано, что для функции g можно по-
строить систему Ξ1 функциональных уравнений над {0, x + 1}, которая
имеет решение с компонентой g. Далее, в [5] установлено, что можно по-
строить систему Ξ2 функциональных уравнений над {p} с функциональ-
ными переменными ϕ0, ϕ1 (но, вообще говоря, и другими переменными,
отличными от ϕ0, ϕ1), которая имеет решение с константой 0 по перемен-
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ной ϕ0 и функцией x+1 по переменной ϕ1. Будем считать, что множества
функциональных переменных систем Ξ1 и Ξ2 не пересекаются. Образу-
ем систему уравнений Ξ, объединяя уравнения систем Ξ1,Ξ2 и заменяя
в системе Ξ1 функции 0, x + 1 функциональными переменными ϕ0 и ϕ1

соответственно (в качестве предметной переменной для ϕ0 берём про-
извольную предметную переменную системы Ξ1, для переменной ϕ1 —
ту переменную, которая используется в системе Ξ1 в соответствующем
вхождении функциональной константы x+1). Нетрудно видеть, что по-
лученная система уравнений Ξ будет иметь решение с компонентой g.
Теорема 2 доказана.

Автор признателен рецензенту за полезные замечания.
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ON COMPLEXITY OF SOLVING SYSTEMS

OF FUNCTIONAL EQUATIONS IN COUNTABLE-VALUED LOGIC
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Abstract. We propose a procedure to construct all solutions of an ar-
bitrary system of functional equations in countable-valued logic. Based
on this procedure, the solutions of systems of equations in the class Σ2

of Kleene — Mostovsky arithmetical hierarchy which include only the
ternary discriminator p are determined. We prove that for given systems
of equations the components of solutions may be arbitrary functions
of the class Σ1

1 of Kleene analytical hierarchy.

Keywords: system of functional equations, function of countable-valued
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