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Аннотация. Рассматривается векторный вариант инвестиционной
задачи Марковица с критериями крайнего оптимизма, состоящий
в поиске множества Парето. Получены нижняя и верхняя оценки
радиуса устойчивости, под которым понимается предельный уровень
изменений параметров векторного критерия, не приводящих к появ-
лению новых Парето-оптимальных портфелей. Анализ устойчивости
задачи ведётся в предположении, что в пространстве проектов и кри-
териальном пространстве показателей экономической эффективно-
сти проектов задана произвольная норма Гёльдера lp, 1 6 p 6 ∞,
а в пространстве состояний финансового рынка — норма Чебы-
шёва l∞. Указан ряд случаев, когда полученные оценки достигаются.
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Введение

В [1] на основе теории Марковица сформулирована многокритери-
альная булева задача выбора инвестиционных портфелей с максимин-
ными критериями эффективности Вальда. Получены нижняя и верхняя
оценки радиуса устойчивости Парето-оптимального портфеля в случае,
когда в трёхмерном пространстве параметров задачи задана линейная
норма. В данной статье в рамках той же модели рассматривается век-
торный вариант задачи портфельной оптимизации с другими целевыми
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функциями, а именно с критериями крайнего оптимизма по эффектив-
ности портфеля. Получены нижняя и верхняя оценки радиуса того ти-
па устойчивости задачи, который является дискретным аналогом свой-
ства полунепрерывности сверху по Хаусдорфу точечно-множественного
отображения, задающего паретовскую функцию выбора. При этом ко-
личественный анализ устойчивости ведётся в предположении, что в про-
странстве проектов и критериальном пространстве задана произвольная
норма Гёльдера lp, 1 6 p 6 ∞, а в пространстве состояний финан-
сового рынка — чебышёвская норма l∞. Отметим, что ранее подобные
оценки радиуса устойчивости были известны лишь в частных случаях,
когда в трёхмерном пространстве параметров многокритериальной ин-
вестиционной задачи задавались линейная l1 и чебышёвская l∞ нормы
в различных комбинациях [2, 3, 7, 8]. Использование классического нера-
венства Гёльдера позволило ниже обобщить результаты [2].

1. Постановка задачи, основные определения

Рассмотрим векторный дискретный вариант задачи Марковица [10].
Для этого введём ряд обозначений.

Пусть i— номер возможного состояния финансового рынка (сценария
развития), i ∈ Nm = {1, 2, . . . ,m}, j ∈ Nn — номер альтернативного ин-
вестиционного проекта (актива), k ∈ Ns — вид (показатель) экономиче-
ской эффективности инвестиционного проекта, eijk — ожидаемая оценка
экономической эффективности (доходности) вида k ∈ Ns j-го проекта,
когда рынок находится в i-м состоянии, E = [eijk] — трёхмерная матрица
размера m×n× s с элементами из R. Пусть x = (x1, x2, . . . , xn)

T ∈ En —
инвестиционный портфель, где E = {0, 1}, xj = 1, если инвестор выби-
рает проект j, и xj = 0 в противном случае, X ⊆ En— множество всех
возможных инвестиционных портфелей, т. е. тех, реализация которых
не превосходит начального капитала инвестора.

На X зададим векторную целевую функцию f(x,E) = (f1(x,E1),
f2(x,E2), . . . , fs(x,Es)), компонентами которой являются широко извест-
ные в теории принятия решений критерии крайнего оптимизма (MAX-
MAX):

fk(x,Ek) = max
i∈Nm

eikx = max
i∈Nm

∑

j∈Nn

eijkxj → max
x∈X

, k ∈ Ns,

где Ek ∈ Rm×n — k-е сечение матрицы E ∈ Rm×n×s, eik = (ei1k, ei2k, . . . ,
eink) — i-я строка этого сечения. Под векторной инвестиционной за-
дачей Zs(E), s ∈ N, будем понимать задачу поиска множества Паре-
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то P s(E), т. е. множества Парето-оптимальных инвестиционных порт-
фелей

P s(E) = {x ∈ X | X(x,E) = ∅},

где X(x,E) = {x′ ∈ X | f(x,E) 6 f(x′, E)& f(x,E) 6= f(x′, E)}.
Для всякого натурального числа d в действительном пространстве Rd

зададим норму Гёльдера lp, p ∈ [1,∞], т. е. под нормой вектора y =
(y1, y2, . . . , yd)

T ∈ Rd будем понимать число

‖y‖p =





p

√ ∑
i∈Nd

|yi|p, если 1 6 p <∞,

max
i∈Nd

|yi| , если p = ∞.

Как известно, для любых векторов a, b ∈ Rn выполняется неравен-
ство Гёльдера

|aT b| 6 ‖a‖p · ‖b‖q , (1)

где величины p и q связаны соотношением 1/p+1/q = 1, при этом q = 1,
если p = ∞, и q = ∞, если p = 1. Полагаем 1/p = 0 при p = ∞. Далее бу-
дем считать, что областью изменения чисел p и q является отрезок [1,∞].

Используя известное условие [6], при выполнении которого неравен-
ство (1) превращается в равенство, нетрудно убедиться в справедливости
следующей формулы:

∀b ∈ Rn ∀δ > 0 ∃a ∈ Rn |aT b| = δ‖b‖q & ‖a‖p = δ. (2)

В пространстве проектов Rn и критериальном пространстве показате-
лей экономической эффективности проектов Rs зададим произвольную
норму Гёльдера lp, 1 6 p 6 ∞, а в пространстве состояний финансового
рынка Rm — норму Чебышёва l∞, т. е. полагаем

‖E‖p∞p = ‖(‖E1‖p∞, ‖E2‖p∞, . . . , ‖Es‖p∞)‖p,

‖Ek‖p∞ = ‖(‖e1k‖p, ‖e2k‖p, . . . , ‖enk‖p)‖∞, k ∈ Ns.

При любом p ∈ [1,∞] очевидны неравенства ‖eik‖p 6 ‖Ek‖p∞ 6 ‖E‖p∞p ,
i ∈ Nm, k ∈ Ns. Используя неравенство Гёльдера (1), для любых порт-
фелей x, x′ ∈ X и индексов i, i′ ∈ Nm, k ∈ Ns, получаем

eikx− ei′kx
′
> −(‖eik‖p‖x‖q + ‖ei′k‖p‖x′‖q)
> −‖Ek‖p∞(‖x‖q + ‖x′‖q) > −‖E‖p∞p(‖x‖q + ‖x′‖q). (3)
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Следуя [2–4, 9], радиусом устойчивости задачи Zs(E) назовём число

ρ = ρ(m,n, s, p) =

{
sup Ξp, если Ξp 6= ∅,

0, если Ξp = ∅,

где Ξp = {ε > 0 | ∀E′ ∈ Ωp(ε) (P
s(E + E′) ⊆ P s(E))}, Ωp(ε) = {E′ ∈

Rm×n×s | ‖E′‖p∞p < ε} — множество возмущающих матриц, P s(E+E′) —
множество Парето возмущённой задачи Zs(E +E′). Таким образом, ра-
диус устойчивости задач Zs(E) — это предельный уровень возмуще-
ний элементов матрицы E в пространстве Rm×n×s, которые не приводят
к появлению новых Парето-оптимальных портфелей. Очевидно, что при
P s(E) = X радиус устойчивости задачи следует считать бесконечным.
Задачу, для которой P s(E) 6= X, будем называть нетривиальной. Для
такой задачи положим

ϕ = ϕ(m,n, s, p) = min
x/∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x′, x)
‖x′‖q + ‖x‖q

,

ψ = ψ(m,n, s) = min
x/∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x′, x)
‖x′ − x‖1

,

γ(x′, x) = min{fk(x′, Ek)− fk(x,Ek) | k ∈ Ns},
P (x,E) = X(x,E) ∩ P s(E).

Легко видеть, что ϕ, ψ > 0.

2. Оценки радиуса устойчивости задачи

Теорема 1. При любых m,n, s ∈ N и p ∈ [1,∞] для радиуса устойчи-

вости ρ(m,n, s, p) нетривиальной задачи Zs(E) справедливы следующие

оценки:

ϕ(m,n, s, p) 6 ρ(m,n, s, p) 6 (ns)1/pψ(m,n, s). (4)

Доказательство. Вначале покажем, что ρ > ϕ. При ϕ = 0 это
очевидно. Пусть ϕ > 0 и возмущающая матрица E′ ∈ Rm×n×s с сече-
ниями E′

k, k ∈ Ns, принадлежит множеству Ωp(ϕ). Согласно опреде-
лению числа ϕ для любого портфеля x /∈ P s(E) существует портфель
x0 ∈ P (x,E) такой, что

γ(x0, x) > ϕ (‖x0‖q + ‖x‖q),

т. е. выполняются неравенства

fk(x
0, Ek)− fk(x,Ek) > ϕ(‖x0‖q + ‖x‖q), k ∈ Ns.
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Учитывая неравенства (3), для всякого индекса k ∈ Ns получаем

fk(x
0, Ek + E′

k)− fk(x,Ek + E′
k)

= max
i∈Nm

(eik + e′ik)x
0 − max

i∈Nm

(eik + e′ik)x

= min
i∈Nm

max
i′∈Nm

(ei′kx
0 + e′i′kx

0 − eikx− e′ikx)

> fk(x
0, Ek)− fk(x,Ek)− ‖E′‖p∞p(‖x0‖q + ‖x‖q)

> (ϕ− ‖E′‖p∞p) (‖x0‖q + ‖x‖q) > 0,

где e′ik — i-я строка сечения E′
k. Таким образом, портфель x не принад-

лежит множеству Парето P s(E+E′). Отсюда заключаем, что при любой
возмущающей матрице E′ ∈ Ωp(ϕ) справедливо включение P s(E+E′) ⊆
P s(E). Следовательно, ρ > ϕ.

Далее докажем неравенство ρ 6 (ns)1/pψ. В соответствии с определе-
нием величины ψ найдётся такой портфель x0 /∈ P s(E), что для любого
портфеля x ∈ P (x0, E) существует индекс l ∈ Ns, при котором

fl(x,El)− fl(x
0, El) 6 ψ ‖x− x0‖1. (5)

Полагая ε > (ns)1/pψ, зададим элементы e0ijk любого k-го сечения E0
k ,

k ∈ Ns, возмущающей матрицы E0 по правилу

e0ijk =

{
δ, если i ∈ Nm, x

0
j = 1,

−δ в остальных случаях,

где ε/(ns)1/p > δ > ψ. Тогда‖E0‖p∞p = δ(ns)1/p.
Это значит, что E0 ∈ Ωp(ε). Кроме того, все строки e0ik, i ∈ Nm,

любого сечения E0
k , k ∈ Ns, одинаковы и состоят из компонент δ и −δ.

Поэтому, положив A = e0ik, i ∈ Nm, k ∈ Ns, имеем

A(x− x0) = −δ‖x− x0‖1 < 0. (6)

Отсюда с учётом (5) выводим, что для любого портфеля x ∈ P (x0, E)
существует индекс l ∈ Ns, удовлетворяющий соотношениям

fl
(
x,El + E0

l

)
− fl

(
x0, El + E0

l

)
= max

i∈Nm

(
eil + e0il

)
x− max

i∈Nm

(
eil + e0il

)
x0

= min
i∈Nm

max
i′∈Nm

(
ei′lx− eilx

0 + e0i′lx− e0ilx
0
)

= fl(x,El)− fl(x
0, El) +A(x− x0) 6 (ψ − δ)‖x− x0‖1 < 0.
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Таким образом, справедлива формула

∀x ∈ P (x0, E) (x /∈ X(x0, E + E0)). (7)

Если X(x0, E+E0) = ∅, то x0 ∈ P s(E+E0). Напомним, что x0 /∈ P s(E).
Допустим, что X(x0, E+E0) 6= ∅. Тогда благодаря внешней устойчи-

вости множества P s(E+E0) (см., например, [5, с. 34]) найдётся портфель
x∗ ∈ P (x0, E + E0). Покажем, что x∗ /∈ P s(E).

Допустим, напротив, что x∗ ∈ P s(E). Согласно (7) выполняется вклю-
чение

x∗ ∈ P s(E)\P (x0, E).

Поэтому возможны лишь следующие два случая.

Случай 1. f(x∗, E) = f(x0, E). Тогда для любого k ∈ Ns согласно (6)
имеем

fk
(
x∗, Ek + E0

k

)
− fk

(
x0, Ek + E0

k

)
=

= fk(x
∗, Ek)− fk(x

0, Ek) +A(x∗ − x0) = −δ
∥∥x∗ − x0

∥∥
1
< 0.

Случай 2. Существует индекс u ∈ Ns такой, что fu(x∗, Eu) < fu(x
0,

Eu). Тогда, вновь используя (6), приходим к соотношениям

fu
(
x∗, Eu+E

0
u

)
−fu

(
x0, Eu+E

0
u

)
= fu(x

∗, Eu)−fu(x0, Eu)+A(x
∗−x0) < 0.

В результате и тот, и другой случай противоречат включению x∗ ∈ P (x0,
E + E0). Тем самым доказано, что x∗ /∈ P s(E). Напомним, что x∗ ∈
P s(E + E0).

Итак, при любом числе ε > (ns)1/pψ гарантируется существование
возмущающей матрицы E0 ∈ Ωp(ε) такой, что найдётся портфель (x0

или x∗), который, не являясь Парето-оптимальным портфелем задачи
Zs(E), одновременно является таковым в возмущённой задаче Zs(E +
E0). Таким образом, справедлива формула

∀ε > (ns)1/pψ ∃E0 ∈ Ωp(ε) (P
s(E + E0) 6⊆ P s(E)).

Следовательно, ρ 6 (ns)1/pψ. Теорема 1 доказана.

Из теоремы вытекает известный результат.

Следствие 1 [2]. Справедливы оценки

min
x/∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x′, x)
‖x′ + x‖1

6 ρ(m,n, s,∞) 6 min
x/∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

γ(x′, x)
‖x′ − x‖1

.
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Отсюда получаем следующее очевидное утверждение, свидетельству-
ющее о достижимости оценок (4) при p = ∞.

Следствие 2. Если для любой пары портфелей x /∈ P s(E) и x′ ∈
P (x,E) множество {j ∈ Nn | xj = x′j = 1} пусто, то справедлива формула

ρ(m,n, s,∞) = ϕ(m,n, s,∞) = ψ(m,n, s).

3. Случай линейных критериев (m = 1)

В случае, когда m = 1, инвестиционная задача Zs(E) превращает-
ся в векторную задачу линейного булева программирования, которую
запишем в удобном для нас виде

Zs
B(E) : Ekx→ max

x∈X
, k ∈ Ns,

где X ⊆ En, Ek ∈ Rn — k-я строка матрицы E = [ekj ] ∈ Rs×n. Та-
кой случай можно интерпретировать как ситуацию, при которой состоя-
ние финансового рынка не вызывает сомнений инвестора. При этом, как
и прежде, считаем, что в пространстве проектов Rn и критериальном
пространстве Rs задана произвольная норма Гёльдера lp, 1 6 p 6 ∞. Для
задачи Zs

B(E) будем использовать прежние обозначения P s(E), P (x,E)
и др.

В рассматриваемом линейном случае инвестиционной задачи ниж-
нюю оценку радиуса устойчивости ρ(1, n, s, p) можно улучшить. Действи-
тельно, справедлива

Теорема 2. Пусть n, s ∈ N, ρ ∈ [1,∞] и

ξ(p) = ξ(1, n, s, p) = min
x 6∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

min
k∈Ns

Ek(x
′ − x)

‖x′ − x‖q
. (8)

Тогда для радиуса устойчивости нетривиальной задачи Zs
B(E) справед-

ливы оценки

ξ(1, n, s, p) 6 ρ(1, n, s, p) 6 (ns)1/pξ(1, n, s,∞). (9)

Доказательство. Справедливость верхней оценки, т. е. неравен-
ства

ρ(1, n, s, p) 6 (ns)1/pξ(∞),

следует из теоремы 1.
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Докажем неравенство ρ(1, n, s, p) > ξ(p). При ξ(p) = 0 оно очевидно.
Пусть ξ(p) > 0, и пусть E′ ∈ Rs×n — возмущающая матрица со строка-
ми E′

k, k ∈ Ns, и нормой ‖E‖pp = ‖(‖E1‖p, ‖E2‖p, . . . , ‖Es‖p)‖p < ξ(p). Со-
гласно (8) для любого портфеля x 6∈ P s(E) найдётся Парето-оптимальный
портфель x0 ∈ P s(E) такой, что

∥∥E′
k

∥∥
p
6 ‖E′‖pp < ξ(p) 6

Ek(x
0 − x)

‖x0 − x‖q
, k ∈ Ns.

Поэтому в силу неравенство Гёльдера (1) для всякого индекса k ∈ Ns

(Ek+E
′
k)(x

0−x) = Ek(x
0−x)+E′

k(x
0−x) > Ek(x

0−x)−‖E′
k‖p‖x0−x‖q > 0,

т. е. x 6∈ P s(E + E′). Отсюда заключаем, что при любой возмущаю-
щей матрице E′ ∈ Rs×n с нормой ‖E′‖pp < ξ(p) справедливо включение
P s(E + E′) ⊆ P s(E). Следовательно, ρ(1, n, s, p) > ξ(p). Теорема 2 дока-
зана.

Из теоремы 2 вытекает известное утверждение, свидетельствующее
о достижимости нижней и верхней оценок (9) для радиуса устойчивости
задач Zs

B(E) при p = ∞.

Следствие 3 [4]. Для радиуса устойчивости нетривиальной задачи

Zs
B(E), s ∈ N, справедливо равенство

ρ(1, n, s,∞) = min
x 6∈P s(E)

max
x′∈P (x,E)

min
k∈Ns

Ek(x
′ − x)

‖x′ − x‖1
.

Покажем, что нижняя оценка ξ(p) радиуса устойчивости для зада-
чи Zs

B(E), указанная в теореме 2, достижима при любом числе p ∈ [1,∞].

Следствие 4. При любых n, s ∈ N и p ∈ [1,∞] существует такой

класс задач Zs
B(E), что для радиуса устойчивости любой задачи этого

класса справедлива формула

ρ(1, n, s, p) = ξ(p) = ξ(1, n, s, p). (10)

Доказательство. Рассмотрим класс задач Zs
B(E) в случае, когда

P s(E) = {x0}. Тогда ввиду (8) имеем

ξ(p) = min
x∈X\{x0}

min
k∈Ns

Ek(x
0 − x)

‖x0 − x‖q
. (11)
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Ввиду теоремы 2 для доказательства равенства (10) достаточно по-
казать, что ρ(1, n, s, p) 6 ξ(p). Дальнейшее изложение посвятим этому.

Из (11) следует существование x∗ 6∈ P s(E) и g ∈ Ns таких, что

Eg(x
0 − x∗) = ξ(p)‖x0 − x∗‖q. (12)

Для любого числа ε > ξ(p) зафиксируем число δ, подчинённое неравен-
ству

ξ(p) < δ < ε. (13)

Согласно формуле (2) найдётся такой вектор a ∈ Rn, что

aT (x0 − x∗) = −δ‖x0 − x∗‖q, ‖a‖p = δ.

Задав строки E0
k , k ∈ Ns, возмущающей матрицы E0 ∈ Rs×n по правилу

E0
k =

{
aT , если k = g,

0T(n), если k 6= g,

где 0(n) = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rn, тем самым получаем

E0
g (x

0 − x∗) = −δ‖x0 − x∗‖q, ‖E0‖p = δ < ε.

Отсюда, а также из (12) и (13) следует, что
(
Eg + E0

g

)
(x0 − x∗) = (ξ(p)− δ)‖x0 − x∗‖q < 0,

т. е. верно соотношение

x0 6∈ X(x∗, E + E0). (14)

Если X(x∗, E + E0) = ∅, то x∗ ∈ P s(E + E0). Напомним, что x∗ 6∈
P s(E).

Если X(x∗, E + E0) 6= ∅, то вновь благодаря внешней устойчивости
множества Парето P s(E + E0) найдётся портфель x̂ ∈ X(x∗, E + E0)
такой, что x̂ ∈ P s(E + E0). Поэтому ввиду (14) имеем x̂ 6= x0, т. е.
x̂ 6∈ P s(E).

Итак, при любом числе ε > ξ(p) гарантируется существование воз-
мущающей матрицы E0 ∈ Rs×n с нормой ‖E0‖p < ε такой, что найдётся
такой портфель (x∗ или x̂), который, не являясь Парето-оптимальным
портфелем задачи Zs

B(E), одновременно становится таковым в возмущён-
ной задаче Zs

B(E + E0), т. е. верна формула

∀p ∈ [1,∞] ∀ε > ξ(p) ∃E0 ∈ Ωp(ε) (P
s(E + E0) 6⊆ P s(E)).

Следовательно, при любом числе p ∈ [1,∞] справедливо неравенство
ρ(1, n, s, p) 6 ξ(p). Следствие 4 доказано.
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Abstract. The vector Boolean problem of portfolio optimization with
extreme optimism criteria and Pareto optimality principle is considered.
Upper and lower bounds of stability radius are given with an arbitrary
Hölder metric in the space of investment projects and in the space of
factors of projects economical efficiency and with the Chebyshev metric
in the space of financial market states. Bibliogr. 10.
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