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Аннотация. Показано, что исследуемая задача принадлежит клас-
су Poly-APX. Для её решения разработаны приближённые ал-
горитмы, использующие генетический локальный поиск и VND-
метаэвристику. Приводятся результаты вычислительных экспери-
ментов на исходных данных из библиотеки тестовых задач «Дис-
кретные задачи размещения». Предлагаемые алгоритмы сравни-
ваются с ранее известными приближёнными алгоритмами и точ-
ным методом из библиотеки CPLEX. Результаты экспериментов
свидетельствуют о высокой эффективности разработанных методов
и возможности решать задачи большой размерности. Табл. 2, биб-
лиогр. 30.
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Введение

Постановки, связанные с размещением производства и/или ценооб-
разования, образуют широкий спектр математических моделей, методов
и приложений в исследовании операций [7, 13, 17, 18, 20, 21, 30]. В большей
части моделей различные аспекты размещения исследуются без учёта
цен. Процессы размещения производства и ценообразования обычно изу-
чаются отдельно и независимо друг от друга, потому что они принад-
лежат к разным горизонтам планирования. Размещение производства
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представляет собой долгосрочное планирование, а ценообразование от-
носится к краткосрочному планированию [19]. Как правило, выбирают
сначала размещение, а затем цены [26]. Тем не менее такое разделение
размещения и ценообразования может оказаться неприемлемым. Напри-
мер, в тех случаях, когда размещение предприятий зависит от распре-
деления потребителей и их спроса, который, в свою очередь, зависит от
цен [22]. Более того, разделение размещения и ценообразования также
нецелесообразно, когда нет необходимости знать точные цены на произ-
водимый продукт, а достаточно знать лишь диапазон цен в выбранной
нише рынка, позволяющих противостоять конкурентам [9]. Поэтому со-
временные подходы к выбору эффективного механизма взаимодействия
процессов размещения производства и ценообразования основываются на
их совместном анализе в рамках одной модели [8–10, 14, 28, 29]. Однако
для оценки качества принимаемых решений необходимо уметь адекват-
но оценивать реакцию рынка и, в частности, потребителей на предла-
гаемый вариант размещения и ценообразования. C этой целью удобно
моделировать весь процесс в виде задачи двухуровневого программиро-
вания [4, 15].

На основе [24] исследован ряд математических моделей размещения
производства и ценообразования в условиях конкуренции (см., напри-
мер, [19, 22, 26]). В данной статье рассмотрим более простой случай, ко-
гда на рынке уже есть предприятия, производящие однородный продукт,
и известны цены на каждом из них [16]. Положение этих предприятий
и цены предполагаются фиксированными и в дальнейшем не меняются.
Сформулируем содержательную постановку предлагаемой задачи в виде
игры Штакельберга. На верхнем уровне компания, входящая на рынок,
размещает r своих предприятий и выбирает цены на каждом из них. На
нижнем уровне каждый из потребителей выбирает то из предприятий,
на котором транспортные затраты и затраты на приобретение продук-
ции в сумме минимальны. Покупка совершается в том случае, когда это
позволяет бюджет потребителя (порог, заданный уже существующими
предприятиями и ценами на них). Требуется выбрать такие предприятия
и определить такие цены на каждом предприятии, чтобы доход компании
был максимален. В этой игре компания является лидером, клиенты об-
разуют множество последователей. Также предполагается, что клиенты
сосредоточены в конечном множестве дискретных точек. Если у потре-
бителя есть несколько предприятий с одинаковой минимальной суммой
платежей, то он выберет предприятие с минимальными транспортными
затратами.
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В рамках данной содержательной постановки естественно исследо-
вать следующие три стратегии ценообразования. Равномерное ценообра-
зование (uniform pricing) [22] — на всех пунктах обслуживания устанав-
ливается одна и та же цена. Фабричное ценообразование (mill pricing) —
стратегия ценообразования, при которой на каждом предприятии выби-
рается своя цена на производимый продукт [22]. Дискриминационное це-
нообразование (discriminator pricing) — стратегия ценообразования, при
которой могут быть ущемлены интересы каких-то групп покупателей,
так как на каждом предприятии могут устанавливаться разные цены
для разных покупателей [22]. В статье рассматривается только вторая
стратегия. Близкие по смыслу постановки с равномерным и дискрими-
национным ценообразованием рассмотрены в [19, 22, 26].

В разд. 2 представлена двухуровневая модель нелинейного програм-
мирования. В разд. 3 показано, что она принадлежит классу Poly-APX,
а соответствующая ей задача оценивания является нетривиальной
∆p

2-задачей, а также приводятся гибридные эвристики для её решения.
Поскольку подзадача ценообразования, которая возникает при выборе
любого размещения предприятий, NP-труднa в сильном смысле, пред-
лагаемые эвристики развиваются как двухэтапные: сначала применя-
ется локальный поиск для выбора размещения предприятий при фик-
сированном векторе цен, а затем — локальный поиск для выбора век-
тора цен при заданном размещении предприятий. Для подзадачи це-
нообразования используется либо генетический локальный поиск, либо
VND-метаэвристика. Для поиска размещения используется локальный
поиск. В разд. 4 приводятся результаты вычислительных экспериментов
на исходных данных из библиотеки тестовых задач «Дискретные задачи
размещения». Предлагаемые алгоритмы сравниваются с ранее извест-
ными приближёнными алгоритмами и точным методом из библиотеки
CPLEX.

1. Математическая модель

Введём следующие обозначения: I = {1, . . . , n} — множество возмож-
ных мест открытия предприятий, J = {1, . . . ,m} — множество потре-
бителей, r — число открываемых предприятий, bj > 0 — ценовой по-
рог (бюджет) j-го потребителя, cij > 0 — матрица транспортных затрат
потребителей, pi > 0 — цена товара на i-м предприятии, yi = 1, если
предприятие i открывается, и yi = 0 в противном случае, xij = 1, если
потребитель j обслуживается предприятием i, и xij = 0 в противном
случае.
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Используя данные обозначения, запишем игру Штакельберга в ви-
де следующей задачи двухуровневого квадратичного программирования
(FLMP):

max
y,p,x

∑

i∈I
pi
∑

j∈J
xij ,

∑

i∈I
yi = r, x ∈ F (y, p), pi > 0, yi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J,

где F (y, p) является множеством оптимальных решений внутренней за-
дачи

max
x

∑

i∈I

∑

j∈J
(bj − cij − pi)xij ,

∑

i∈I
xij 6 1, j ∈ J,

xij 6 yi, i ∈ I, j ∈ J,
xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Целевая функция двухуровневой задачи определяет доход компании,
а ограничение гарантирует, что будет открыто ровно r предприятий. Це-
левая функция нижнего уровня описывает стратегию каждого потреби-
теля — в максимальной степени экономить свой бюджет, а ограничения
гарантируют, что каждый потребитель обслуживается не более чем од-
ним предприятием производителя. Также из этих ограничений и опреде-
ления целевой функции следует, что покупка совершается в том случае,
когда это позволяет бюджет потребителя.

При описании игры Штакельберга введено предположение, что в слу-
чае нескольких оптимальных решений в задаче нижнего уровня каждый
потребитель выбирает тот пункт обслуживания (из числа доступных),
который ближе к нему. Содержательно это означает, что потребители
выбирают оптимальное решение, которое сохраняет прибыль произво-
дителя. Другими словами, рассматривается кооперативная постановка
задачи. Аналогичное соглашение использовалось в [6, 7]. Отметим, что
в постановке, рассмотренной в [3], такой проблемы не возникает. В силу
специфичного выбора транспортных затрат нет разницы между коопе-
ративной и некооперативной постановками задачи.

Этого предположения достаточно, чтобы записать двухуровневую за-
дачу в виде следующей эквивалентной задачи квадратичного програм-
мирования со смешанными переменными:

∑

i∈I
pi
∑

j∈J
xij → max

p,x,y
,
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∑

i∈I
(bj − cij − pi)xij > 0, j ∈ J,

∑

i∈I
(cij + pi)xij 6 (ckj + pk)yk, k ∈ I, j ∈ J,

∑

i∈I
yi = r,

∑

i∈I
xij 6 1, j ∈ J,

xij 6 yi, i ∈ I, j ∈ J,
pi > 0, xij , yi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Целевая функция, как и в двухуровневой задаче, определяет доход ком-
пании. Первая группа ограничений гарантирует, что потребители не мо-
гут выйти за рамки своих бюджетов. Выполнение второй группы огра-
ничений приводит к минимизации общих затрат каждого потребителя
на покупку продукта и его транспортировку. Следующее ограничение
гарантирует, что будет открыто ровно r предприятий. Четвёртая группа
ограничений означает, что каждый потребитель может обслуживаться не
более, чем на одном предприятии. Последняя группа ограничений вле-
чёт, что потребители могут обслуживаться только открытыми предприя-
тиями. Сохраним то же обозначение FLMP для этой переформулировки
двухуровневой задачи.

Введём дополнительные соглашения и обозначения. В дальнейшем
предполагаем, что все исходные данные (bj и cij) являются рациональ-
ными числами, OPT(FLMP) — оптимальное значение целевой функции
задачи FLMP, g(y, p, x) — значение целевой функции задачи FLMP на
допустимом решении (y, p, x).

Пусть (y, p) — вектор, удовлетворяющий ограничениям задачи ли-
дера. Обозначим через f(y, p) оптимальное значение целевой функции
задачи для заданных y и p. Заметим, что величина f(y, p) вычисляется
за полиномиальное время [7].

2. Эвристики

Известно [7, 16], что задача FLMP NP-трудна в сильном смысле да-
же при заданном размещении предприятий. Покажем, что можно полу-
чить более детальную характеристику сложности задачи, уточнив поло-
жение соответствующей ей задачи оценивания OPTFLMP, которая явля-
ется задачей распознавания, в полиномиальной иерархии. Присоединим
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к входу задачи FLMP целочисленный параметр k и получим вход зада-
чи оценивания, в которой надо определить, является ли k оптимальным
значением целевой функции на множестве допустимых решений задачи
FLMP или нет. Также сопоставим задаче FLMP стандартную задачу рас-
познавания D(FLMP), в которой для каждого входа задачи FLMP надо
решить, существует или нет допустимое решение со значением целевой
функции, большим или равным k, где k — целочисленный параметр.

Далее используются три базовых класса P, NP и co-NP задач распо-
знавания, образующие первый уровень полиномиальной иерархии клас-
сов сложности, и класс ∆p

2 — элемент второго уровня этой иерархии [1, 11].
Напомним определение последнего класса сложности. Задача распозна-
вания D принадлежит классу ∆p

2, если существует детерминированная
оракульная машина Тьюринга, которая распознает за полиномиальное
время задачу D, используя в качестве оракула некоторый язык из клас-
са NP (NP-оракул). Класс ∆p

2 часто обозначают через PNP. Задачу D
назовём нетривиальной-∆p

2 задачей [27], если D ∈ ∆p
2, D 6∈ Σp

1 ∪Πp
1.

Теорема 1. Если NP 6=co-NP, то задача OPTFLMP является нетриви-

альной ∆p
2-задачей.

Доказательство. Покажем, что выполняются следующие условия:
OPTFLMP ∈ ∆p

2 и если NP 6=co-NP, то OPTFLMP 6∈ NP∪ co-NP.
Нетрудно проверить, что задача распознавания D(FLMP) лежит

в классе NP. Можно модифицировать сводимости из [7, 16], для того что-
бы показать, что задача D(FLMP) NP-полна в сильном смысле. Из вида
целевой функции задачи FLMP следует, что её оптимальное значение
ограничено сверху полиномом от длины записи её исходных данных. По-
этому, используя двоичный поиск и задачу D(FLMP) в качестве ораку-
ла, можно за полиномиальное время найти решение задачи OPTFLMP.
По определению класса ∆p

2 это означает, что OPTFLMP∈ ∆p
2. Так как

задача D(FLMP) NP-полна в сильном смысле и тривиально сводится
к задаче OPTFLMP за полиномиальное время, из результатов, получен-
ных в [27], следует, что выполняются условия OPTFLMP 6∈ Σp

1∪Π
p
1. Стало

быть, при условии, что NP 6=co-NP, задача OPTFLMP является нетриви-
альной ∆p

2-задачей. Теорема 1 доказана.

Из теоремы 1 следует, что при условии NP 6=co-NP, а это более силь-
ная гипотеза, чем классическая P 6=NP [1, 11], нахождение оптимально-
го решения FLMP с ростом размерности становится достаточно тру-
доёмким процессом. Тогда имеет смысл рассмотреть вопрос нахождения
«неплохого» допустимого решения. Обычно в этом случае рассматрива-
ют сложность задачи с точки зрения построения эффективного алго-
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ритма нахождения приближённого решения с гарантированной оценкой
точности, т. е. положение оптимизационной задачи в иерархии аппрок-
симационных классов [12]

PO ⊆ FPTAS ⊆ PTAS ⊆ APX ⊆ Log-APX ⊆ Poly-APX

⊆ Exp-APX ⊆ NPO.

Далее используется класс Poly-APX, состоящий из оптимизационных за-
дач, для каждой их которых существует некоторый полиномиальный
приближённый алгоритм решения с полиномиальной оценкой, завися-
щей от длины записи исходных данных задачи, для точности относитель-
ной погрешности полученного решения. Все необходимые формальные
определения можно найти в [12]. Используя [6, 7], докажем следующее
утверждение.

Теорема 2. Задача FLMP принадлежит классу Poly-APX.

Доказательство. Обозначим через FLMP1 задачу FLMP с не бо-
лее чем одним открытым предприятием r = 1. В [7] показано, что зада-
ча FLMP1 полиномиально разрешима. Оптимальное решение этой зада-
чи используется для построения допустимого решения исходной задачи.
Пусть (y1, p1, x1) — оптимальное решение задачи FLMP1 и y1i1 — един-
ственная единичная компонента вектора y1. Выберем r − 1 различных
индексов i2, . . . , ir из множества I таких, что i1 6∈ {i2, . . . , ir}. Положим

yi1,ri =

{
1, если i ∈ {i1, i2, . . . , ir},
0 в противном случае,

xi1,rij =

{
x1ij , если i = i1,
0 в противном случае,

pi1,ri =

{
p1i , если i = i1,
1 + max

j∈J
bj в противном случае.

Очевидно, что вектор (yi1,r, pi1,r, xi1,r) является допустимым решением
задачи FLMP и g(yi1,r, pi1,r, xi1,r) = g(y1, p1, x1). Проверим, что

OPT(FLMP) 6 rg(yi1,r, pi1,r, xi1,r).

Возьмём произвольное допустимое решение (ỹ, p̃, x̃) задачи FLMP. Пусть

i∗ = arg max
i∈I| ỹi=1

{∑

j

p̃ix̃ij

}
,
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yi
∗

i =

{
1, если i = i∗,
0 в противном случае,

xi
∗

ij =

{
x̃ij , если i = i∗,
0 в противном случае.

Тогда (yi
∗

, p̃, xi
∗

) является допустимым решением задачи FLMP1. Сле-
довательно,

g(ỹ, p̃, x̃) =
∑

i∈I
p̃i
∑

j∈J
x̃ij 6 r

∑

i∈I
p̃i
∑

j∈J
xi

∗

ij 6 rg(yi1,r, pi1,r, xi1,r).

Поэтому OPT(FLMP) 6 rg(yi1,r, pi1,r, xi1,r). Теорема 2 доказана.

Поскольку уклонение оказывается большим, далее развиваются два
гибридных алгоритма, основанных на локальном поиске: спуск по чере-
дующимся окрестностям VND и генетический локальный поиск GLS [2, 5,
23]. В [16] для решения задачи FLMP разработаны двухэтапные эвристи-
ки: сначала применяется локальный поиск по переменным yi для выбо-
ра размещения r предприятий при фиксированном векторе цен pi, затем
локальный поиск применяется для выбора вектора цен pi при заданном
размещении предприятий.

При таком подходе возникают две подзадачи, каждая из которых про-
ще исходной задачи. В [16] для решения подзадачи ценообразования ис-
пользовалась VNS-метаэвристика [23] с окрестностями Nk, k = 1, . . . ,K.
В окрестности Nk, k = 1, . . . ,K, соседом вектора цен pi является любой
вектор, который получается изменением не более k компонент векто-
ра pi, соответствующих открытым предприятиям. Для решения подза-
дачи размещения предприятий применялись две метаэвристики: метод
отжига и метод чередующихся окрестностей (VNS-метаэвристика). Со-
седние решения для текущего вектора yi порождались с помощью двух
окрестностей. Первая окрестность это окрестность k-swap, а вторая —
окрестность Lin–Kernighan [25]. В окрестности k-swap любой сосед теку-
щего размещения yi может быть получен с помощью следующей проце-
дуры: открываем k′ 6 r новых предприятий и закрываем ровно столько
же ранее открытых. Пусть S = {i | yi = 1} и χS — характеристическая
функция множества S. Очевидно, что yi = χS(i), i = 1, . . . ,m. Далее для
упрощения изложения будем отождествлять булев вектор и соответству-
ющую характеристическую функцию. Окрестность Lin–Kernighan для
вектора yi строится с помощью следующей итерационной процедуры.

Шаг 1. Выбираем пару элементов i1 ∈ S, i2 ∈ S таких, что значение
функции f(χS∪{i2}\{i1}, p) является максимальным среди всех таких пар.
Если таких пар несколько, то берём любую из них.

Шаг 2. Выбрасываем из множества S элемент i1 и добавляем эле-
мент i2.
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Шаг 3. Повторяем шаги 1 и 2 k раз. При этом на каждой итера-
ции в качестве индексов i1 ∈ S, i2 ∈ S можно использовать только не
возникавшие ранее на предыдущих итерациях.

Эта процедура определяет k соседей текущего размещения yi. Пара-
метр k выбирается из интервала [min(r,m − r),max(r,m − r)]. Локаль-
ный поиск относительно этой окрестности используется в методе отжига
каждый раз, когда температура уменьшается, а в VNS-метаэвристике —
когда рекордное решение не может быть улучшено в течении некоторого
количества итераций.

Так как отыскание наилучшего соседа текущего размещения отно-
сительно любой из этих окрестностей оказывается трудоёмкой процеду-
рой для больших k, для VNS-метаэвристики использовались окрестности
с небольшими k (k 6 3) и с k = 1 — для метода отжига [16].

2.1. Окрестностные структуры. Приведём описание окрестност-
ных структур, которые используются в гибридных алгоритмах.

Обозначим через Flip(p | y) окрестность вектора цен p для заданно-
го размещения y. Эта окрестность состоит из всех векторов, каждый из
которых отличается от p ровно одной компонентой. Если p ∈ Flip(p | y)
и для некоторого k имеем pi = pi, i 6= k, то для вычисления значения це-
левой функции f(y, p) и значения компоненты pk решается задача FLMP
с заданным размещением y, ценами pi, i 6= k, и одной переменной pk. Эта
задача разрешима за полиномиальное время [7].

Окрестность Swap(y | p) определяется для заданного вектора цен p.
Она содержит все векторы y, где

∑
yi = r, с расстоянием Хэмминга от y

до y, равным 2. Рассмотрим такой вектор y. Тогда для некоторых i0 и i1
таких, что yi0 = 0, yi1 = 1, выполняются равенства yi = yi, i 6= i0, i1,
yi0 = 1, yi1 = 0. Так как одно предприятие закрылось и появилось новое,
необходимо пересчитать цены с индексами i0 и i1. Пусть pi = pi, i 6= i0,
i1, pi1 = 0, а значение компоненты pi0 получится при решении задачи
FLMP с заданным размещением предприятий y, ценами pi, i 6= i0, и одной
переменной pi0 .

Обозначим через LSpr(p | y) алгоритм локального поиска относитель-
но окрестности Flip(p | y), а алгоритм локального поиска относительно
окрестности Swap(y | p) — через LSloc(y | p).

2.2. Метаэвристики Gen и VND. Приведём описание двух ме-
таэвристик с алгоритмом локального поиска LSpr(p | y). Для решения
исследуемой задачи воспользуемся генетическим алгоритмом локально-
го поиска GLS, который интересен с теоретической и практической точек
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зрения. Он может рассматриваться как вариант Memetic алгоритма, ко-
торый использует разные жадные стратегии и операторы кроссовера [5].
Генетический алгоритм локального поиска является итерационным ме-
тодом. На каждой итерации имеется набор локальных оптимумов отно-
сительно используемой окрестности. Этот набор называется популяцией.
Он развивается в течение ряда итераций, пока не выполнится критерий
остановки. Схема предлагаемой метаэвристики может быть представле-
на следующим образом.

Алгоритм Gen

Вход: y — булев вектор, задающий размещение предприятий,
Imax — максимальное число итераций.

Выход: наилучший среди элементов финальной популяции вектор
цен p.

Шаг 0: i← 0. Случайно порождаем начальную популяцию векторов
цен. Применяем алгоритм LSpr(p | y) к каждому вектору p из популяции.

Шаг 1. Случайно выбираем два элемента популяции в качестве ро-
дителей. С помощью равномерного кроссовера создаём потомка p′ для
выбранных родителей. Применяем локальный поиск к вектору цен p′

и находим локальный оптимум p∗ := LSpr(p′ | y).
Шаг 2. Модифицировать популяцию i ← i + 1. Если i 6 Imax, то

перейти на шаг 1, иначе Стоп.

Метод спуска с чередующимися окрестностями VND выполняет не-
которое количество итераций с разными окрестностями до тех пор, пока
не будет получен локальный оптимум относительно всех используемых
окрестностей. Пусть N1, N2, . . . , NK — множество из K окрестностных
структур. Начиная с первой структуры N1, VND-алгоритм выполняет
шаги локального поиска, пока это возможно. Далее локальный поиск
продолжается из уже найденного локального оптимума относительно
окрестностной структуры N2. Если в процессе просмотра элементов дан-
ной структуры удаётся найти лучшее решение, чем исходный оптимум,
то VND-алгоритм возвращается к использованию структуры N1, ина-
че алгоритм продолжает локальный поиск относительно окрестностной
структурыN3, и т. д. Таким образом, если алгортитм добрался до окрест-
ностной структуры NK и в процессе просмотра её элементов не удаётся
улучшить текущее решение, то оно является локальным оптимумом от-
носительно всех использованных окрестностных структур. В этом случае
алгоритм прекращает свою работу. Окрестности обычно просматривают-
ся в определённом порядке. Например, от самой маленькой по мощности
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окрестности, в которой процесс просмотра элементов является самым
быстрым, до самой большой и самой трудоёмкой при реализации ло-
кального поиска.

Далее приводится описание нашей реализации этой эвристики.

Алгоритм VND (Improved)

Вход: y — булев вектор, задающий размещение предприятий,
Imax — максимальное число итераций алгоритма, d — число улучшений
текущего решения, допускаемых в процессе работы процедуры, k — па-
раметр окрестности k-Flip(p | y).

Выход: наилучший вектор p среди найденных в процессе работы
алгоритма векторов цен.

Шаг 0: i← 0. Случайно порождаем начальный вектор цен p.

Шаг 1. Применяем локальный поиск к вектору цен p и находим ло-
кальный оптимум p∗ ← LSpr(p | y).

Шаг 2: i← i+1. Если i > Imax, тогда стоп, иначе p← Improved(k, p∗ |
y). Если f(y, p) > f(y, p∗), то переходим на шаг 1, иначе стоп.

В предлагаемой реализации процедуры Improved используются окре-
стностные структуры 2-Flip(p | y) и 3-Flip(p | y). Для ускорения локаль-
ного поиска по каждой из этих окрестностных структур используется
d-улучшенная стратегия поиска, идея которой заключается в том, что
как только найдено ровно d улучшений в данной окрестности, поиск пре-
кращается [23].

2.3. Гибридные алгоритмы LS+Gen и LS+VND. В предлагае-
мых алгоритмах на каждой итерации к текущему решению (y, p) внача-
ле применяется локальный поиск относительно окрестности Flip(p | y),
а затем — локальный поиск относительно окрестности Swap(y | p), где
вектор цен p — результат поиска по предыдущей окрестности. В качестве
критерия остановки используется достижение заранее заданного числа
итераций. Результатом работы алгоритма является наилучшее найден-
ное решение. Процедура первого шага основывается на генетическом ло-
кальном поиске в первом алгоритме и на VND-эвристике — во втором
алгоритме. Используя алгоритмы из п. 2.2 и алгоритм локального по-
иска LSloc(y | p), перейдём к описанию гибридных метаэвристик. Пусть
Y — множество всех векторов y таких, что

∑
yi = r, а через L обозначим

табу-лист.

Алгоритм LS+Gen

Вход: Imax — максимальное число итераций алгоритма.
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Выход: наилучшее найденное решение.

Шаг 0. Положим i ← 0, L ← ∅. Случайно порождаем начальное
размещение y.

Шаг 1. Если i > Imax, то стоп, иначе L := L∪{y}, i← i+1, применяем
метаэвристику Gen и найдём локальный оптимум p.

Шаг 2. Найдём локальный оптимум y∗ := LSloc(y | p). Пусть p∗ —
вектор цен, соответствующий размещению y∗. Если f(y∗, p∗) 6 f(y, p),
то выбираем любое размещение из множества y ∈ Y \ L, иначе y := y∗,
и переходим на шаг 1.

Чтобы получить алгоритм LS+VND, надо заменить алгоритм Gen
алгоритмом VND.

3. Вычислительные результаты

Тестирование гибридных алгоритмов проводилось на персональном
компьютере с процессором Intel Core i7-3612QM и 4Gb оперативной па-
мяти. Алгоритмы LS+Gen и LS+VND сравнивались с уже известными
алгоритмами — двухуровневой эвристикой VNS+VNS [16] и методом вет-
вей и границ из известной библиотеки CPLEX. При тестировании исполь-
зовались входы размерности n = 40, 100, m = 100, r = 5 из библиотеки
«Discrete Location Problems» (табл. 1).

Отдельно приводятся результаты сравнения алгоритмов LS+Gen
и LS+VND (табл. 2) на этих же входах, но другой размерности: n = 40,
m = 100, r = 10, 15. В [16] помимо двухуровневой эвристики VNS+VNS
исследовалась эвристика SA+VNS. В связи с тем, что этот алгоритм
показывает результаты не лучше, чем алгоритм VNS+VNS, при этом
требуя существенно большего вычислительного времени, здесь соответ-
ствующие результаты не воспроизводятся.

В табл. 1 и 2 первый столбец обозначает код каждого входа. Стол-
бец n(r) задаёт количество возможных мест открытия предприятий и чис-
ло открываемых предприятий. Столбцы доход, время, итерация задают
наилучший найденный доход, требуемое вычислительное время и номер
итерации, на которой было найдено наилучшее решение. Для метода вет-
вей границ из пакета CPLEX приводятся результаты только для вхо-
дов наименьшей размерности. Процесс счёта обрывался по истечении
24 часов, и наилучшее найденное решение предъявлялось как резуль-
тат работы алгоритма. Для входов большей размерности по истечении
указанного времени алгоритм не успевал найти хотя бы одно допусти-
мое решение. Как следует из табл. 1, алгоритмы LS+Gen и LS+VND не
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уступают по качеству найденных решений эвристике VNS+VNS и мето-
ду ветвей и границ, но при этом затрачивают меньшее вычислительное
время. Как показывает табл. 2, метод LS+VND оказывается предпочти-
тельней метода LS+Gen с точки зрения затрат вычислительного времени
для больших r.

Т а б л и ц а 1

Сравнение алгоритмов LS+Gen, LS+VND, VNS+VNS и пакета CPLEX

Instance VNS+VNS CPLEX LS+Gen LS+VND
n(r) доход время доход доход итерация время доход итерация время

1 40(5) 2245 45m 2226 2245 5 36s 2245 20 4s
2 40(5) 2259 51m 2259 2259 14 97s 2259 72 16s
3 40(5) 2019 41m 2019 2019 8 47s 1984 12 3s
4 40(5) 1533 42m 1508 1533 63 347s 1552 22 5s
5 40(5) 2386 46m 2313 2386 11 77s 2346 34 8s
6 40(5) 1960 60m 1949 1956 9 57s 1987 17 4s
7 40(5) 2179 60m 2142 2179 55 415s 2178 58 14s
8 40(5) 2139 51m 2139 2139 30 224s 2140 31 7s
9 40(5) 1895 59m 1877 1904 17 115s 1900 45 10s
10 40(5) 2209 37m 2209 2209 4 32s 2252 4 1s
11 100(5) 2235 1h 9m 2230 7 48s 2235 24 14s
12 100(5) 2240 3h 12m 2240 295 2015s 2233 31 18s
13 100(5) 1923 1h 19m 1923 16 107s 1957 13 8s
14 100(5) 2133 1h 48m 2133 466 3194s 2118 15 9s
15 100(5) 2099 1h 58m 2099 27 197s 2153 25 15s
16 100(5) 2237 1h 10m 2237 108 806s 2182 126 75s
17 100(5) 1888 1h 15m 1893 31 202s 1921 108 62s
18 100(5) 1825 2h 51m 1825 48 312s 1871 4 2s
19 100(5) 1767 1h 43m 1767 8 48s 1767 4 3s
20 100(5) 2363 1h 2m 2368 55 369s 2368 139 84s

4. Заключение

В статье предлагаются две двухуровневые метаэвристики для реше-
ния двухуровневой задачи размещения и фабричного ценообразования.
Обе метаэвристики основаны на локальном поиске: одна в форме мето-
да подъёма с чередующимися окрестностями, другая в форме генетиче-
ского локального поиска. Приводится экспериментальное сравнение этих
эвристик с двухуровневой эвристикой VNS+VNS [16], а также с методом
ветвей и границ из библиотеки CPLEX.

В дальнейшем предполагается использовать другие окрестности, на-
пример, окрестность Lin–Kernighan, а также математические эвристики.
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Т а б л и ц а 2

Сравнение алгоритмов LS+Gen и LS+VND

Instance LS+Gen LS+VND
n(r) доход итерация время доход итерация время

21 40(10) 2650 43 2157s 2626 421 635s
22 40(10) 2617 39 2266s 2621 182 282s
23 40(10) 2351 31 1601s 2327 73 106s
24 40(10) 1888 55 2305s 1895 78 112s
25 40(10) 2827 24 942s 2793 88 141s
26 40(10) 2261 53 2902s 2289 349 538s
27 40(10) 2481 15 498s 2480 528 855s
28 40(10) 2447 56 1842s 2443 192 311s
29 40(10) 2245 47 2629s 2246 758 1250s
30 40(10) 2497 58 3054s 2596 112 180s
31 40(15) 2804 26 3162s 2796 794 3413s
32 40(15) 2758 26 3635s 2797 346 1616s
33 40(15) 2515 13 1908s 2477 146 620s
34 40(15) 1952 29 3161s 1983 453 2046s
35 40(15) 2908 11 1881s 2870 9 45s
36 40(15) 2286 23 3129s 2436 25 114s
37 40(15) 2529 16 2144s 2571 288 1369s
38 40(15) 2532 8 545s 2558 302 1510s
39 40(15) 2355 6 630s 2372 659 3091s
40 40(15) 2424 24 3431s 2698 52 261s
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COMPARISON OF METAHEURISTICS FOR THE BILEVEL FACILITY

LOCATION AND MILL PRICING PROBLEM

Yu. A. Kochetov1,2, A. A. Panin1, A. V. Plyasunov1,2
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Abstract. We consider the bilevel nonlinear facility location and pricing
problem. We assume that facilities can charge different prices and the ob-
jective is to maximize the total revenue. It is known that the problem is
NP-hard in the strong sense even for the given facility location. We show
that it belongs to class Poly-APX. We present two hybrid algorithms
based on local search: variable neighborhood descent and genetic local
search. Being compared with previously known algorithms and CPLEX
software, these algorithms show their competitiveness. Computational
experiments were conducted on instances from the benchmark library
«Discrete Location Problems». Tab. 2, bibliogr. 30.

Keywords: bilevel problem, location, pricing, VND metaheuristic, ge-
netic local search metaheuristics, two level metaheuristics.
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