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Аннотация. Рассматривается евклидова NP-трудная в сильном
смысле задача разбиения конечного множества векторов на два кла-
стера заданных размеров по критерию минимума суммы квадратов
расстояний от элементов кластеров до их центров. Предполагается,
что центр одного из искомых кластеров неизвестен и определяется
как среднее значение по всем векторам, образующим этот кластер.
Центр другого кластера задан в начале координат. Показано, что
в случае фиксированной размерности пространства задача разреши-
ма за полиномиальное время. Для случая фиксированной размерно-
сти пространства и целочисленных компонент векторов обоснован
точный псевдополиномиальный алгоритм. Библиогр. 27.
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Введение

Предметом исследования настоящей работы является труднорешае-
мая задача дискретной оптимизации. Цель работы — обоснование точ-
ного псевдополиномиального алгоритма для специального случая этой
задачи.

Одной из известных труднорешаемых задач дискретной оптимизации
является задача MSSC (Minimum Sum-of-Squares Clustering) [21, 26, 27].
В этой задаче требуется разбить заданное конечное множество векторов

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (проекты 15–01–00462 и 13–07–00070).

c© 2015 Кельманов А. В., Хандеев В. И.



Точный псевдополиномиальный алгоритм 51Точный псевдополиномиальный алгоритм 51Точный псевдополиномиальный алгоритм 51

евклидова пространства на совокупность кластеров так, чтобы миними-
зировать по всем кластерам сумму внутрикластерных сумм квадратов
расстояний от элементов кластеров до их центров. Под центром класте-
ра понимается его геометрический центр, т. е. среднее значение векторов,
входящих в этот кластер. Эта задача возникает, в частности, при реше-
нии проблем аппроксимации, анализа данных, распознавания образов,
компьютерной геометрии, математической статистики. Вопросы постро-
ения алгоритмических решений задачи MSSC рассматриваются в сотнях
публикаций (см., например, [3, 7, 21, 23–27] и цитированные там работы).
Долгое время эта задача считалась NP-трудной. Однако корректное до-
казательство факта её труднорешаемости получено недавно [20] и иници-
ировало исследования задач, близких к ней в постановочном плане (см.,
например, [1, 3, 8–18] и цитированные там работы). К их числу относится
задача, рассматриваемая в настоящей работе.

Содержательная проблема, которая приводит к исследуемой задаче,
состоит в следующем (см., например, [8, 9, 15]). Имеется таблица с ре-
зультатами измерения набора характеристик некоторого объекта. Объ-
ект может находиться в одном из двух состояний: пассивном (значения
всех характеристик равны нулю) и активном (значение хотя бы одной
характеристики не равно нулю). При этом в каждом результате измере-
ния имеется ошибка, а соответствие между результатом измерения и со-
стоянием объекта неизвестно. Требуется найти подмножество наборов,
соответствующих активному состоянию объекта, и оценить набор харак-
теристик объекта в этом состоянии.

Сильная NP-трудность задачи, которая индуцируется сформулиро-
ванной проблемой, установлена в [16]. Приближённые полиномиальные
алгоритмы с оценками точности предложены в [8, 9, 19]. Характеристи-
ки этих алгоритмов приведены в разд. 1. Здесь лишь отметим, что из
сильной NP-трудности задачи следует [22], что для неё не существу-
ет точных полиномиального и псевдополиномиального алгоритмов, ес-
ли P 6=NP. Поэтому представляет интерес поиск подклассов этой задачи,
для которых возможно построение точных алгоритмов полиномиальной
временно́й сложности.

В настоящей работе показана полиномиальная разрешимость зада-
чи в случае, когда размерность пространства фиксирована. Для случая
фиксированной размерности пространства и целочисленных компонент
векторов построен точный псевдополиномиальный алгоритм.

Следует заметить, что ранее в [4] был предложен точный псевдополи-
номиальный алгоритм для специального случая задачи поиска в конеч-
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ном множестве векторов подмножества векторов с максимальной нормой
их суммы. Этот же случай — фиксированная размерность простран-
ства и целочисленность входов — анализируется в настоящей работе.
Поскольку рассматриваемая в настоящей работе задача на минимум по-
линомиально эквивалентна рассмотренной в [4] задаче на максимум (см.
разд. 2), ясно, что с помощью алгоритма, предложенного в [4], может
быть найдено точное решение для частного случая рассматриваемой за-
дачи. В настоящей работе для построения точного алгоритмического ре-
шения применяется подход, отличный от предложенного в [4]. Этот под-
ход оказался менее продуктивным в плане быстродействия построенного
алгоритма (см. разд. 2). Тем не менее, он представляется важным как
иной эффективный инструмент решения сходных в постановочном плане
задач.

1. Формулировка задачи и известные результаты

Рассматриваемая задача имеет следующую формулировку [8, 9, 16].

Задача 1-MSSC-F. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} векторов из R
q

и натуральное число M . Найти: разбиение множества Y на два класте-
ра C и Y \ C такое, что

S(C) =
∑

y∈C
‖y − y(C)‖2 +

∑

y∈Y\C
‖y‖2 → min, (1)

где y(C) = 1
|C|

∑
y∈C

y — центр кластера C, при ограничении |C| = M .

В этой задаче входное множество Y соответствует таблице (см. содер-
жательную трактовку во введении), содержащей N результатов измере-
ния набора из q числовых характеристик некоторого объекта. Центр под-
множества C неизвестен (является оптимизируемой переменной), а центр
подмножества Y \ C задан в начале координат. Число M соответствует
числу измерений объекта в активном состоянии.

Задача 1-MSSC-F является частным, но NP-трудным случаем зада-
чи J-MSSC-F (когда J = 1) [15]. В задаче J-MSSC-F требуется разбить
входное множество на J + 1 кластер, причём центры J кластеров неиз-
вестны, а центр одного из кластеров задан в начале координат [15]. Сим-
волы MSSC в кратком названии сформулированной задачи подчеркива-
ют содержательное сходство с классической NP-трудной задачей MSSC,
в которой центры всех искомых непересекающихся кластеров неизвест-
ны. Последний символ F (от английского Fixed) указывает на то, что
мощности кластеров фиксированы.
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В [8] для задачи 1-MSSC-F построен 2-приближённый полиномиаль-
ный алгоритм, который находит решение за время O(qN2). Полиноми-
альная приближённая схема (PTAS), имеющая временну́ю сложность
O(qN2/ε+1(9/ε)3/ε), где ε — гарантированная оценка относительной по-
грешности, предложена в [9]. В [19] обоснован рандомизированный алго-
ритм, который при заданной относительной погрешности ε > 0 и фикси-
рованной вероятности γ ∈ (0, 1) несрабатывания алгоритма для установ-
ленного значения параметра k находит (1 + ε)-приближённое решение
задачи за время O(2kq(k+N)), а также установлены условия, при кото-
рых алгоритм асимптотически точен и имеет трудоёмкость O(qN2).

Ниже для случая, когда компоненты векторов целочисленны, пред-
ложен точный псевдополиномиальный алгоритм, который при фикси-
рованной размерности пространства находит решение задачи за время
O(N(MD)q).

2. Точный псевдополиномиальный алгоритм

Покажем сначала, что при фиксированной размерности пространства
задача 1-MSSC-F разрешима за полиномиальное время. Для этого нам
потребуется следующая NP-трудная в сильном смысле [2, 5]

Задача LVS (Longest Vector Sum). Дано: множество Y = {y1, . . . , yN}
векторов из R

q и натуральное число M . Найти: подмножество C ⊆ Y
мощности M такое, что F (C) =

∥∥ ∑
y∈C

y
∥∥ → max .

В [6] установлено, что задача LVS разрешима за время O(q2N2q),
полиномиальное при фиксированной размерности q пространства.

Утверждение 1. Задача 1-MSSC-F разрешима за время O(q2N2q).

Доказательство. Цепочка равенств

S(C) =
∑

y∈C
‖y − y(C)‖2 +

∑

y∈Y\C
‖y‖2

=
∑

y∈Y
‖y‖2 − 1

|C|
∥∥∥
∑

y∈C
y
∥∥∥
2
=

∑

y∈Y
‖y‖2 − 1

|C|(F (C))2

устанавливает связь между целевыми функциями задач 1-MSSC-F и LVS.
Поскольку первый член в правой части полученного выражения — кон-
станта, а мощность множества C задана, минимизация S(C) эквивалент-
на максимизации F (C). Поэтому точный алгоритм решения задачи LVS
можно применить для поиска оптимального решения задачи 1-MSSC-F.
Утверждение 1 доказано.
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Суть предлагаемого алгоритмического решения состоит в следую-
щем. В области пространства, определяемой максимальным абсолютным
значением координат входных векторов, строится многомерная равно-
мерная по каждой координате сетка (решётка) с рациональным шагом.
Шаг сетки выбирается так, чтобы один из её узлов совпал с геомет-
рическим центром одного из оптимизируемых кластеров. Для каждого
узла построенной сетки решается задача максимизации вспомогатель-
ной целевой функции. В результате решения находится набор векторов,
доставляющий максимум этой функции. Найденный набор объявляется
претендентом на решение. В качестве окончательного решения выбира-
ется тот набор, для которого значение целевой функции исходной задачи
минимально.

Для построения алгоритма потребуется вспомогательное утвержде-
ние. Положим

G(B, b) =
∑

y∈B
‖y − b‖2 +

∑

y∈Y\B
‖y‖2, (2)

где B ⊆ Y, |B| = M , b ∈ R
q.

Лемма 1. При любом фиксированном подмножестве B ⊆ Y минимум

функционала (2) доставляется вектором y(B) = 1
M

∑
y∈B

y и равен S(B).

При любом фиксированном векторе b ∈ R
q минимум функционала (2)

достигается на множестве, состоящем из M векторов множества Y, име-

ющих наибольшие проекции на вектор b.

Доказательство. Справедливость первого утверждения легко про-
верить аналитически (с помощью дифференцирования). Справедливость
второго утверждения вытекает из следующей цепочки равенств:

G(B, b) =
∑

y∈B
‖y − b‖2 +

∑

y∈Y\B
‖y‖2

=
∑

y∈B
(‖y − b‖2 − ‖y‖2) +

∑

y∈Y
‖y‖2 =

∑

y∈Y
‖y‖2 +M · ‖b‖2 − 2

∑

y∈B
〈y, b〉.

Остаётся заметить, что первые два слагаемых в правой части получен-
ного выражения являются константами. Лемма 1 доказана.

Допустим теперь, что векторы из множества Y имееют целочислен-
ные компоненты. Положим

D = max
y∈Y

max
j∈{1,...,q}

|(y)j |, (3)
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где (y)j — j-я компонента вектора y.
Определим множество (многомерную решётку с равномерным раци-

ональным шагом)

D =

{
d | d ∈ R

q, (d)j =
1

M
(v)j , (v)j ∈ Z, |(v)j | 6 MD, j = 1, . . . , q

}
.

Заметим, что |D| = (2MD + 1)q.
Сформулируем следующий алгоритм решения задачи 1-MSSC-F.

Алгоритм A
Вход алгоритма: множество Y и натуральное число M .

Шаг 1. Для каждого вектора b ∈ D построим множество B(b), состо-
ящее из M векторов множества Y, имеющих наибольшие проекции на
вектор b. Вычислим значение G(B(b), b).

Шаг 2. Найдём вектор bA = argmin
b∈D

G(B(b), b) и соответствующее ему

подмножество B(bA). В качестве решения задачи возьмём подмножество
CA = B(bA). Если решений несколько, то берём любое из них.

Выход алгоритма: множество CA.

Лемма 2. Пусть в условиях задачи 1-MSSC-F векторы из множе-

ства Y имеют целочисленные компоненты из интервала [−D,D], C∗ —

оптимальное решение задачи 1-MSSC-F, а CA — множество, полученное

в результате работы алгоритма A. Тогда S(C∗) = S(CA).
Доказательство. Из (3) следует, что центр y(C) = 1

M

∑
y∈C

y любого

подмножества C ⊆ Y мощности M лежит в D. Стало быть, и центр
y∗ = y(C∗) оптимального подмножества C∗ лежит в этом же множестве.

В силу шага 2 имеем

G(CA, bA) 6 G(B(y∗), y∗). (4)

Из первого утверждения леммы 1 следует оценка

S(CA) 6 G(CA, bA), (5)

а из второго — равенство

G(B(y∗), y∗) = S(C∗). (6)

Объединяя (4)–(6), получаем оценку S(CA) 6 S(C∗).
С другой стороны, так как множество CA является допустимым ре-

шением задачи 1-MSSC-F, справедливо неравенство S(C∗) 6 S(CA), что
устанавливает равенство значений S(C∗) и S(CA). Лемма 2 доказана.
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Теорема 1. Если выполнены условия леммы 2, то алгоритм A нахо-

дит оптимальное решение задачи 1-MSSC-F за время O(qN(2MD+1)q).

Доказательство. Оптимальность решения следует из леммы 2.

Оценим временну́ю сложность алгоритма. Шаг 1 выполняется |D|
раз. При этом для каждого вектора b ∈ D вычисление проекций на этот
вектор требует O(qN) операций, а выбор M векторов, имеющих наиболь-
шие проекции — O(N) операций. Затраты на вычисление значения функ-
ции G(B(b), b) составляют O(qN) операций. Поскольку |D| = (2MD+1)q,
трудоёмкость шага 1 оценивается величиной O(qN(2MD+1)q). Шаг 2 —
поиск наименьшего элемента — требует O((2MD + 1)q) операций. Та-
ким образом, итоговая временна́я сложность алгоритма есть величина
O(qN(2MD + 1)q). Теорема 1 доказана.

Покажем, что в случае фиксированной размерности пространства ал-
горитм псевдополиномиален. Действительно, поскольку MD >

1
2 , то

(2MD + 1)q = 2q
(
MD +

1

2

)q

6 4q(MD)q.

Отсюда следует, что при указанных условиях время работы алгоритма
оценивается величиной O(N(MD)q).

Время работы известного алгоритма [6], гарантирующего оптималь-
ное решение общего случая задачи, есть величина O(N2q). Поэтому при

MD < N
2− 1

q предложенный для частного случая псевдополиномиаль-
ный алгоритм A более эффективен по сравнению с точным алгоритмом,
ориентированным на общий случай.

Однако для этого же частного случая задачи LVS в [4] обоснован алго-
ритм, имеющий трудоёмкость O(NM(MD)q−1). Поскольку задачи LVS
и 1-MSSC-F полиномиально эквивалентны, этот алгоритм гарантирует
отыскание точного решения рассматриваемой в настоящей работе зада-
чи в D раз быстрее, чем предложенный алгоритм A. Тем не менее, изло-
женный подход к построению алгоритма может оказаться полезным как
ещё один эффективный инструмент решения сходных в постановочном
плане задач. В частности, этот — по своей сути сеточный — подход бо-
лее привлекателен в плане распараллеливания алгоритма. Кроме того,
этот подход может быть использован при построении полностью поли-
номиальной приближённой схемы (FPTAS) для частного случая задачи,
в котором размерность пространства фиксирована.
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Заключение

В работе рассмотрена одна из актуальных NP-трудных в сильном
смысле задач разбиения конечного множества векторов евклидова про-
странства. Установлено, что в случае фиксированной размерности про-
странства задача разрешима за полиномиальное время. Обоснован точ-
ный псевдополиномиальный алгоритм, позволяющий находить оптималь-
ное решение задачи в случае, когда размерность пространства фиксиро-
вана, а компоненты векторов целочисленны.

Сеточный подход к построению алгоритмического решения, приме-
нённый в настоящей работе, по сути указывает следующий путь к по-
строению схемы FPTAS для случая фиксированной размерности про-
странства — аппроксимация центра неизвестного кластера узлом специ-
ально построенной решетки. Обоснование такой схемы является важным
направлением дальнейших исследований.

Ещё одним важным направлением представляется построение алго-
ритмов с оценками качества для обобщения рассмотренной задачи на
случай, в котором число кластеров с неизвестными центрами больше
единицы.
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Abstract. We consider the strongly NP-hard problem of partitioning
a set of Euclidean vectors into two sets (clusters) under the criterion of
minimum sum-of-squared distances from the elements of clusters to their
centers. The center of the first cluster is the average value of the vectors
in the cluster, and the center of the second one is the origin. We prove
that the problem is solvable in polynomial time in the case of fixed space
dimension. We also present a pseudopolynomial algorithm which finds
an optimal solution in the case of integer values of the components of
the vectors in the input set and fixed space dimension. Bibliogr. 27.

Keywords: bi-partitioning, vector subset, squared Euclidean distances,
NP-hardness, exact pseudopolynomial algorithm.
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