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Аннотация. Сформулированы достаточные условия локальной бес-
повторности минимальных π-схем, реализующих линейные булевы
функции. Выполнение этих условий приводит к описанию классов
минимальных π-схем, реализующих линейные булевы функции, су-
щественно зависящие от n переменных. Ил. 2, библиогр. 12.
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Введение

В [8] С. В. Яблонским для линейных булевых функций, существенно
зависящих от n переменных, приведён алгоритм построения параллель-
но-последовательных контактных схем (π-схем). В [5] В. М. Храпченко
показал, что при n = 2k, k = 0, 1, 2, . . . , построенные по этому алгоритму
π-схемы являются минимальными. Кроме того, в [2] установлено, что при
указанных значениях n в некотором вполне определённом смысле этими
π-схемами исчерпываются все минимальные π-схемы, реализующие ли-
нейные булевы функции, существенно зависящие от n переменных. В си-
лу этого возникает гипотеза, состоящая в том, что та же картина должна
сохраняться и в случае произвольного натурального n. В настоящей ста-
тье делается попытка найти подход к доказательству этой гипотезы. При
некоторых предположениях, в том числе очень сильном предположении
о минимальности π-схем Яблонского, даётся положительное решение по-
ставленной задачи.

Более точно, цель статьи заключается в том, чтобы для произволь-
ного натурального n сформулировать некоторую задачу о разбиении рё-
бер n-мерного единичного куба, положительное решение которой при-
водит к описанию класса минимальных π-схем, реализующих линейные
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булевы функции, существенно зависящие от n переменных. Описание
состоит в следующем: любая минимальная π-схема, реализующая одну
из указанных функций, с точностью до перестановки подсхем совпадает
с некоторой π-схемой Яблонского. Как отмечено выше, в [2] такое описа-
ние получено для классов минимальных π-схем, реализующих линейные
булевы функции, существенно зависящие от 2k, k = 0, 1, 2, . . . , перемен-
ных.

Существуют две линейные булевы функции, существенно зависящие
от n переменных x1, . . . , xn:

Φ1
n(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn (mod 2),

Φ0
n(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn + 1 (mod 2).

Назовём π-схемами Яблонского π-схемы, построенные для функций Φ1
n,

Φ0
n по несколько обобщённому алгоритму С. В. Яблонского [8].

Определим класс π-схем Яблонского. Обозначим его через Y . Под-
классы класса Y , состоящие из π-схем, реализующих функции Φ1

n, Φ0
n,

обозначим через Y 1
n , Y

0
n соответственно. Будем использовать общеприня-

тое обозначение

xδi =

{
xi при δ = 1,
xi при δ = 0,

где xi — произвольная переменная из множества X = {x1, x2, . . . } буле-
вых переменных.

Пусть n = 1. По определению любая π-схема, состоящая из одного
контакта, помеченного x1i , xi ∈ X, принадлежит Y 1

1 ; любая π-схема,
состоящая из одного контакта, помеченного x0i , xi ∈ X, принадлежит Y 0

1 .
Других π-схем в Y 1

1 , Y
0
1 нет.

Очевидно, что π-схемы из класса Y 1
1 реализуют функции Φ1

1(xi),
xi ∈ X; π-схемы из класса Y 0

1 реализуют функции Φ0
1(xi), xi ∈ X.

Пусть n = 2k + ρ, k > 1, 0 6 ρ < 2k, и для всех m < n классы
Y 1
m, Y

0
m уже определены. Представим число n всеми возможными спосо-

бами в виде суммы
n = p+ q

двух чисел p и q таких, что 2k−1 6 p, q 6 2k.
Через S1

p , S
0
p , S

1
q , S

0
q обозначим произвольные π-схемы из классов

Y 1
p , Y

0
p , Y

1
q , Y

0
q , которые реализуют соответственно функции

Φ1
p(x1, . . . , xp), Φ0

p(x1, . . . , xp), Φ1
q(xp+1, . . . , xn), Φ0

q(xp+1, . . . , xn).
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По определению классу Y 1
n принадлежат π-схемы, собранные из π-схем

S1
p , S

0
p , S

1
q , S

0
q так, как это показано на рис. 1.
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Рис. 1

Кроме того, классу Y 1
n принадлежат π-схемы, полученные из этих π-схем

заменой (без отождествления) переменных x1, . . . , xn произвольными пе-
ременными xi1 , . . . , xin ∈ X. Других π-схем в Y 1

n нет.
Очевидно, что π-схемы из Y 1

n реализуют функции Φ1
n(xi1 , . . . , xin),

xi1 , . . . , xin ∈ X.

По определению классу Y 0
n принадлежат π-схемы, собранные из π-схем

S1
p , S

0
p , S

1
q , S

0
q так, как это показано на рис. 2.
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Рис. 2

Кроме того, классу Y 0
n принадлежат π-схемы, полученные из этих π-схем

заменой (без отождествления) переменных x1, . . . , xn произвольными пе-
ременными xi1 , . . . , xin ∈ X. Других π-схем в Y 0

n нет.
Очевидно, что π-схемы из Y 0

n реализуют функции Φ0
n(xi1 , . . . , xin),

xi1 , . . . , xin ∈ X.

Пусть Yn = Y 1
n ∪ Y

0
n , n = 1, 2, . . . . По определению Y =

∞⋃
n=1

Yn.

Определим понятие подсхемы π-схемы S. Подсхемой произвольной
контактной схемы называется любой подграф этой схемы. При этом
полюсами подсхемы считаются те из принадлежащих этой подсхеме вер-
шин, которые являются или полюсами самой схемы, или концами кон-
тактов схемы, не принадлежащих этой подсхеме. Подсхемой π-схемы S
называем двухполюсную подсхему контактной схемы S. Очевидно, что
любая подсхема π-схемы S является π-схемой.

Пусть некоторая подсхема P π-схемы S является последовательным
соединением π-схем P1, P2. Переставим местами P1, P2 в подсхеме P . По-
лученную из S в результате этой перестановки π-схему обозначим че-
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рез T . Говорим, что π-схема T (а также любая ей изоморфная π-схема)
получена из S транспозицией подсхем. Будем говорить, что π-схема A
совпадает с π-схемой S с точностью до перестановки подсхем, если A
может быть получена из S в результате конечной последовательности
транспозиций подсхем.

Через U обозначим класс всех π-схем, которые с точностью до пере-
становки подсхем совпадают с некоторой π-схемой из Y . Через Un, n =
1, 2, . . . , обозначим класс всех π-схем, которые с точностью до переста-
новки подсхем совпадают с некоторой π-схемой из Yn.

Сложностью L(S) π-схемы S называется число контактов в S. Если
π-схема S имеет наименьшую сложность среди всех π-схем, реализую-
щих ту же функцию что и S, то она называется минимальной π-схемой.
Сложностью Lπ(f) булевой функции f называется сложность мини-
мальной π-схемы для f .

Очевидно, что из всякой π-схемы для функции Φ1
n(x1, . . . , xn) немед-

ленно получается π-схема для функции Φ0
n(x1, . . . , xn) с тем же числом

контактов и наоборот. Поэтому справедливо равенство

Lπ
(
Φ1
n

)
= Lπ

(
Φ0
n

)
.

Величину Lπ
(
Φ1
n

)
обозначим через λn.

Через Qn, n = 1, 2, . . . , обозначим класс всех минимальных π-схем,
реализующих функции Φ1

n, Φ
0
n.

Индукцией по n нетрудно показать [2, 8], что все π-схемы из класса Un
имеют одинаковую сложность, и эта сложность равна

n2 + n(n− 2⌊log2 n⌋)− 2(n− 2⌊log2 n⌋)2.

В [3–5] получены следующие нижние оценки величины λn:

λn >





n2 при n = 2k,
n2 + 1 при n 6= 2k,
n2 + 2 при чётном n 6= 2k,
n2 + 3 при нечётном n > 5.

(1)

Кроме того, в [4, 7] доказано, что λ6 > 40.
Из этих оценок следует, что при n = 2k, k = 0, 1, . . . , и при n =

3, 5, 6, 7 имеет место равенство

λn = n2 + n(n− 2⌊log2 n⌋)− 2(n− 2⌊log2 n⌋)2.

Вследствие этого справедливы включения

U2k ⊆ Q2k , k = 0, 1, . . . , U3 ⊆ Q3, U5 ⊆ Q5, U6 ⊆ Q6, U7 ⊆ Q7.
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Как было отмечено в начале статьи, классами U2k , k = 0, 1, . . . , ис-
черпываются все минимальные π-схемы, реализующие линейные булевы
функции, существенно зависящие от 2k переменных [2]. Поэтому весьма
правдоподобной представляется гипотеза о том, что при любом n > 1
справедливо равенство Un = Qn.

Определим понятие локально бесповторной π-схемы. Цепью π-схемы

называется простая (без самопересечений) цепь в этой π-схеме, соединя-
ющая её полюсы. Тупиковым сечением π-схемы называется минималь-
ное по включению множество контактов π-схемы, имеющее хотя бы один
общий контакт с каждой цепью π-схемы. Цепь π-схемы называется бес-

повторной, если приписанные контактам этой цепи символы xδi не по-
вторяются. Точно так же тупиковое сечение π-схемы называется беспо-

вторным, если приписанные контактам этого тупикового сечения сим-
волы xδi не повторяются. Пусть f(x1, . . . , xn) — функция проводимо-
сти π-схемы S. Говорим, что контакт π-схемы S замкнут на наборе

(α1, . . . , αn) значений переменных x1, . . . , xn, если этому контакту при-
писан символ xαi

i , 1 6 i 6 n. Если контакту приписан символ xαi

i ,
1 6 i 6 n, то говорим, что этот контакт разомкнут на наборе (α1, . . . , αn).
Будем говорить, что цепь π-схемы S замыкает S на наборе (α1, . . . , αn),
если все контакты цепи замкнуты на этом наборе. Точно так же бу-
дем говорить, что тупиковое сечение π-схемы S размыкает S на набо-

ре (α1, . . . , αn), если все контакты тупикового сечения разомкнуты на
этом наборе. Если для каждого (β1, . . . , βn) ∈ f−1(1) найдётся беспо-
вторная цепь π-схемы S, замыкающая S на наборе (β1, . . . , βn), и для
каждого (α1, . . . , αn) ∈ f

−1(0) найдётся бесповторное тупиковое сечение
π-схемы S, размыкающее S на наборе (α1, . . . , αn), то π-схема S называ-
ется локально бесповторной.

Нетрудно проверить, что все π-схемы из класса Y (а значит, и из U)
локально бесповторны.

Через An, n = 1, 2, . . . , обозначим класс всех локально бесповторных

π-схем, реализующих функции Φ1
n,Φ

0
n. Пусть A =

∞⋃
n=1

An.

Если S ∈ A и S имеет наименьшую сложность среди всех π-схем
из A, реализующих ту же функцию что и S, то π-схема S называется
минимальной в классе A.

В [2] показано, что класс всех π-схем, минимальных в классе A, сов-
падает с U . Поэтому чтобы для произвольного n доказать равенство
Un = Qn, достаточно доказать включение Qn ⊆ An.

Основным результатом настоящей статьи является формулировка до-
статочных условий для этого включения. Данная формулировка не за-
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висит от π-схем, она дана в терминах некоторых специальных разбиений
рёбер n-мерного единичного куба.

1. Разбиения рёбер куба Bn, порождённые π-схемами,

реализующими булевы функции Φ1
n и Φ0

n

Пусть Bn — множество вершин n-мерного единичного куба. Гранью

куба Bn называется множество

Bn,δ1,...,δk
i1,...,ik

= {(α1, . . . , αn) ∈ B
n | αi1 = δ1, . . . , αik = δk}.

Множество I
(
Bn,δ1,...,δk
i1,...,ik

)
= {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ik} называется множе-

ством образующих грани, число n − k — размерностью грани. Если
δ1 + . . . + δk = 0 (mod 2), то грань Bn,δ1,...,δk

i1,...,ik
называется чётной, если

δ1 + . . .+ δk = 1 (mod 2), то — нечётной.
Грань размерности 1 называется ребром куба Bn. Если для ребра r

куба Bn выполнено равенство I(r) = {i}, то говорят, что r имеет на-

правление i. Очевидно, что любое ребро состоит из двух вершин куба Bn,
эти вершины называются концами ребра.

Элементы множеств

N0 = {(α1, . . . , αn) ∈ B
n | α1 + · · ·+ αn = 0 (mod 2)},

N1 = {(β1, . . . , βn) ∈ B
n | β1 + · · ·+ βn = 1 (mod 2)}

назовём чётными и нечётными вершинами куба Bn соответственно.
Элементы множества N0 ×N1 назовём (0-1)-парами куба Bn.

Множество вида A0 × A1, A0 ⊆ N0, A1 ⊆ N1, назовём замкнутым

подмножеством множества N0 × N1. Для произвольного подмноже-
ства M множества N0 × N1 через M̂ обозначим замыкание M , т. е.
минимальное по включению замкнутое подмножество N0 × N1, содер-
жащее M .

Расстояние Хемминга между вершинами α = (α1, . . . , αn) и β =
(β1, . . . , βn) куба Bn обозначим через ρ(α, β).

Рёбра куба Bn ориентируем следующим образом: чётную вершину
ребра будем считать начальной, нечётную — конечной. Введением та-
кой ориентации мы фактически отождествили множество рёбер куба Bn

с множеством

R = {(α, β) ∈ N0 ×N1 | ρ(α, β) = 1},

множество нечётных рёбер направления i куба Bn — с множеством

R0
i = {(α, β) ∈ R | αi = 1, βi = 0},
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множество чётных рёбер направления i куба Bn — с множеством

R1
i = {(α, β) ∈ R | αi = 0, βi = 1}.

Элементы множества R будем называть (0-1)-рёбрами куба Bn. Эле-
менты множествR0

i , R
1
i , Ri = R0

i∪R
1
i , i = 1, . . . , n,— отрицательными,

положительными и просто (0-1)-рёбрами направления i куба Bn.
Вследствие этого отождествления слова (0-1)-рёбра и рёбра (куба Bn)

будем использовать как синонимы.
Разбиением множества P называется множество T = {M1, . . . ,ML}

непустых попарно не пересекающихся подмножеств множества P такое,
что M1 ∪ · · · ∪ ML = P . При этом множества M1, . . . ,ML называются
блоками разбиения T .

Разбиение T множества R (0-1)-рёбер куба Bn назовём однородным,
если для каждого M ∈ T найдутся i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {0, 1} такие,
что M ⊆ Rδi (другими словами, если блоки разбиения T состоят из
(0-1)-рёбер одного направления и одного знака).

Однородное разбиение T = {M1, . . . ,ML} множества R назовём пра-

вильным, если множества M̂1, . . . , M̂L попарно не пересекаются.
Пусть S — произвольная π-схема, реализующая линейную булеву

функцию f(x1, . . . , xn), равную Φ1
n(x1, . . . , xn) или Φ0

n(x1, . . . , xn). Через
K(S) обозначим множество контактов π-схемы S, через Kδ

i (S) — множе-
ство контактов π-схемы S, помеченных xδi .

Через h : R → K(S) обозначим отображение Храпченко для π-схе-
мы S. Это отображение впервые рассмотрено В. М. Храпченко в [5],
строится оно по следующим правилам.

В случае f = Φ1
n каждому набору (α1, . . . , αn) ∈ N

0 поставим в со-
ответствие какое-нибудь одно тупиковое сечение π-схемы S, размыкаю-
щее S на этом наборе; каждому набору (β1, . . . , βn) ∈ N

1 поставим в со-
ответствие какую-нибудь одну цепь π-схемы S, замыкающую S на этом
наборе. В силу равенств N0 = f−1(0), N1 = f−1(1) такие тупиковое
сечение и цепь найдутся.

В случае f = Φ0
n каждому набору (β1, . . . , βn) ∈ N1 поставим в со-

ответствие какое-нибудь одно тупиковое сечение π-схемы S, размыка-
ющее S на этом наборе; каждому набору (α1, . . . , αn) ∈ N0 поставим
в соответствие какую-нибудь одну цепь π-схемы S, замыкающую S на
этом наборе. В силу равенств N1 = f−1(0), N0 = f−1(1) такое тупико-
вое сечение и такая цепь найдутся.

Известно [5], что каждые цепь и тупиковое сечение любой π-схемы
имеют ровно один общий контакт (это утверждение легко доказывается
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индукцией по сложности схемы). По определению отображение h каждо-
му (0-1)-ребру ((α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)) ∈ R ставит в соответствие тот
единственный контакт k ∈ K(S), который является общим для тупиково-
го сечения и цепи, соответствующих наборам (α1, . . . , αn) и (β1, . . . , βn).

Отображение H : N0 × N1 → K(S), которое не только каждому
(0-1)-ребру, но и каждой (0-1)-паре ((α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)) ∈ N

0 ×N1

ставит в соответствие контакт k ∈ K(S), общий для соответствующих
тупикового сечения и цепи, назовём естественным расширением отоб-

ражения Храпченко h.
Разбиение T = {h−1(k) | k ∈ K(S), h−1(k) 6= ∅} множества R будем

называть разбиением, порождённым π-схемой S.
Заметим, что |T | 6 L(S). Кроме того, отображение Храпченко для

данной π-схемы S, вообще говоря, не единственно. Вследствие этого не
единственным может быть и порождённое S разбиение T .

Лемма 1. Для произвольной π-схемы S, реализующей линейную бу-

леву функцию, существенно зависящую от n переменных, любое порож-

дённое S разбиение рёбер куба Bn является правильным.

Доказательство. Рассмотрим произвольную π-схему S, реализу-
ющую линейную булеву функцию f(x1, . . . , xn), равную Φ1

n(x1, . . . , xn)
или Φ0

n(x1, . . . , xn). Пусть T — порождённое S разбиение множества R
и h — такое отображение Храпченко для S, что выполнено равенство
T = {h−1(k) | k ∈ K(S), h−1(k) 6= ∅}.

Непосредственно из определения отображения h следует, что в случае
f = Φ1

n при k ∈ Kδ
i (S) справедливо включение h−1(k) ⊆ Rδi ; в случае

f = Φ0
n при k ∈ Kδ

i (S) — включение h−1(k) ⊆ Rδi . Это означает, что
разбиение T однородное.

Чтобы доказать, что T правильное, осталось показать, что множе-

ства ĥ−1(k), k ∈ K(S), попарно не пересекаются. Пусть H : N0 ×N1 →
K(S) — естественное расширение h. Из определения отображения H сле-
дует, что множества H−1(k), k ∈ K(S), являются замкнутыми подмно-
жествами множества N0×N1. Поэтому справедлива система включений

ĥ−1(k) ⊆ H−1(k), k ∈ K(S). В силу этих включений из того, что множе-
ства H−1(k), k ∈ K(S), попарно не пересекаются, следует, что множе-

ства ĥ−1(k), k ∈ K(S), попарно не пересекаются. Лемма 1 доказана.

Правильное разбиение рёбер куба Bn назовём минимальным, если
оно имеет наименьшую мощность среди всех правильных разбиений мно-
жества R.

Мощность минимального правильного разбиения рёбер куба Bn обо-
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значим через µn.

Теорема 1. Для любого n > 1 справедливо неравенство µn 6 λn.

Доказательство. Теорема 1 является непосредственным следстви-
ем леммы 1.

Заметим, что теорема 1 хотя и не явно, но фактически является ре-
зультатом статьи В. М. Храпченко [5]. Приведённый в этой статье метод
получения нижних оценок сложности π-схем в дальнейшем неоднократ-
но переосмысливался и модифицировался [1, 6, 9–12], в том числе и самим
автором метода [6]. Теорема 1 также является одним из вариантов такого
переосмысления.

2. Достаточные условия локальной бесповторности

Правильное разбиение T = {M1, . . . ,ML} множества R назовём со-

вершенным, если выполнено равенство

M̂1 ∪ · · · ∪ M̂L = N0 ×N1.

Теорема 2. Пусть S — минимальная π-схема, реализующая линей-

ную булеву функцию, существенно зависящую от n переменных, и T —

порождённое S разбиение рёбер куба Bn. Тогда из совершенности T сле-

дует локальная бесповторность S.

Доказательство. Рассмотрим произвольную π-схему S, реализу-
ющую линейную булеву функцию f(x1, . . . , xn), равную Φ1

n(x1, . . . , xn),
случай f = Φ0

n рассматривается аналогично. Пусть T — порождённое S
разбиение множества R и h — отображение Храпченко для S такое, что
T = {h−1(k) | k ∈ K(S), h−1(k) 6= ∅}. Тупиковые сечения и цепи
π-схемы S, которые поставлены в соответствие наборам (α1, . . . , αn) ∈
N0 и (β1, . . . , βn) ∈ N1 в процессе построения отображения h, назовём
выделенными. Пусть H — естественное расширение отображения h.

Чтобы доказать теорему 2, сначала покажем, что из совершенности T
и минимальности S следует система соотношений

ĥ−1(k) = H−1(k) 6= ∅, k ∈ K(S).

Далее, опираясь на эти соотношения, покажем, что выделенные цепи и
тупиковые сечения бесповторны. Этим теорема 2 будет доказана.

Лемма 2. Из совершенности разбиения T следует система равенств

ĥ−1(k) = H−1(k), k ∈ K(S).
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Доказательство. Как отмечено в доказательстве леммы 1, множе-
ства H−1(k), k ∈ K(S), являются замкнутыми подмножествами множе-

ства N0 ×N1. Поэтому ĥ−1(k) ⊆ H−1(k), k ∈ K(S). Равенства ĥ−1(k) =
H−1(k), k ∈ K(S), следуют из этих включений и того факта, что наборы
множеств

{ĥ−1(k) | k ∈ K(S), ĥ−1(k) 6= ∅}, {H−1(k) | k ∈ K(S), H−1(k) 6= ∅}

являются разбиениями множества N0×N1 (для первого набора это вер-
но в силу совершенности разбиения T , для второго — по определению
отображения H). Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Из минимальности π-схемы S следует система неравенств

H−1(k) 6= ∅, k ∈ K(S).

Доказательство. Предположим, напротив, что для некоторого кон-
такта k ∈ K(S) имеет место равенство H−1(k) = ∅. Чтобы прийти к про-
тиворечию, покажем, что S не минимальна.

Равенство H−1(k) = ∅ означает, что либо все выделенные тупиковые
сечения не содержат k, либо все выделенные цепи не содержат k. Рас-
смотрим первый случай (выделенные тупиковые сечения не содержат k),
второй случай рассматривается аналогично.

Рассмотрим множество C(S) всех цепей π-схемы S. Пусть E — произ-
вольное подмножество множества контактов K(S). Преобразуем элемен-
ты множества C(S) следующим образом: каждый контакт цепи c ∈ C(S),
если он принадлежит E, замкнём накоротко (т. е. отождествим концы
этого контакта, а сам контакт удалим из c). Множество таким образом
преобразованных цепей назовём E-образом множества C(S).

Заметим, что если для тупикового сечения t π-схемы S справедли-
во t ∩ E = ∅, то множество t имеет общий контакт с каждой преоб-
разованной цепью и является минимальным по включению среди всех
таких множеств (другими словами, t является тупиковым сечением для
E-образа множества C(S)).

Через a, b обозначим концы контакта k. Будем говорить, что кон-

такт e (или вершина p) π-схемы S лежит между вершинами a, b, если
существует проходящая через a, b цепь π-схемы S такая, что контакт e
(вершина p) лежит между вершинами a, b на этой цепи.

Через P обозначим подсхему π-схемы S, которая состоит из всех вер-
шин и контактов S, лежащих между a, b. Ясно, что P — это π-схема
с полюсами a, b. Она либо состоит из одного контакта k, либо является
параллельным соединением k с некоторой π-схемой Q.
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Заметим, что выделенные тупиковые сечения π-схемы S не имеют
общих с P контактов (это следует из того, что они не содержат k и яв-
ляются минимальными по включению сечениями π-схемы S).

Через S′ обозначим π-схему, которая получается из S после замыка-
ния накоротко контакта k. Более точно, S′ получается из S в резуль-
тате отождествления вершин a, b и удаления подсхемы P . Через K(P )
обозначим множество контактов π-схемы P . Очевидно, что множество
C(S′) цепей π-схемы S′ является K(P )-образом множества C(S). Поэто-
му все выделенные тупиковые сечения π-схемы S являются тупиковыми
сечениями π-схемы S′.

Через f ′(x1, . . . , xn) обозначим функцию проводимости π-схемы S′.
Очевидно, что f ′(δ1, . . . , δn) > f(δ1, . . . , δn) для любого набора (δ1, . . . , δn)
из Bn. Из того, что выделенные тупиковые сечения π-схемы S явля-
ются тупиковыми сечениями π-схемы S′, следует, что f ′(α1, . . . , αn) =
f(α1, . . . , αn) = 0 при (α1, . . . , αn) ∈ N

0 = f−1(0). Поэтому f ′ = f . Схе-
ма S′ имеет меньше контактов чем S, следовательно, S не минимальна.
Лемма 3 доказана.

Докажем, что выделенные цепи π-схемы S бесповторны (бесповтор-
ность выделенных тупиковых сечений доказывается аналогично). Пред-
положим противное. Пусть для некоторого (β1, . . . , βn) ∈ N

1 поставлен-
ная в соответствие этому набору выделенная цепь c не является беспо-
вторной. Это означает, что для некоторого i ∈ {1, . . . , n} найдутся два
различных контакта k1, k2 цепи c, помеченные символом xβii . Из опреде-
ления отображения h, следует, что

h−1(k1) ⊆ Ri, h−1(k2) ⊆ Ri, h−1(k1) ∩ h
−1(k2) = ∅.

Чтобы прийти к противоречию, покажем, что h−1(k1) ∩ h
−1(k2) 6= ∅.

Через e обозначим (0-1)-ребро направления i, инцидентное вершине
β = (β1, . . . , βn) куба Bn. Покажем, что e ∈ h−1(k1) ∩ h

−1(k2).
В силу минимальности π-схемы S из леммы 3 следует H−1(k1) 6= ∅

и H−1(k2) 6= ∅. Поэтому существуют α, γ ∈ N0 такие, что (α, β) ∈
H−1(k1), (γ, β) ∈ H−1(k2). В силу совершенности разбиения T из леммы 2

вытекает, что (α, β) ∈ ̂h−1(k1) и (γ, β) ∈ ̂h−1(k2). Последние включения
возможны только в том случае, если в h−1(k1) есть (0-1)-ребро, инци-
дентное вершине β, и в h−1(k2) есть (0-1)-ребро, инцидентное вершине β.
Поскольку h−1(k1) ⊆ Ri и h−1(k2) ⊆ Ri, это означает, что e ∈ h−1(k1)
и e ∈ h−1(k2). Полученное противоречие показывает, что наше предпо-
ложение неверно, значит, π-схема S локально бесповторна. Теорема 2
доказана.



82 К. Л. Рычков82 К. Л. Рычков82 К. Л. Рычков

Непосредственно из теорем 1, 2 следует

Теорема 3. Для любого n > 1 справедливо утверждение: если µn =
n2 + n(n − 2⌊log2 n⌋) − 2(n − 2⌊log2 n⌋)2 и все минимальные правильные

разбиения рёбер куба Bn совершенны, то Qn ⊆ An.

Заметим, что нижние оценки (1) величины λn, приведённые в [3–5],
фактически получены для величины µn. Вследствие этого при n = 3, 5, 7
имеет место равенство

µn = λn = n2 + n(n− 2⌊log2 n⌋)− 2(n− 2⌊log2 n⌋)2.

Поэтому в случае n = 3, 5, 7 теорему 3 можно переформулировать сле-
дующим образом.

Теорема 4. При n = 3, 5, 7 справедливо утверждение: если все ми-

нимальные правильные разбиения рёбер куба Bn совершенны, то спра-

ведливо включение Qn ⊆ An.
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