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Ц. Ч.-Д. Батуева1
1Институт математики им. С.Л.Соболева,

пр. Коптюга, 4, 630090 Новосибирск, Россия

e-mail: batueva@math.nsc.ru

Аннотация. Предложен способ проверки того, является ли состоя-
ние истоком для дискретной динамической системы циркулянтного
типа с произвольной q-значной функцией в вершинах сети. Для си-
стем с булевой пороговой функцией от не более трёх переменных
в вершинах сети получено описание всех истоков, всех неподвиж-
ных точек и некоторых циклов, найдены длины некоторых макси-
мальных цепей вне циклов. Ил. 1, табл. 2, библиогр. 15.
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Введение

Пусть G = (V,D) — ориентированный граф с множеством вершин
V = {0, 1, . . . , n − 1} (граф-носитель). Рассмотрим следующую дискрет-
ную динамическую систему. В каждый момент времени вершины гра-
фа G помечены элементами v0, v1, . . . , vn−1 из Zq. Набор ṽ = (v0, v1, . . . ,
vn−1) ∈ Z

n
q называется состоянием системы. В следующий момент вре-

мени (такт работы системы) состояние системы пересчитывается под
действием отображения

Aϕ,q : Z
n
q → Z

n
q ,

где ϕ = (f0, f1, . . . , fn−1). Каждая вершина приобретает новую метку,
равную значению функции fi : Z

k
q → Zq, где k < n, от значений старых

меток, из которых выходят дуги в вершину i.
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Функциональным графом Gϕ,q называется ориентированный граф,
вершинами которого являются элементы из Z

n
q , а дуги соединяют вер-

шины ṽ и ũ тогда и только тогда, когда Aϕ,q(ṽ) = ũ. Каждая компонента
таких графов состоит из конечного числа деревьев, ориентированных
к корням, а корни соединены в контур [11]. Поэтому можно ввести поня-
тие максимальной цепи вне циклов, т. е. цепи с максимальной длиной,
все рёбра которой не принадлежат циклам функционального графа.

Состояние системы ũ называется рабочим, если существует состоя-
ние ṽ такое, что Aϕ,q(ṽ) = ũ. В противном случае состояние называется
истоком.

Данное направление имеет своё начало в биологии и генетике
[13–15]. Дискретная динамическая система, определённая таким обра-
зом, является, например, моделью регуляторного контура генной сети
(более подробно см. в [4, 8]). Вершины графа-носителя соответствуют
различным химическим веществам в клетке. Метки вершин характеризу-
ют концентрации веществ, а контуры функционального графа описыва-
ют периодические процессы. В [5] описаны подходы и методы в исследо-
вании дискретных моделей функционирования генных сетей. В послед-
нее время активно исследуется циркулянтный тип данной системы, т. е.
в качестве графа-носителя рассматривается циркулянт Gn,k = (V,D),

где V = {0, 1, . . . , n − 1} и D = {−→ij | (j − i) mod n 6 k, i 6= j}.
Работы [1–3, 6, 12, 15] посвящены свойствам таких систем с пороговыми
функциями в вершинах. В [7] описана структура функционального гра-
фа обобщённой дискретной динамической системы циркулянтного типа
с линейными функциями в вершинах. Рассматривались модификации
циркулянта, например, двойной циркулянт [10].

В данной работе рассматриваются системы с циркулянтом в каче-
стве графа-носителя, т. е. исследуется структура функционального гра-
фа в случае отображения Aϕ,2 : Zn

2 → Z
n
2 , когда все функции fi равны

между собой и каждому состоянию системы ṽ ставится в соответствие
состояние ũ тогда и только тогда, когда

ui = f0(v(i−k) mod n, v(i−(k−1)) mod n, . . . , v(i−1) mod n),

где i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Далее в статье будем опускать mod n и считать,
что все индексы в состояниях рассматриваются в Zn.

Введём обозначение Af0,q вместо Aϕ,q, поскольку в рассматриваемой
системе функции во всех вершинах одинаковы: ϕ = (f0, f0, . . . , f0). Функ-
циональный граф также будем обозначать через Gf0,q.

Пусть f : Zk
q → Zq. Ориентированным графом Pf,q считается граф,



Дискретные системы с пороговыми функциями 19Дискретные системы с пороговыми функциями 19Дискретные системы с пороговыми функциями 19

вершинами которого являются элементы Z
k
q , причём дуга идёт из верши-

ны (v0, v1, . . . , vk−1) в (v1, v2, . . . , vk) тогда и только тогда, когда f(v0, . . . ,
vk−1) = vk [2]. Пример графа Pf,2 для функции f(x, y, z) = (01001100)
изображён на рис. 1(a).
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Рис. 1. (a) Граф Pf,2 и (b) граф GBf,2 для функции (01001100)

В [2] предложен алгоритм нахождения всех неподвижных точек отоб-
ражения Af,q через граф Pf,q.

Пусть ṽ = αn/s означает конкатенацию слова α ∈ Z
s
q n/s раз, если n

кратно s.

Теорема 1 (критерий неподвижных точек [2]). Состояние ṽ = (v0, v1,
. . . , vl−1)

n/l с минимальным периодом l является неподвижной точкой

отображения Af,q тогда и только тогда, когда граф Pf,q содержит про-

стой цикл ũ0, . . . , ũl−1, где ũi = (vi, v(i+1) mod l, . . . , v(i+k−1) mod l) для

i ∈ {0, 1, . . . , l − 1}.
Пороговой функцией называется функция, которая представима в ви-

де

f(x1, . . . , xk) =

[
k∑

i=1

aixi > T

]
,

где ai — вес аргумента xi, T — порог функции f и ai, T ∈ R.
Следующая теорема полностью описывает все истоки для класса бу-

левых функций с единственной единицей (частного случая пороговой
функции).



20 Ц. Ч.-Д. Батуева20 Ц. Ч.-Д. Батуева20 Ц. Ч.-Д. Батуева

Теорема 2 [2]. Пусть f : Zk
2 → Z2 и существует единственное α ∈ Z

k
2

такое, что f(α) = 1, а минимальный период слова α равен p. Тогда

(i) состояние, содержащее подслово 10s−11, является истоком, если

1 6 s 6 k − 1 и s 6= p,
(ii) состояние, содержащее подслово 10k−11, является истоком, если

k = tp и t > 2,
и других истоков нет.

Данная статья продолжает описание свойств функциональных гра-
фов для систем с булевыми пороговыми функциями в вершинах. Для
функций с одной единицей получено описание всех циклов. Предложен
способ описания истоков для q-значных функций. Найден критерий су-
ществования циклов, образованных некоторыми циклическими сдвига-
ми. Для систем с булевыми пороговыми функциями от не более трёх
существенных переменных в вершинах сети описаны все неподвижные
точки, некоторые циклы, все истоки и получены некоторые оценки длин
максимальных цепей вне циклов.

1. Основные результаты

Пусть ṽ = (v0, v1, . . . , vn−1). Введём обозначения состояния, записан-
ного в обратном порядке:

←−̃
v = (vn−1, vn−2, . . . , v0),

циклического сдвига состояния на s позиций вправо:

δs(ṽ) = (v(n−s) mod n, . . . , vn−1, v0, . . . , v(n−s−1) mod n)

и инверсии состояния:

¬ṽ = (¬v0, . . . ,¬vn−1).

Пусть r = (r1, r2, . . . , rl) и z = (z1, z2, . . . , zl), где ri, zi ∈ N. Введём
обозначение 1r0z = 1r10z1 . . . 1rl0zl .

Любое состояние системы можно представить в виде δs(1
r0z) для

некоторых наборов r, z и числа s. Например, 1001110110 = 110213011201,
т. е. r = (1, 3, 2), z = (2, 1, 1) и s = 0. Так как эти значения не единствен-
но возможные, в дальнейшем для однозначности выбора параметров r,
z и s будем считать, что ri, zj > 0, если l > 2, и r1 и z1 могут принимать
значение 0, если l = 1, а s принимает минимальное значение.

Для удобства пусть r + k = (r1 + k, r2 + k, . . . , rl + k) для некоторого
числа k.
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Фраза «циклы имеют вид ṽ → ũ, где ṽ ∈ M» означает, что ṽ ∈ M
тогда и только тогда, когда это состояние принадлежит одному из этих
циклов и Af,q(ṽ) = ũ.

Обозначим через gi : Zk
q → Zq функцию gi(x1, x2, . . . , xk) = xk−i+1,

где i ∈ {1, . . . , k}.
Теорема 3 (о циклах, образованных циклическими сдвигами). Пусть

f : Z
k
q → Zq, ṽ ∈ Z

n
q и i ∈ {1, . . . , k}. В функциональном графе Gf,q

существуют циклы вида ṽ → δi(ṽ), если состояние ṽ избегает все слова,

при которых значения функций gi и f не совпадают.

Доказательство. Рассмотрим некоторое i ∈ {1, . . . , k}. Пусть со-
стояние ṽ избегает все слова α такие, что f(α) 6= gi(α). Тогда Af,2(ṽ) =

δi(ṽ) и, таким образом, AНОК(n,i)
f,2 (ṽ) = ṽ. Следовательно, функциональ-

ный граф Gf,q содержит цикл, образованный циклическим сдвигом со-
стояния ṽ. Теорема 3 доказана.

Лемма 1. Пусть f : Zk
2 → Z2, ṽ ∈ Z

n
2 и i ∈ {1, . . . , k}. В функцио-

нальном графе Gf,q существуют циклы вида ṽ → δi(¬ṽ), если состояние ṽ
избегает все слова, при которых значения функций gi и f совпадают.

Раскрасим вершины графа де Брёйна размерности k значениями
функции f в этих вершин. Обозначим граф через GBf,q.

Теорема 4 (об истоках). Пусть f : Zk
q → Zq. Состояние ṽ ∈ Z

n
q яв-

ляется истоком для отображения Af,q тогда и только тогда, когда не

существует циклического маршрута в графе GBf,q, раскрашенного по-

следовательностью значений состояния ṽ.

Доказательство. Пусть состояние ṽ — исток отображения Af,q,
но существует цикл в графе GBf,q, раскрашенный последовательностью
символов состояния ṽ. Тогда по построению графа GBf,q из этого цикла
можно восстановить состояние ũ = (u0, u1, . . . , un−1), удовлетворяющее
условию f(ui, ui+1, . . . , ui+k−1) = vi+k. Следовательно, существует состо-
яние ũ такое, что Af,q(ũ) = ṽ; противоречие, так как ṽ — исток.

Пусть не существует цикла в графе GBf,q, раскрашенного последова-
тельностью символов состояния ṽ, но состояние ṽ является рабочим для
отображения Af,q. Тогда существует состояние ũ такое, что Af,q(ũ) = ṽ.
Стало быть, существует цикл в графе GBf,q, раскрашенный последова-
тельностью символов состояния ṽ; противоречие. Теорема 4 доказана.

Лемма 2. Рабочие состояния избегают подслова α тогда и только

тогда, когда не существует цепи в GBf,q, раскраска которой совпадает

с α.
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2. Булевы функции с одной единицей

В [2] найдены все истоки и все неподвижные точки для булевых
функций с единственным набором α таким, что f(α) = 1 в вершинах
сети. Опишем циклы таких систем. Рассмотрим два случая: f(0k) = 1
и f(0k) = 0.

Лемма 3. Пусть f : Zk
2 → Z2 с одной единицей f(0k) = 1. Отобра-

жение Af,2 : Z
n
2 → Z

n
2 обладает следующими свойствами:

1) имеет неподвижные точки (0k1)n/(k+1), если n кратно k + 1;

2) все циклы имеют вид 0n ↔ 1n или δs(1
r0z)→ δs+1(0

r+k−11z−(k−1)),
где zi > k;

3) длина максимальной цепи вне циклов равна 1;

4) состояние является истоком тогда и только тогда, когда содержит

хотя бы одно из слов 10s1, где 2 6 s 6 k − 1.

Доказательство. Из теоремы 1 следует описание неподвижных то-
чек, а из теоремы 2 — истоков.

Рассмотрим рабочие состояния. Они имеют вид 1n или δs(1
r0z), где

zi > k. В первом случае Af,2(1
n) = 0n и Af,2(0

n) = 1n, т. е. получается
цикл 0n ↔ 1n. Во втором случае

Af,2(1
r0z) = δ1(0

r+k−11z−(k−1)) = δ1+r1+k−1(1
z−(k−1)0δ−1(r+k−1)),

A2
f,2(1

r0z) = δr1+k+1(0
z1δ−1(r)) = δk+1(1

r0z).

Следовательно, A2
f,2(ṽ) = δk+1(ṽ). Тогда для любого рабочего состоя-

ния ṽ выполняется равенство A2n
f,2(ṽ) = ṽ. Таким образом, все рабочие

состояния находятся в некоторых циклах, значит, длина максимальной
цепи вне циклов равна 1. Лемма 3 доказана.

Опишем циклы и оценим длину максимальной цепи вне циклов для
второго случая.

Лемма 4. Пусть для функции f : Zk
2 → Z2 существует единственное

α ∈ Z
k
2 такое, что α 6= 0k и f(α) = 1. Если Af,2(ũ) = δi(ũ) для некоторого

i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, то ũ принадлежит циклу вида ṽ → δi(ṽ). Других

циклов нет.

Доказательство. Пусть f(α) = 1, где α 6= 0k. Число вхождений
слова α в состояние ṽ не больше числа единиц в ṽ. Следовательно, число
единиц в Af,2(ṽ) не больше, чем в ṽ.

Тогда все состояния из одного цикла имеют одинаковое число еди-
ниц. Если число единиц в ṽ совпадает с числом единиц в Af,2(ṽ), то
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Af,2(ṽ) = δi(ṽ). Тогда A
HOK(i,n)
f,2 (ṽ) = ṽ, следовательно, ṽ принадлежит

циклу, состоящему из его циклических сдвигов не больше чем на k − 1
позиций. Все такие циклы описаны в теореме 3. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть для функции f : Zk
2 → Z2 существует единственное

α ∈ Z
k
2 с минимальным периодом p такое, что f(α) = 1. Тогда длина

максимальной цепи вне циклов отображения Af,2

(i) равна 1, если α содержит не больше одной единицы;
(ii) равна 2, если слово α0α1 . . . αp−1 содержит больше одной единицы;
(iii) не больше ⌈n−1

k−1⌉ + 1, если слово α0α1 . . . αp−1 содержит ровно

одну единицу и p 6= k.

Доказательство. Пусть ṽ — произвольное состояние системы.
(i) Пусть α содержит не больше одной единицы. Рассмотрим два слу-

чая.

Случай 1: α = 0k. Тогда Af,2(ṽ) = 0n. Так как состояние 0n принад-
лежит циклу 0n ↔ 1n, длина максимальной цепи вне циклов равна 1.

Случай 2: α содержит только одну единицу αl = 1. Рассмотрим
ṽ 6= 0n. Тогда

A2
f,2(ṽ) = Af,2(δs(1

r0z)) = δs+(k−l)(1
r0z),

где ri = 1 и zi, s > k − 1 для любого i. Так как в последнем равенстве
число единиц в состояниях не изменилось, по лемме 4 состояние δs(1

r0z)
принадлежит циклу, следовательно, длина максимальной цепи вне цик-
лов равна 1.

(ii) Пусть слово α0α1 . . . αp−1 содержит больше одной единицы. Ана-
логично предыдущему случаю получаем, что если ṽ 6= 0n, то

A2
f,2(ṽ) = Af,2(δs(1

r0z)) = 0n,

где ri = 1, zi > p−1 и s 6 k−1. Поскольку состояние 0n — неподвижная
точка, длина максимальной цепи вне циклов равна 2.

(iii) Пусть p 6= k и слово α0α1 . . . αp−1 содержит ровно одну единицу
αl = 1. Тогда Af,2(ṽ) = δs(1

r0z), где ri = 1, zi > p − 1 и s 6 k − 1.
Если все zi = p− 1, то состояние принадлежит некоторому циклу. Если
существует j такое, что zj > p − 1, то на каждом шаге максимальное
число подряд встречающихся нулей будет увеличиваться как минимум
на k− 1 нулей. Следовательно, длина максимальной цепи вне циклов не
больше

⌈
n−1
k−1

⌉
+ 1. Лемма 5 доказана.
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3. Булевы функции с одной существенной переменной

Достаточно рассмотреть функции, для которых первая переменная
существенна.

Лемма 6. Пусть f : Zk
2 → Z2 и f(x1, . . . , xk) = x1. Тогда отображение

Af,2 : Z
n
2 → Z

n
2 обладает следующими свойствами:

(i) имеет неподвижные точки αn/k, если n кратно k и α ∈ Z
k
2;

(ii) имеет циклы вида ṽ → δk(ṽ), где ṽ ∈ Z
n
2 ;

(iii) длина максимального цикла равна n;
(iv) длина максимальной цепи вне циклов равна 0;
(v) истоков нет.

Доказательство. Для функции f(x1, . . . , xk) = x1 отображение Af,2

действует как циклический сдвиг δk, т. е.

Af,2(ṽ) = (vn−k+1, . . . , vn, v1, . . . , vn−k).

Лемма 6 доказана.

Следующая лемма доказывается аналогично.

Лемма 7. Пусть f : Zk
2 → Z2 и f(x1, . . . , xk) = ¬x1. Тогда отображе-

ние Af,2 : Z
n
2 → Z

n
2 обладает следующими свойствами:

(i) имеет неподвижные точки (α¬α)n/(2k), если n кратно 2k и α ∈ Z
k
2;

(ii) имеет циклы вида ṽ → δk(¬ṽ), где ṽ ∈ Z
n
2 ;

(iii) длина максимального цикла равна n, если n чётное, и 2n, если n
нечётное;

(iv) длина максимальной цепи вне циклов равна 0;
(v) истоков нет.

4. Булевы функции от двух переменных

Существует всего восемь пороговых функций от двух переменных,
существенно зависящих от них:

f(x, y) = (0001) = x&y, f(x, y) = (0111) = x ∨ y,
f(x, y) = (0010), f(x, y) = (1011),
f(x, y) = (0100), f(x, y) = (1101),
f(x, y) = (1000) = ¬(x ∨ y), f(x, y) = (1110) = ¬(x&y).

Заметим, что функции во втором столбце являются двойственными
к функциям из первого. В лемме 1 из [2] доказано, что функциональные
графы систем с двойственными функциями в вершинах имеют одинако-
вое строение с точностью до инверсии. Поэтому достаточно рассмотреть
только функции в левом столбце.
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Лемма 8. Пусть f : Z2
2 → Z2 — пороговая функция от двух суще-

ственных переменных. В табл. 1 описаны все неподвижные точки и все

циклы и приведены точные значения длины максимальной цепи вне цик-

лов отображения Af,2.

Т а б л и ц а 1

Свойства отображения Af,2 для пороговой функции f
от двух существенных переменных

f(x, y)
Неподвижные

точки
Циклы

Истоки
содержат

слова
LМЦ

(1000) (001)n/3
0n ↔ 1n,

δs1
r0z → δs+3(0

r+11z−1),
где zi > 2

101 1

(0100) 0n ṽ → δ1(ṽ), где 11 /∈ ṽ 11 1
(0010) 0n, (01)n/2 ṽ → δ2(ṽ), где 11 /∈ ṽ 11 1
(0001) 0n, 1n — 101 n− 1

Доказательство. Описание свойств для функции f(00) = 1 выте-
кает из леммы 3. Для остальных функций из теоремы 1 следует описание
неподвижных точек, из теоремы 2 — истоков, а из леммы 4 — циклов.

Для функций f(0, 1) = 1 и f(1, 0) = 1 все состояния либо являются
истоками, либо принадлежат циклам, поэтому длина максимальной цепи
вне циклов равна 1.

Для функции f(1, 1) = 1 все циклы отображения Af,2 являются непо-
движными точками. Рассмотрим изменения истока 01n−1 под действием
этого отображения:

Af,2(01
n−1) = 1001111 . . . 1, A2

f,2(01
n−1) = 1100011 . . . 1,

. . . , An−1
f,2 (01n−1) = 0000000 . . . 0.

Как сказано выше, число нулей каждый раз увеличивается. Таким об-
разом, для произвольного состояния ṽ длины n хотя бы с одним нулём,
получим равенство An−1

f,2 (ṽ) = 0n. Следовательно, длина максимальной
цепи вне циклов будет равна n− 1. Лемма 8 доказана.

5. Булевы функции от трёх переменных

Рассмотрим отдельно случаи, когда функция имеет ровно одну, две,
три и четыре единицы.
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5.1. Функции с одной единицей.

Лемма 9. Пусть f : Z3
2 → Z2 — функция от трёх существенных пе-

ременных и существует единственный набор α ∈ Z
3
2 такой, что f(α) = 1.

В табл. 2 описаны все неподвижные точки, все циклы, все истоки и да-

но точное значение длины максимальной цепи вне циклов отображе-

ния Af,2.

Т а б л и ц а 2

Свойства отображения Af,2 для пороговой функции f
от трёх существенных переменных с одной единицей

f(x, y, z)
Неподвижные

точки
Циклы

Истоки

содержат

слова

LМЦ

(10000000) (0001)n/4

0n ↔ 1n,

δs(1
r0z)→

→ δs+1(0
r+21z−2),

где zi > 3

101, 1001 1

(01000000) 0n
ṽ → δ1(ṽ),

где 11, 101 /∈ ṽ
11, 101 1

(00100000) 0n, (01)n/2
ṽ → δ2(ṽ),

где 11 /∈ ṽ
11 1

(00010000) 0n — 11, 101 2

(00001000) 0n, (100)n/3
ṽ → δ3(ṽ),

где 11, 101 /∈ ṽ
11, 101 1

(00000100) 0n (01)n/2 ↔ (10)n/2 11 ⌊n/2⌋+ 1

(00000010) 0n — 11, 101 2

(00000001) 0n, 1n — 101, 1001 ⌈(n− 1)/2⌉

Доказательство. Описание свойств для функции f(000) = 1 сле-
дует из леммы 3. Для остальных функций по теореме 1 описаны все
неподвижные точки, по теореме 2 — все истоки, а по лемме 4 — все цик-
лы.

Все рабочие состояния системы для функций f(0, 0, 1) = 1, f(0, 1, 0)=1
и f(1, 0, 0) = 1 принадлежат некоторым циклам. Стало быть, длина мак-
симальной цепи вне циклов равна 1.

Рассмотрим длину максимальной цепи вне циклов для остальных
функций.

(a) f(0, 1, 1) = 1. Пусть ṽ — рабочее состояние, т. е. не содержит
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подслов 11 и 101. Тогда Af,2(ṽ) = 0n. Тем самым длина максимальной
цепи вне циклов отображения Af,2 равна 2.

(b) Аналогично для функции f(1, 1, 0) = 1.
(c) f(1, 0, 1) = 1. Рассмотрим исток (01)s1 для нечётного n = 2s+ 1:

Af,2((01)
s1) = 0(01)s, A2

f,2((01)
s1) = δ1(0

3(01)s−1), . . . ,

As
f,2((01)

s1) = δs−1(0
2s−101), As+1

f,2 ((01)s1) = 0n.

Таким образом, из леммы 5 длина максимальной цепи вне циклов равна
⌊n/2⌋+ 1.

Рассмотрим чётное n. Тогда A
⌈(n−1)/2⌉+1
f,2 (11(10)(n−1)/2) = 0n. Анало-

гично получаем, что длина максимальной цепи вне циклов равна

⌈(n− 1)/2⌉+ 1 = ⌊n/2⌋+ 1.

(d) f(1, 1, 1) = 1. Рассмотрим исток 01n−1:

Af,2(01
n−1) = (100011111 . . . 1), A2

f,2(01
n−1) = (110000011 . . . 1),

. . . , A
⌈n−1

2 ⌉
f,2 (01n−1) = (000000000 . . . 0).

Пусть состояние ṽ содержит подслово 0. Тогда число единиц в состо-
янии Af,2(ṽ) будет как минимум на 2 меньше, чем в ṽ. Следовательно,
рассмотренная цепь является максимальной цепью вне циклов для отоб-
ражения Af,2. Лемма 9 доказана.

5.2. Функции с двумя единицами. Пусть пороговая булева функ-
ция от трёх переменных имеет в точности две единицы. В таком слу-
чае единицы соответствуют вершинам булева куба, инцидентным одному
ребру. Тогда функция имеет одну фиктивную переменную, а мы рассмат-
риваем функции, существенно зависящие от всех своих переменных.

5.3. Функции с тремя единицами. Опишем истоки отображения
Af,2, где f — функция с тремя единицами. Следующее свойство системы,
описанное в [2], позволяет сократить число рассматриваемых функций.

Лемма 10. Пусть f и g — булевы функции от k переменных. Мно-

жества истоков отображений Af,2 и Ag,2 совпадают, если

f(x1, . . . , xk) = g(¬x1, . . . ,¬xk)

для любых x1, . . . , xk ∈ Z2.
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Лемма 11. Пусть f : Z3
2 → Z2 — пороговая функция с тремя еди-

ницами. Состояние ṽ является истоком отображения Af,2 тогда и только

тогда, когда ṽ содержит хотя бы одно из следующих подслов:
(i) 111 для f(x, y, z) ∈ {(01110000), (01001100), (01010100), (00101010),

(00001110), (00110010)};
(ii) 1100, 11011 для f(x, y, z) ∈ {(10110000), (00001101});
(iii) 101 для f(x, y, z) ∈ {(11010000), (10001010), (01010001), (000010

11)};
(iv) 1001 для f(x, y, z) ∈ {(11100000), (10101000), (00010101), (000001

11)};
(v) 0011, 11011 для f(x, y, z) ∈ {(10100010), (01000101)};
(vi) 1101 для f(x, y, z) ∈ {(10001100), (00110001)};
(vii) 1011 для f(x, y, z) ∈ {(11000100), (00100011)};
(viii) 010 для f(x, y, z) ∈ {(11001000), (00010011)}.
Доказательство. Докажем, что если состояние ṽ не содержит α,

то ṽ — рабочее состояние. Построим состояние ũ такое, что A(ũ) = ṽ.
Разобьём состояние ṽ на блоки и найдём их возможные прообразы.

Пусть k, s > 1, а t > 0.
Рассмотрим функцию f(x, y, z) = (01110000). Пусть состояние ṽ из-

бегает α = 111. Тогда ṽ можно разбить на два вида блоков 0k11 и 0k1.
Каждый из них имеет следующие прообразы:

100k1∗ → 0k11, 1k01∗ → 0k1,

где вместо ∗ может стоять и 0, и 1. Заметим, что значение ∗ однозначно
выбирается в зависимости от следующего блока. Следовательно, можно
собрать состояние ũ такое, что A(ũ) = ṽ, а значит, ṽ является рабочим
состоянием.

Для остальных функций перечислим блоки и их прообразы:
f(x, y, z) = (01001100)
011k01 → 0k11
010k1 → 0k1

f(x, y, z) = (01010100)
∗011k0 → 110k

∗010k → 10k

α = 1100, 11011
f(x, y, z) = (10110000)

1k01∗ → 0k1
1k000t1∗ → 0k1t01
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α = 101
f(x, y, z) = (11010000)
0k11s0∗ → 1k00s

f(x, y, z) = (10001010)
110k11s → 1k00s

α = 1001
f(x, y, z) = (11100000)
0k011s0∗ → 1k000s

0k10∗ → 1k0

f(x, y, z) = (10101000)
∗010k → 01k

∗01k010s → 00k01s

α = 0011, 11011
f(x, y, z) = (10100010)
∗1000t1s → 101t0s

∗101 → 10

α = 1101
f(x, y, z) = (10001100)
100k1s0 → 1k00s

1010 → 10

α = 1011
f(x, y, z) = (11000100)
01k00s1 → 0k01s

0101 → 01

α = 010
f(x, y, z) = (11001000)
100k1s0 → 11k0s

Доказательство для остальных функций следует из леммы 10. Лем-
ма 11 доказана.

По теоремам 1, 3 и лемме 11 можно описать все неподвижные точки,
некоторые циклы и все истоки отображения Af,2 для функции f от трёх
переменных с тремя единицами.

5.4. Функции с четырьмя единицами. Заметим, что все функции
этого раздела самодвойственны.

Лемма 12. Пусть f : Z3
2 → Z2 — пороговая функция с четырьмя еди-

ницами. Состояние ṽ является истоком отображения Af,2 тогда и только

тогда, когда ṽ содержит одно из следующих подслов или их инверсии:

(i) 01001, 10010, 0100010 для f(x, y, z) ∈ {(11101000), (00010111)};
(ii) 01000 для f(x, y, z) ∈ {(11010100), (00101011)};
(iii) 11000, 00011, 0001000 для f(x, y, z) ∈ {(10110010), (01001101)};
(iv) 00010 для f(x, y, z) ∈ {(01110001), (10001110)}.
Доказательство. Докажем, что если состояние ṽ избегает этих

слов, то ṽ — рабочее состояние.

Рассмотрим функцию f(x, y, z) = (11101000). Пусть состояние ṽ из-
бегает слов 01001, 10010, 0100010, 10110, 01101 и 1011101. Разобьём ṽ на
блоки вида 0(10)k, 1(01)k и подряд идущие единицы и нули. Построим
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прообразы этих блоков:

100k1→ 11k, 011k0→ 00k, 101(01)k → 0(10)k, 010(10)k → 1(01)k.

Из этих прообразов можно собрать состояние ũ, являющееся прообра-
зом ṽ. Значит, ṽ — рабочее состояние.

Рассмотрим f(x, y, z) = (11010100). Пусть состояние ṽ избегает слов
01000 и 10111. Разобьём ṽ на блоки подряд идущих единиц и нулей.
Построим прообразы этих блоков:

00k11→ 11k;

11k00→ 00k;

∗01→ 1;

∗011→ 11;

∗10→ 0;

∗100→ 00.

Аналогично построим прообразы блоков для следующих функций:

f(x, y, z) = (10110010)
0110 → 11;
1001 → 00;
000k → 1k;
111k → 0k;
100 → 0;
001 → 0;
110 → 1;
011 → 1.

f(x, y, z) = (01110001)
001k → 1k;
110k → 0k;
10∗ → 0;
01∗ → 1;
110∗ → 00;
001∗ → 11.

Во всех этих случаях построим прообраз состояния ṽ. Тогда ṽ — рабо-
чее состояние. Доказательство для остальных функций следует из лем-
мы 10. Лемма 12 доказана.

По теоремам 1, 3 и лемме 12 для функции f от трёх переменных с че-
тырьмя единицами можно описать все неподвижные точки, некоторые
циклы и все истоки отображения Af,2.

Так как функции от трёх переменных с числом единиц больше че-
тырёх являются двойственными к рассмотренным, графы функциони-
рования также будут изоморфны.



Дискретные системы с пороговыми функциями 31Дискретные системы с пороговыми функциями 31Дискретные системы с пороговыми функциями 31

ЛИТЕРАТУРА

1. Батуева Ц. Ч.-Д. Свойства генных сетей циркулянтного типа с поро-
говыми функциями // Прикл. дискрет. математика. Прил. 2013. № 6.
С. 72–73.

2. Батуева Ц. Ч.-Д. Дискретные динамические системы циркулянтного
типа с пороговыми функциями в вершинах // Дискрет. анализ и исслед.
операций. 2014. T. 21, № 4. С. 25–32.

3. Григоренко Е. Д., Евдокимов А. А., Лихошвай В. А., Лобаре-
ва И. А. Неподвижные точки и циклы автоматных отображений, моде-
лирующих функционирование генных сетей // Вестн. Томск. гос. ун-та.
2005. № 14. C. 206–212.

4. Демиденко Г. В., Колчанов Н. А., Лихошвай В. А., Матуш-
кин Ю. Г., Фадеев С. И. Математическое моделирование регулярных
контуров генных сетей // Журн. вычисл. математики и мат. физики.
2004. Т. 44, № 12. C. 2276–2295.

5. Евдокимов А. А. Дискретные модели генных сетей: анализ и слож-
ность функционирования // Совм. вып. журн. Вычисл. технологии. 2008.
Т. 13, № 3; Вестн. КазНУ им. Аль-Фараби. Сер. Математика, механика,
информатика. 2008. № 3. С. 31–37.

6. Евдокимов А. А., Лиховидова Е. О. Дискретная модель генной сети
циркулянтного типа с пороговыми функциями // Вестн. Томск. гос. ун-
та. Управление, вычисл. техника и информатика. 2008. № 2. С. 18–21.

7. Евдокимов А. А., Пережогин А. Л. Дискретные динамические си-
стемы циркулянтного типа с линейными функциями в вершинах сети //
Дискрет. анализ и исслед. операций. 2011. T. 18, № 3. С. 39–48.

8. Кутумова Е. О., Евдокимов А. А. Обратимые состояния функцио-
нирования регуляторных контуров дискретных моделей генных сетей //
Вестн. Томск. гос. ун-та. Управление, вычисл. техника и информатика.
2011. № 1. С. 85–94.

9. Лихошвай В. А., Голубятников В. П., Демиденко Г. В., Евдоки-
мов А. А., Матвеева И. И., Фадеев С. И. Теория генных сетей //
Системная компьютерная биология. Новосибирск: Изд-во СО РАН, 2008.
C. 397–482.

10. Нажмиденова А. М., Пережогин А. Л. Дискретная динамическая
система на двойном циркулянте // Дискрет. анализ и исслед. операций.
2014. T. 21, № 4. С. 80–88.

11. Оре O. Теория графов. М.: Наука, 1980. 336 с.
12. Evdokimov A. A., Kutumova E. O. The discrete model of the gene

networks regulatory loops with the threshold functions // Proc. 7th Int. Conf.
Bioinformatics of genom regulation and structure (Novosibirsk, June 20–27,
2010). Novosibirsk: SB RAS Press, 2010. P. 155.

13. Kauffman S. A. At home in the universe: the search for the laws of self-
organization and complexity. New York: Oxford Univ. Press, 1995. 336 p.



32 Ц. Ч.-Д. Батуева32 Ц. Ч.-Д. Батуева32 Ц. Ч.-Д. Батуева

14. Kauffman S. A., Smith R. G. Adaptive automata based on Darwinian
selection // Physica D. 1986. V. 22, No. 1–3. P. 68–82.

15. Laubenbacher R., Mendes P. A discrete approach to top-down modeling
of biochemical networks // Comput. Syst. Biology. Burlington, MA: Elsevier
Acad. Press, 2005. P. 229–247.

Батуева Цындыма Чимит-Доржиевна Статья поступила
7 февраля 2015 г.

Исправленный вариант —
14 сентября 2015 г.



Дискретные системы с пороговыми функциями 33Дискретные системы с пороговыми функциями 33Дискретные системы с пороговыми функциями 33

DISKRETNYI ANALIZ I ISSLEDOVANIE OPERATSII
January–March 2016. Volume 23, No. 1. P. 17–34

UDC 519.174 DOI: 10.17377/daio.2016.23.473

DISCRETE DYNAMICAL SYSTEMS WITH THRESHOLD FUNCTIONS
OF UP TO THREE VARIABLES
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Abstract. We propose a method for finding sources of discrete dynam-
ical systems of the circulant type with a q-valued arbitrary function at
the vertices. We find all the sources, all the fixed points and some cycles,
as well as lengths of some maximal chains outside cycles for the systems
with Boolean threshold functions of up to three variables at the vertices.
Tab. 1, ill. 4, bibliogr. 6.
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