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Аннотация. Рассматривается математическая модель, относящаяся
к задачам конкурентного последовательного размещения предприя-
тий. В этих задачах две соперничающие стороны последовательно
открывают свои предприятия, стремясь «захватить» потребителей
и максимизировать свою прибыль. В предлагаемой модели предпола-
гается, что возможности предприятий по обслуживанию «захвачен-
ных» потребителей ограничены заданными объёмами производства
этих предприятий. Модель формулируется в виде задачи двухуров-
невого целочисленного программирования, для которой исследуется
вопрос поиска оптимального (кооперативного) решения. Показано,
что данная задача может быть представлена как задача максимиза-
ции некоторой псевдобулевой функции с числом переменных, рав-
ным числу возможных мест размещения предприятий. Предлагает-
ся также способ вычисления верхней границы значений псевдобу-
левой функции на подмножествах решений, заданных частичными
(0,1)-векторами, основанный на использовании системы оценочных
подмножеств. Библиогр. 15.
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Введение

Исследуется задача конкурентного размещения предприятий, кото-
рая отличается от аналогичных задач, рассмотренных в [2, 3, 5, 6, 8, 11],
наличием ограничений на объёмы производства открываемых предпри-
ятий. В моделях конкурентного размещения в отличие от классической
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задачи размещения [1, 14] рассматривается две соперничающие стороны,
последовательно открывающие предприятия и стремящиеся достичь сво-
их целей. Цели сторон, обычно называемых Лидером и Последователем,
связаны с «захватом» потребителей и удовлетворением их потребностей.
При этом возможность захватить данного потребителя одной из сторон
зависит от предпочтений этого потребителя, позволяющих понять, какая
из сторон открыла наиболее предпочтительное для него предприятие.

Задача Лидера в этом соперничестве состоит в определении тако-
го множества открываемых им предприятий, которое позволяет полу-
чить максимальную прибыль при условии, что часть потребителей будет
захвачена Последователем. Задача Последователя заключается в том,
чтобы, зная множество открытых Лидером предприятий, открыть такие
предприятия, которые позволят получить наибольшую прибыль. Игро-
вое взаимодействие сторон при конкурентном последовательном разме-
щении предприятий можно рассматривать как игру Штакельберга [15].

Формально задача конкурентного последовательного размещения
предприятий представляет собой задачу двухуровневого целочисленно-
го программирования [7, 9, 10, 12], включающую в себя задачи верхнего
уровня (задачу Лидера) и нижнего уровня (задачу Последователя). Вид
этих задач зависит от того, какие в рассматриваемой модели приняты
правила выбора сторонами открытого предприятия для обслуживания
захваченного потребителя и какие дополнительные ограничения нало-
жены на множества открываемых предприятий и на возможности пред-
приятий по обслуживанию потребителей.

В исследуемой ниже модели присутствуют ограничения на объёмы
производства предприятий, открываемых как Лидером, так и Последо-
вателем. Это означает, что каждое открытое предприятие может быть
использовано для обслуживания только такого множества потребителей,
чья суммарная потребность не превышает заданного объёма производ-
ства данного предприятия. При наличии таких ограничений естественно
предполагать, что обе стороны используют правило свободного выбо-
ра открытого предприятия для обслуживания захваченного потребите-
ля [3]. При действии этого правила сторона, захватившая потребителя,
может использовать для его обслуживания любое открытое предприя-
тие, которое не хуже с точки зрения предпочтений данного потребителя,
чем любое предприятие, открытое другой стороной.

Важной особенностью настоящей модели, как и ранее рассмотрен-
ных постановок задач конкурентного размещения, является необходи-
мость уточнения понятия наилучшего решения. Это связано с возмож-
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ной неединственностью оптимального решения задачи Последователя,
что создаёт неопределённость при вычислении значений целевой функ-
ции задачи Лидера.

Для моделей конкурентного размещения, рассмотренных в [2, 3, 5, 6, 8,
11], ставится задача поиска оптимальных гарантированных (некоопера-
тивных) решений и оптимальных (кооперативных) решений. В настоя-
щей работе исследуется задача поиска оптимального решения рассмат-
риваемой модели конкурентного размещения предприятий с ограничен-
ными объёмами производства. Указанный выбор продиктован желанием
использовать для построения алгоритмов поиска наилучшего решения
разработанный в [2, 3, 5, 6, 8, 11] метод. Основная идея этого метода со-
стоит в представлении исследуемой задачи в виде задачи максимизации
некоторой псевдобулевой функции от числа переменных, равным чис-
лу возможных мест размещения предприятий Лидера. Для реализации
указанного представления необходимо показать, что при фиксированном
размещении предприятий Лидера соответствующее наилучшее решение
может быть получено как оптимальное решение некоторой «обычной»
задачи целочисленного программирования, размерность которой срав-
нима с размерностью задач Лидера и Последователя.

В настоящей работе показано, что в случае поиска оптимального ре-
шения необходимая псевдобулева функция может быть построена. Для
вычисления значения этой функции и построения соответствующего оп-
тимального решения необходимо решить две задачи целочисленного ли-
нейного программирования. Первая из них — задача Последователя,
а вторая — некоторая вспомогательная задача, размерность которой рав-
на суммарной размерности задач Лидера и Последователя.

Другим важным условием реализации указанного метода является
возможность эффективного вычисления верхней границы построенной
псевдобулевой функции на подмножествах (0,1)-векторов, заданных ча-
стичными (0,1)-векторами. В работе предложен способ построения верх-
ней границы, основанный на использовании модифицированной системы
оценочных подмножеств [3, 5, 6, 11].

Статья состоит из трёх разделов. В разд. 1 приводится формули-
ровка задачи конкурентного размещения предприятий с ограниченными
объёмами производства в виде задачи двухуровневого целочисленного
программирования. В разд. 2 формулируется задача поиска оптималь-
ного решения рассматриваемой модели и осуществляется её редукция
к задаче максимизации псевдобулевой функции. Разд. 3 посвящён опи-
санию способа вычисления верхней границы построенной псевдобулевой
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функции на подмножествах (0,1)-векторов, заданных частичными (0,1)-
векторами.

1. Формулировка задачи

Для формальной записи задачи конкурентного последовательного
размещения предприятий с ограниченными объёмами производства вве-
дём необходимые обозначения.

Как и в классической задаче размещения предприятий, обозначим
через I = {1, . . . ,m} множество предприятий (возможных мест открытия
предприятий), а через J = {1, . . . , n} — множество потребителей.

Считаем, что предприятие i ∈ I может быть открыто как Лидером,
так и Последователем. Поэтому для всякого i ∈ I предполагаем заданны-
ми величины fi и gi, равные фиксированным затратам на открытие пред-
приятия i соответственно Лидером и Последователем. Если по каким-то
причинам Лидер или Последователь не могут открыть предприятие i, то
полагаем fi =∞ или gi =∞.

Для любых i ∈ I и j ∈ J через pij и qij обозначим величину до-
хода, получаемого предприятием i, открытым соответственно Лидером
и Последователем, при обслуживании потребителя j.

Будем считать, что захват потребителя j ∈ J Лидером или Последо-
вателем производится с учётом предпочтений этого потребителя, а пред-
почтения потребителя j ∈ J задаются отношением порядка ≻j на мно-
жестве I. Для i, k ∈ I отношение i ≻j k означает, что из двух открытых
предприятий i и k для потребителя j ∈ J более предпочтительным яв-
ляется предприятие i. Отношение i <j k означает, что либо i ≻j k, либо
i = k.

Пусть I0 ⊂ I. Для всякого j ∈ J обозначим через ij(I0) элемент i0 ∈ I0
такой, что i0 <j i для всякого i ∈ I0. Если I0 = {i ∈ I | wi = 1}, где w =
(wi), i ∈ I, — (0, 1)-вектор, то для элемента ij(I0) будем использовать
также обозначение ij(w).

Для определения стороны, захватывающей потребителя j ∈ J , прини-
мается следующее правило. Пусть единичные компоненты (0, 1)-вектора
x = (xi), i ∈ I, означают предприятия, открытые Лидером, а единичные
компоненты (0, 1)-вектора z = (zi), i ∈ I, — предприятия, открытые По-
следователем. Полагаем, что потребитель j ∈ J будет захвачен Лидером,
если ij(x) <j ij(z), и Последователем, если ij(z) ≻j ij(x).

При выборе предприятия для обслуживания захваченного потреби-
теля j ∈ J считаем, что Лидер и Последователь используют правило сво-

бодного выбора. Это означает, что если потребитель j захвачен Лидером,
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то для обслуживания этого потребителя может быть использовано любое
открытое Лидером предприятие i ∈ I такое, что i <j ij(z). Аналогично
если потребитель j захвачен Последователем, то для обслуживания это-
го потребителя может быть назначено любое открытое Последователем
предприятие i ∈ I такое, что i ≻j ij(x).

В отличие от ранее рассмотренных моделей конкурентного размеще-
ния предприятий будем считать, что возможность каждого открытого
как Лидером, так и Последователем предприятий по обслуживанию за-
хваченных потребителей ограничены. Обозначим через aij и bij объём
производства предприятия i ∈ I, открытого Лидером и Последователем
соответственно, необходимый для обслуживания потребителя j ∈ J. Че-
рез Vi и Wi обозначим ограничение на суммарный объём производства
предприятия i ∈ I, открытого соответственно Лидером и Последовате-
лем.

Целью Лидера и Последователя является получение максимальной
прибыли, которая складывается из прибылей, получаемых открытыми
ими предприятиями, с учётом ограниченных объёмов производства этих
предприятий. Считаем, что прибыль каждого открытого предприятия
равняется сумме прибылей, полученных от потребителей, которые обслу-
живаются данным предприятием, за вычетом величины фиксированных
затрат на открытие этого предприятия.

Введём следующие переменные, аналогичные переменным классиче-
ской задачи размещения предприятий:

xi — переменная, равная единице, если Лидер открывает предприятие
i ∈ I, и принимающая значение нуль в противном случае;

xij — переменная, принимающая значение единица, если предприятие
i ∈ I, открытое Лидером, назначается для обслуживания потребителя
j ∈ J , и равная нулю в противном случае;

zi — переменная, равная единице, если Последователь открывает пред-
приятие i ∈ I, и принимающая значение нуль в противном случае;

zij — переменная, принимающая значение единица, если предприятие
i ∈ I, открытое Последователем, назначается для обслуживания потре-
бителя j ∈ J , и равная нулю в противном случае.

С использованием введённых переменных математическая модель
взаимодействия Лидера и Последователя при конкурентном последова-
тельном размещении предприятий с ограниченными объёмами производ-
ства записывается как следующая задача двухуровневого целочисленно-
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го программирования:

max
(xi),(xij)

{
−
∑

i∈I
fixi +

∑

j∈J

∑

i∈I
pijxij

}
, (1)

z̃i +
∑

k|i<jk

xkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J, (2)

xi > xij , i ∈ I, j ∈ J, (3)
∑

j∈J
aijxij 6 Vi, i ∈ I, (4)

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, (5)

(z̃i), (z̃ij)— оптимальное решение задачи, (6)

max
(zi),(zij)

{
−
∑

i∈I
gizi +

∑

j∈J

∑

i∈I
qijzij

}
, (7)

xi + zi 6 1, i ∈ I, (8)

xi +
∑

k|i<jk

zkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J, (9)

zi > zij , i ∈ I, j ∈ J, (10)
∑

j∈J
bijzij 6 Wi, i ∈ I, (11)

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J. (12)

Задачу верхнего уровня (1)–(5) будем обозначать через L, а задачу
нижнего уровня (7)–(12) — через F . Для задачи (1)–(12) в целом будем
использовать обозначение (L,F), а целевую функцию (1) задачи L будем
считать также целевой функцией задачи (L,F).

Целевая функция (1) задачи L выражает величину прибыли, получа-
емой Лидером. Неравенства (2) запрещают использовать для обслужи-
вания потребителя те открытые Лидером предприятия, которые менее
предпочтительны для данного потребителя, чем предприятия, открытые
Последователем. Эти же неравенства гарантируют, что для обслужива-
ния каждого потребителя может быть выбрано только одно предприятие,
открытое Лидером. Ограничение (3) показывает, что для обслуживания
потребителей могут быть использованы только открытые предприятия.
Условие (4) гарантирует, что суммарный объём потребностей, удовлетво-
ряемых каждым открытым предприятием, не может превышать объёма
производства этого предприятия. Аналогичный смысл имеют целевая
функция и ограничения задачи F . Дополнительное ограничение (8) по-
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казывает, что Последователь не может открыть предприятие, которое
уже открыто Лидером.

2. Оптимальные решения задачи

Пару (X, Z̃), где X = ((xi), (xij)) — допустимое решение задачи L
при заданном векторе (z̃i), а Z̃ = ((z̃i), (z̃ij)) — оптимальное решение
задачи F при заданном векторе (xi), назовём допустимым решением

задачи (L,F).
Обозначим через L(X, Z̃) значение целевой функции задачи (L,F) на

допустимом решении (X, Z̃), а через F (Z) — значение целевой функции
задачи F на допустимом решении Z.

Допустимое решение (X∗, Z∗) назовём оптимальным решением за-
дачи (L,F), если L(X∗, Z∗) > L(X, Z̃) для всякого допустимого реше-
ния (X, Z̃).

Далее сосредоточим внимание на задаче поиска оптимального реше-
ния модели (L,F). Поскольку при фиксированном допустимом реше-
нии X задачи L оптимальное решение Z̃ задачи F определяется, вообще
говоря, не однозначно и при различных решениях Z̃1 и Z̃2 величины
L(X, Z̃1) и L(X, Z̃2) могут быть различными, данная задача формулиру-
ется следующим образом: найти

max
(xi),(xij)

max
(z̃i),(z̃ij)

{
−
∑

i∈I
fixi +

∑

i∈J

∑

i∈I
pijxij

}

при ограничениях (2)–(12). Эту задачу будем также обозначать через
(L,F).

Заметим, что при фиксированном (0,1)-векторе x = (xi), i ∈ I, соот-
ветствующее оптимальное решение (X∗, Z∗), где X∗ = ((xi), (x

∗
ij)), зада-

чи (L,F) может быть построено алгоритмом, состоящим из следующих
двух этапов.

На первом этапе при фиксированном (0,1)-векторе x = (xi), i ∈ I,
решается задача F и определяется оптимальное значение F ∗ её целевой
функции.

На втором этапе решается следующая вспомогательная задача: найти

max
(xij)

max
(zi),(zij)

{
−
∑

i∈I
fixi +

∑

i∈J

∑

i∈I
pijxij

}

при ограничениях

zi +
∑

k|i<jk

xkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J,
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xi > xij , i ∈ I, j ∈ J,
∑

j∈J
aijxij 6 Vi, i ∈ I,

−
∑

i∈I
gizi +

∑

j∈J

∑

i∈I
qijzij > F ∗,

xi + zi 6 1, i ∈ I,

xi +
∑

k|i<jk

zkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J,

zi > zij , i ∈ I, j ∈ J,
∑

j∈J
bijzij 6 Wi, i ∈ I,

xij , zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Нетрудно видеть, что если ((x∗ij), (z
∗
i ), (z

∗
ij)) — оптимальное решение

этой задачи, то Z∗ = ((z∗i ), (z
∗
ij)) — оптимальное решение задачи F ,

а допустимое решение (X∗, Z∗), X∗ = ((xi), (x
∗
ij)), будет оптимальным

решением рассматриваемой задачи (L,F) при фиксированном векторе
x = (xi), i ∈ I.

Отсюда следует, что задача (L,F) может быть представлена как зада-
ча максимизации некоторой псевдобулевой функции f(x). Значение этой
функции на (0,1)-векторе x есть оптимальное значение целевой функции
рассмотренной вспомогательной задачи. Таким образом, для того чтобы
вычислить значение функции f(x) на векторе x, необходимо решить за-
дачу F , а затем решить указанную вспомогательную задачу. В резуль-
тате будет найдено не только значение функции f(x) на (0,1)-векторе x,
но и соответствующее допустимое решение задачи (L,F).

3. Верхняя граница

Исследуем вопрос о возможности эффективного вычисления верх-
ней границы значений рассматриваемой псевдобулевой функции f(x),
x = (xi), i ∈ I, на подмножествах множества (0, 1)-векторов. Такие под-
множества удобно задавать с помощью частичных (0, 1)-векторов. Век-
тор y = (yi), i ∈ I, элементы которого принимают значения 0, 1 и неопре-
делённое значение ∗, назовём частичным (0, 1)-вектором, или частич-

ным решением. Частичное решение делит переменные функции f(x) на
переменные с заданным значением 0 или 1 и свободные переменные. Для
частичного (0, 1)-вектора y = (yi) определим множества I0 = {i ∈ I | yi =
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0} и I1 = {i ∈ I | yi = 1}. Частичное решение y = (yi) задаёт множество
(0, 1)-векторов x = (xi) таких, что xi = 0, i ∈ I0, и xi = 1, i ∈ I1. Это
множество обозначим через P (y).

Значение функции f(x) на (0, 1)-векторе x ∈ P (y) есть значение целе-
вой функции задачи (L,F) на соответствующем вектору x допустимом
решении (X∗, Z∗). Пусть y = (yi), i ∈ I, — частичный (0,1)-вектор, для
которого I0(y) ∪ I1(y) 6= I.

Максимальное значение функции f(x) на множестве P (y) есть оп-
тимальное значение целевой функции задачи (L,F) с дополнительным
ограничением xi = yi для i ∈ I0(y) ∪ I1(y). Такая задача записывается
следующим образом: найти

max
(xi),(xij)

max
(z̃i),(z̃ij)

{
−
∑

i∈I
fixi +

∑

j∈J

∑

i∈I
pijxij

}
, (13)

при ограничениях

z̃i +
∑

k|i<jk

xkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J, (14)

xi > xij , i ∈ I, j ∈ J, (15)
∑

j∈J
aijxij 6 Vi, i ∈ I, (16)

xi = yi, i ∈ I0(y) ∪ I1(y), (17)

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, (18)

(z̃i), (z̃ij) — оптимальное решение задачи (7)–(12). (19)

Задачу (13)–(18) обозначим через L(y), а задачу (13)–(19), (7)–(12)
в целом — через (L(y),F). Для целевой функции задачи (L(y),F) оста-
вим обозначение L(X, Z̃).

Модифицируем метод построения системы оценочных подмножеств
{Ij(y)}, j ∈ J , из [5, 6, 11] применительно к задаче (L(y),F). Построим
оценочную задачу, оптимальное значение целевой функции которой даст
верхнюю границу для значений целевой функции задачи (L(y),F).

При заданном частичном (0,1)-векторе y = (yi), i ∈ I, для фиксиро-
ванного j0 ∈ J сформулируем правила, позволяющие для всякого i ∈ I
установить i ∈ Ij0(y) или i /∈ Ij0(y).

Если yi = 0, то i /∈ Ij0(y). Пусть yi 6= 0. Рассмотрим множество
N(i) = {k ∈ I | k ≻j0 i}. Если N(i) = ∅, то i ∈ Ij0(y). Пусть N(i) 6= ∅.
Если N(i) ∩ I1(y) 6= ∅, то i /∈ Ij0(y).
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Пусть N(i) ∩ I1(y) = ∅. Рассмотрим множество

J(i) = {j ∈ J | если k ≻j ij(I
1(y) ∪ {i}), то k ∈ N(i)}.

Заметим, что J(i) 6= ∅, поскольку j0 ∈ J(i). Для всякого k ∈ N(i) рас-
смотрим множество

J(k, i) = {j ∈ J(i) | k ≻j ij(I
1(y) ∪ {i})}.

Считаем, что i /∈ Ij0(y), если для некоторого k ∈ N(i) существует под-
множество S(k) ⊂ J(k, i) такое, что gk <

∑
j∈S(k)

qkj и Wk >
∑

j∈S(k)
bkj . Если

элемента k ∈ N(i) с указанным свойством найти не удаётся, то i ∈ Ij0(y).
Следующая лемма устанавливает основное свойство оценочных под-

множеств.

Лемма 1. Пусть (X, Z̃), X = ((xi), (xij)), Z̃ = ((z̃i), (z̃ij)), — допу-

стимое решение задачи (L(y),F), а {Ij(y)}, j ∈ J , — система оценоч-

ных подмножеств. Тогда для всякого j0 ∈ J , если ij0(x) /∈ Ij0(y), где

x = (xi), i ∈ I, то
∑
i∈I

xij0 = 0.

Доказательство. Рассмотрим (0,1)-векторы x = (xi), i ∈ I, z̃ =
(z̃ij), i ∈ I, и пусть i0 = ij0(x) 6∈ Ij0(y), ij = ij(I

1(x) ∪ I1(z̃)), j ∈ J . Рас-
смотрим множество N(i0) = {k ∈ I | k ≻j0 i0}. Оно непусто, поскольку
i0 /∈ Ij0(y). Заметим, что xi = 0 для i ∈ N(i0). Заметим также, что если
z̃i 6= 0 для некоторого i ∈ N(i0), то

∑
i∈I

xij0 = 0 в силу ограничений (14)

и (15).
Пусть z̃i = 0 для i ∈ N(i0). Рассмотрим множество J(i0) =

{j ∈ J | если k ≻j ij(I
1(y) ∪ {i0}), то k ∈ N(i0)}. Поскольку xi = z̃i = 0

для i ∈ N(i0), то ij = ij(I
1(y) ∪ {i0}) для всякого j ∈ J(i0).

Так как i0 /∈ Ij0(y), найдутся k ∈ N(i0) и множество S(k) ⊂ {j ∈
J(i0) | k ≻j ij(I

1(y) ∪ {i0})} такие, что gk <
∑

j∈S(k)
qkj и Wk >

∑
j∈S(k)

bkj .

Построим допустимое решение Z = ((zi), (zij)) задачи F , которое отли-
чается от оптимального решения Z̃ лишь тем, что zk = 1 и zkj = 1 для
j ∈ S(k). Для решений Z и Z̃ справедливо неравенство

F (Z)− F (Z̃) = −gk +
∑

j∈S(k)
qkj > 0.

Это противоречит тому, что Z̃ — оптимальное решение задачи F . Лем-
ма 1 доказана.
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Для вычисления верхней границы значений целевой функции зада-
чи (L(y),F) построим вспомогательную задачу, введя в задачу L(y) фик-
тивные переменные tij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J , и дополнительные ограни-
чения.

Указанная задача имеет вид: найти

max
(xi),(xij),(tij)

max
(z̃i),(z̃ij)

{
−
∑

i∈I
fixi +

∑

j∈J

∑

i∈I
pijxij

}
(20)

при ограничениях

z̃i +
∑

k|i<jk

xkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J, (21)

xi > xij , i ∈ I, j ∈ J, (22)
∑

j∈J
aijxij 6 Vi, i ∈ I, (23)

xi +
∑

k|i≻jk

tkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J, (24)

xi > tij , i ∈ I, j ∈ J, (25)
∑

i∈I
tij = 1, j ∈ J, (26)

∑

i∈I
xij 6

∑

i∈Ij
tij , j ∈ J, (27)

xi = yi, i ∈ I0(y) ∪ I1(y), (28)

xi, xij , tij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, (29)

(z̃i), (z̃ij) — оптимальное решение задачи (7)–(12). (30)

Задачу (20)–(30) обозначим через L′(y), а задачу (20)–(30), (7)–(12)
в целом — через (L′(y),F). Обозначим через L′(X,T, Z̃) значение целевой
функции (20) на допустимом решении (X,T, Z̃), X = ((xi), (xij)), T =

(tij), Z̃ = ((z̃i), (z̃ij)).
Заметим, что если (X,T ), X = ((xi), (xij)), T = (tij), — допустимое

решение задачи L′(y), то в силу (24)–(26) для любых i ∈ I, j ∈ J выпол-
няется равенство

tij =

{
1, если i = ij(x),
0 в противном случае,

где x = (xi), i ∈ I.
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Рассмотрим также следующую задачу, которую будем называть оце-

ночной для задачи (L′(y),F) и которая получается из задачи L′(y) ис-
ключением ограничений, содержащих оптимальные значения перемен-
ных задачи F : найти

max
(xi),(xij),(tij)

{
−
∑

i∈I
fixi +

∑

j∈J

∑

i∈I
pijxij

}
,

xi > xij , i ∈ I, j ∈ J,
∑

j∈J
aijxij 6 Vi, i ∈ I,

xi +
∑

k|i≻jk

tkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J,

xi > tij , i ∈ I, j ∈ J,
∑

i∈I
tij = 1, j ∈ J,

∑

i∈I
xij 6

∑

i∈Ij(y)
tij , j ∈ J,

xi = yi, i ∈ I0(y) ∪ I1(y),

xi, xij , tij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Обозначим через B(X,T ) значение целевой функции этой задачи
на допустимом решении (X,T ), X = ((xi), (xij)), T = (tij), а через
(X0, T 0), X0 =

((
x0i
)
,
(
x0ij
))

, T 0 =
(
t0ij
)
, — оптимальное решение оце-

ночной задачи.

Теорема 1. Если (X, Z̃) — допустимое решение задачи (L(y),F), то

L(X, Z̃) 6 B(X0, T 0).

Доказательство. Построим по допустимому решению (X, Z̃), X =
((xi), (xij)), Z̃ = ((z̃i), (z̃ij)), решение (X,T, Z̃) задачи (L′(y),F), положив
для i ∈ I, j ∈ J

tij =

{
1, если i = ij(x),
0 в противном случае,

где x = (xi), i ∈ I.
Заметим, что (X,T, Z̃) — допустимое решение задачи (L′(y),F). Дей-

ствительно, ограничения (24)–(26) справедливы по построению, а огра-
ничение (27) выполняется в силу леммы 1. Заметим также, что значения
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целевых функций рассматриваемых задач на решении (X, Z̃) и соответ-
ствующим ему решении (X,T, Z̃) совпадают.

Заметим далее, что если (X,T, Z̃) — допустимое решение задачи
(L′(y),F), то (X,T ) — допустимое решение оценочной задачи и при этом
значения целевых функций задач совпадают.

Тем самым получаем

L(X, Z̃) = L′(X,T, Z̃) = B(X,T ) 6 B(X0, T 0).

Теорема 1 доказана.

Таким образом, вычислениe верхней границы значений построенной
псевдобулевой функции f(x) на множестве P (y), где y = (yi), i ∈ I, —
частичный (0,1)-вектор, для которого I0(y) ∪ I1(y) 6= I, сводится к на-
хождению оптимального значения целевой функции оценочной задачи.

Представление задачи отыскания оптимального решения в модели
конкурентного размещения предприятий с ограниченными объёмами про-
изводства в виде задачи максимизации псевдобулевой функции от тех
же переменных, что и в случае других вариантов задач конкурентно-
го размещения предприятий [2, 3, 5, 6, 8, 11], позволяет использовать для
её решения апробированный арсенал алгоритмов, построенных на базе
метода локального поиска [2, 5, 12, 13]. Показанная возможность эффек-
тивного вычисления верхней границы значений рассматриваемой псев-
добулевой функции на подмножествах решений, заданных частичными
(0,1)-векторами, позволяет построить для исследуемой задачи алгорит-
мы ветвей и границ по аналогии с алгоритмами для задач из [1, 6, 7].

ЛИТЕРАТУРА

1. Береснев В. Л. Дискретные задачи размещения и полиномы от булевых
переменных. Новосибирск: Изд-во Ин-та математики, 2005. 408 c.

2. Береснев В. Л. Алгоритмы локального поиска для задачи конкурент-
ного размещения предприятий // Автоматика и телемеханика. 2012. № 3.
С. 12–27.

3. Береснев В. Л. О задаче конкурентного размещения предприятий со
свободным выбором поставщиков // Автоматика и телемеханика. 2014.
№ 4. C. 94–105.

4. Береснев В. Л., Гончаров Е. Н., Мельников А. А. Локальный по-
иск по обобщённой окрестности для задачи оптимизации псевдобулевых
функций // Дискрет. анализ и исслед. операций. 2011. Т. 18, № 4. С. 3–16.

5. Береснев В. Л., Мельников А. А. Приближённые алгоритмы для за-
дачи конкурентного размещения предприятий // Дискрет. анализ и ис-
след. операций. 2010. Т. 17, № 6. С. 3–19.



48 В. Л. Береснев, А. А. Мельников48 В. Л. Береснев, А. А. Мельников48 В. Л. Береснев, А. А. Мельников

6. Береснев В. Л., Мельников А. А. Алгоритм ветвей и границ для за-
дачи конкурентного размещения предприятий с предписанным выбором
поставщиков // Дискрет. анализ и исслед. операций. 2014. Т. 21, № 2.
С. 3–23.

7. Кононов А. В., Кочетов Ю. А., Плясунов А. В. Конкурентные
модели размещения производства // Журн. вычисл. математики и мат.
физики. 2009. Т. 49, № 6. C. 1037–1054.

8. Мельников А. А. Рандомизированный локальный поиск для дискрет-
ной задачи конкурентного размещения предприятий // Автоматика и те-
лемеханика. 2014. № 4. С. 134–152.

9. Плясунов А. В., Панин А. А. Задача ценообразования. I. Точные и
приближённые алгоритмы решения // Дискрет. анализ и исслед. опера-
ций. 2012. Т. 19, № 5. С. 83–100.

10. Плясунов А. В., Панин А. А. Задача ценообразования. II. Вычисли-
тельная сложность // Дискрет. анализ и исслед. операций. 2012. Т. 19,
№ 6. С. 56–71.

11. Beresnev V. L. Branch-and-bound algorithm for a competitive facility lo-
cation problem // Comput. Oper. Res. 2013. Vol. 40, No. 8. P. 2062–2070.

12. Dempe S. Foundations of bilevel programming. Dordrecht: Kluwer Acad.
Publ., 2002. 309 p.

13. Hammer P. L., Rudeanu S. Pseudo-Boolean programming // Oper. Res.
1969. Vol. 17, No. 2. P. 233–261.

14. Krarup J., Pruzan P. M. The simple plant location problem: survey and
synthesis // Eur. J. Oper. Res. 1983. Vol. 12, No. 1. P. 36–81.

15. Von Stackelberg H. The theory of the market economy. London: Hedge,
1952. 289 p.

Береснев Владимир Леонидович,

Мельников Андрей Андреевич

Статья поступила
20 мая 2015 г.

Исправленный вариант —
22 июня 2015 г.



Задача конкурентного размещения предприятий 49Задача конкурентного размещения предприятий 49Задача конкурентного размещения предприятий 49

DISKRETNYI ANALIZ I ISSLEDOVANIE OPERATSII
January–March 2016. Volume 23, No. 1. P. 35–50

UDC 519.85 DOI: 10.17377/daio.2016.23.493
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Abstract. We consider a mathematical model relative to competitive lo-
cation problems. In such problems, there are two competing sides which
subsequently open their facilities aiming to “capture” clients and max-
imize profit. In our model, we assume that capacitiy of facilities are
bounded. The model is formulated as a bi-level integer mathematical
program and we study the problem of obtaining its optimal (cooperative)
solution. It is shown that the problem can be reformulated as a problem
of maximization of a pseudo-Boolean function with the number of argu-
ments equal to the number of places available for facility opening. We
propose an algorithm for calculation of an upper bound for values that
the function takes on subsets which are specified by partial (0,1)-vectors.
Bibl. 15.
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