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Аннотация. Получена новая формула, выражающая число поме-
ченных связных графов с заданными числами вершин и рёбер через
производящую функцию их блоков. В качестве приложения пере-
числяются точно и асимптотически кактусы с заданными числом
вершин и цикломатическим числом. Табл. 1, библиогр. 22.
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Введение

Рассматриваются неориентированные простые связные графы. Точ-

кой сочленения связного графа называется его вершина, после удаления
которой вместе с инцидентными ей рёбрами граф становится несвязным.
Блок (2-связный граф, неразделимый граф) — связный граф без точек со-
членения, а также максимальный связный нетривиальный подграф, не
имеющий точек сочленения [12]. Цикломатическим числом (цикличе-

ским рангом) связного графа называется увеличенная на единицу раз-
ность между числом рёбер графа и числом его вершин. k-Циклический

граф — граф с цикломатическим числом, равным k, эйлеров граф — связ-
ный граф, у которого каждая вершина имеет чётную степень[13].

Классическое функционально-дифференциальное уравнение связы-
вает производящие функции помеченных связных графов и их блоков.
В [4] из этого уравнения с помощью теоремы обращения Лагранжа полу-
чена формула, которая является инструментом для точного и асимптоти-
ческого перечисления помеченных графов в том случае, когда известна
производящая функция их блоков [7–9].

Данная статья является продолжением [4]. Теперь при перечислении
графов задаются не только число вершин графа, но и число его рёбер.
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В качестве приложения получены точные и асимптотические формулы
для чисел кактусов с заданными количеством вершин и цикломатиче-
ским числом.

Кактусы являются базовой моделью для ряда задач статистической
физики [19], комбинаторной оптимизации [16] и теории кодов, исправля-
ющих ошибки [21].

1. Формула для числа помеченных связных графов

с заданными количествами вершин и рёбер

Пусть Cn — число помеченных связных графов с n вершинами, аBn —
число помеченных блоков с n вершинами. Введём экспоненциальные про-
изводящие функции

C(x) =

∞∑

n=1

Cn
xn

n!
, B(x) =

∞∑

n=3

Bn
xn

n!
.

Известно следующее соотношение [12]:

lnC ′(t) = B′(tC ′(t)). (1)

Из него в работе автора [4] с помощью теоремы обращения Лагранжа
получена формула

Cn =
(n− 1)!

n
[xn−1] exp(nB′(x)) =

(n− 1)!

n
[x−1] exp(nB′(x))x−n. (2)

Напомним, что B(t) и C(t) являются формальными степенными ряда-
ми, [xi] — коэффициентный оператор и [x−1] — оператор формального
вычета [10].

Заметим, что в [3] дано альтернативное доказательство формулы (2)
и из неё выведено соотношение (1).

Пусть Cn,m — число помеченных связных графов с n вершинами и m
рёбрами, а Bn,m — число помеченных блоков с n вершинами иm рёбрами.
Введём экспоненциальные производящие функции

C(x, y) =
∞∑

n=1

n(n−1)/2∑

m=0

Cn,m
xnym

n!
, B(x, y) =

x2y

2
+

∞∑

n=3

n(n−1)/2∑

m=n

Bn,m
xnym

n!
.

Известно следующее классическое соотношение Риддела [17]:

ln
∂C(x, y)

∂x
=
∂B(z, y)

∂z
, z = x

∂C(x, y)

∂x
.
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Лемма 1. Число Cn,m помеченных связных графов с n вершинами
и m рёбрами равно

Cn,m =
(n− 1)!

n
[x−1y−1] exp

(
n
∂B(x, y)

∂x

)
x−ny−m−1. (3)

Доказательство. Ряды B(x, y) и C(x, y) являются формальными
степенными рядами, а [x−1y−1] — оператор формального вычета [10].
Будем рассматривать переменную y как параметр. Tогда

C(x, y) =
∞∑

n=1

Cn(y)
xn

n!
, Cn(y) =

n(n−1)/2∑

m=3

Cn,my
m.

С помощью леммы из [4] найдём

Cn(y) =
(n− 1)!

n
[x−1] exp

(
n
∂B(x, y)

∂x

)
x−n,

поэтому

Cn,m = [y−1]Cn(y)y
−m−1 =

(n− 1)!

n
[x−1y−1] exp

(
n
∂B(x, y)

∂x

)
x−ny−m−1.

Лемма 1 доказана.

Отметим, что при использовании формул (2) и (3) для перечисле-
ния связных графов из некоторого класса необходимо, чтобы этот класс
был блочно-устойчивым. Класс графов называется блочно-устойчивым,
если из принадлежности графа этому классу следует принадлежность
каждого его блока этому классу [15]. Классы планарных, внешнепланар-
ных, последовательно-параллельных графов, а также кактусов блочно-
устойчивы, а например, класс графов с заданным диаметром не блочно-
устойчивый.

2. Выражение числа помеченных связных графов с заданными

количеством вершин и цикломатическим числом

с помощью многочленов разбиений

Многочлены разбиений (многочлены Белла) Yn(x1, . . . , xn) могут быть
определены с помощью производящей функции [14]:

exp

( ∞∑

m=1

xm
tm

m!

)
=

∞∑

n=0

Yn(x1, . . . , xn)
tn

n!
, Y0 = 1. (4)
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Для этих многочленов известна формула [14]

Ym(x1, . . . , xm) =
∑

π(m)

m!

k1! · · · km!

(
x1
1!

)k1
· · ·
(
xm
m!

)km
,

где суммирование проводится по всем разбиениям π(m) числа m: k1 +
2k2 + · · ·+mkm = m, ki > 0, i = 1, . . . ,m.

Теорема 1. Пусть Yk(x1, . . . , xk) — многочлен разбиений, а Bk(z) —
экспоненциальная производящая функция для числа помеченных блоков
с цикломатическим числом k. Тогда число S(n, k) помеченных связных
графов с n вершинами и цикломатическим числом k при k > 0 равно

S(n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1] exp(nz)Yk(nB

′
1(z), . . . , nk!B

′
k(z))z

−n. (5)

Доказательство. Так как цикломатическое число k связного графа
выражается через число вершин графа n и число его рёберm по формуле
k = m− n+ 1 , в силу (3) имеем

S(n, k) = Cn,n+k−1 =
(n− 1)!

n
[x−1y−1] exp

(
n
∂B(x, y)

∂x

)
x−ny−n−k.

После замены переменной z = xy получим

B̃(z, y) =
z2

2y
+

∞∑

n=3

∞∑

k=1

Bn,n+k−1
znyk−1

n!
=
z2

2y
+

∞∑

k=1

Bk(z)y
k−1,

S(n, k) =
(n− 1)!

n
[z−1y−1] exp

(
ny
∂B̃(z, y)

∂z

)
z−ny−k−1

=
(n− 1)!

n
[z−1y−1] exp

(
nz +

∞∑

k=1

nB′
k(z)y

k

)
z−ny−k−1

=
(n− 1)!

n
[z−1y−1] exp(nz) exp

( ∞∑

k=1

xk
yk

k!

)
z−ny−k−1,

где xk = nk!B′
k(z). С помощью разложения (4) найдём

S(n, k) =
(n− 1)!

n
[z−1y−1] exp(nz)

∞∑

n=0

Yn(x1, . . . , xn)
yn−k−1

n!
z−n

=
(n− 1)!

nk!
[z−1] exp(nz)Yk(x1, . . . , xk)z

−n.

Теорема 1 доказана.
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Следствие 1. Пусть Yk(x1, . . . , xk) — многочлен разбиений, аBk(z) —
экспоненциальная производящая функция для числа помеченных блоков
с цикломатическим числом k. Тогда число S(n, k) помеченных связных
графов без мостов с n вершинами и цикломатическим числом k > 1
равно

S(n, k) =
(n− 1)!

nk!
[z−1]Yk(nB

′
1(z), . . . , nk!B

′
k(z))z

−n. (6)

Доказательство. Так как граф без мостов не имеет блоков, состо-
ящих из одного ребра, имеем

B̃(z, y) =
∞∑

k=1

Bk(z)y
k−1,

S(n, k) =
(n− 1)!

n
[z−1y−1] exp

(
ny
∂B̃(z, y)

∂z

)
z−ny−k−1

=
(n− 1)!

n

[
z−1y−1

] ∞∑

k=1

exp
(
nB′

k(z)y
k
)
z−ny−k−1

=
(n− 1)!

nk!

[
z−1
]
Yk(nB

′
1(z), . . . , nk!B

′
k(z))z

−n.

Следствие 1 доказано.

Следствие 2. ПустьBk(z) — экспоненциальная производящая функ-
ция для числа B(n, k) помеченных n-вершинных блоков с цикломатиче-
ским числом k. Тогда число S(n, 2) помеченных связных бициклических
графов без мостов с n вершинами и число S(n, 3) помеченных связных
трициклических графов без мостов с n вершинами соответственно равны

S(n, 2) = B(n, 2) +
n!

2
[z−1](B′

1(z))
2z−n,

S(n, 3) = B(n, 3) +
n!

6
[z−1](n(B′

1(z))
3 + 6B′

1(z)B
′
2(z))z

−n.

Доказательство. Так как Y2(x1, x2) = x21 + x2 и Y3(x1, x2, x3) =
x31 + 3x1x2 + x3 [14], из (6) следуют равенства

S(n, 2) =
(n− 1)!

2
[z−1](n(B′

1(z))
2 + 2B′

2(z))z
−n,

S(n, 3) =
(n− 1)!

6
[z−1](n2(B′

1(z))
3 + 6nB′

1(z)B
′
2(z) + 6B′

3(z))z
−n.
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Интегрируя по частям в каждом из этих равенств последнее слагаемое,
получим утверждение следствия.

Проверка показывает совпадение S(n, 2) и S(n, 3) с результатами, по-
лученными независимо в [5].

3. Перечисление помеченных кактусов с заданными

количеством вершин и цикломатическим числом

Кактусом называется связный граф, в котором нет рёбер, принад-
лежащих более чем одномy простомy циклy [13]. Все блоки кактуса —
рёбра или простые циклы.

Форд и Уленбек перечислили помеченные кактусы с заданным рас-
пределением числа вершин по циклам, а также нашли соответствующую
асимптотику при большом числе вершин [17, 18]. В [4] получена формула
для числа помеченных кактусов с заданным числом вершин, не содержа-
щая суммирования по всем разбиениям целого числа вершин. Г. Н. Бага-
ев и Е. Ф. Дмитриев без доказательства привели асимптотику для числа
помеченных кактусов с заданным цикломатическим числом [1].

Теорема 2. Число Ca(n, k) помеченных кактусов с n вершинами
и цикломатическим числом k при n > 3 и k > 1 равно

Ca(n, k) =
(n− 1)!

k!2k

n−2k−1∑

i=0

(
k + i− 1

k − 1

)
nn−k−i−2

(n− 2k − i− 1)!
. (7)

Доказательство. Рассмотрим специальный случай блоков связ-
ного графа. Обозначим через B(x, y) экспоненциальную производящую
функцию для числа помеченных блоков, которые являются ребром или
простым циклом. Так как число помеченных циклов с n вершинами и m
рёбрами равно δn,m(n− 1)!/2, где δn,m — символ Кронекера, получим

B(x, y) =
x2y

2
+

∞∑

n=3

n(n−1)/2∑

m=0

δn,m
1

2
(n−1)!

xnym

n!
=
x2y

2
+

∞∑

n=3

1

2
(n−1)!

xnyn

n!
,

∂B(x, y)

∂x
= xy +

x2y3

2(1− xy)
.

Применяя формулу (3), имеем

Ca(n, k) =
(n− 1)!

n
[x−1y−1] exp(nxy) exp

(
nx2y3

2(1− xy)

)
x−ny−m−1.



О перечислении помеченных связных графов 11О перечислении помеченных связных графов 11О перечислении помеченных связных графов 11

Разлагая экспоненты в степенной ряд, найдём

Ca(n, k) =
(n− 1)!

n
[x−1y−1]

∞∑

p=0

npxpyp

p!

∞∑

q=0

nqx2qy3q

q!2q(1− xy)q
x−ny−m−1.

Используя известный ряд [11]

(1− z)−q =
∞∑

i=0

(
i+ q − 1

i

)
zi, (8)

имеем

Ca(n, k) =
(n− 1)!

n
[x−1y−1]

×
∞∑

p=0

∞∑

q=0

∞∑

i=0

np+q

p!q!2q

(
i+ q − 1

i

)
xp+2q+i−nyp+3q+i−m−1.

Решая систему p + 2q + i − n = −1, p + 3q + i −m − 1 = −1, получим
q = m− n+ 1, p = n− 2q − i− 1 = 3n− 2m− i− 3. Следовательно,

Ca(n, k) =
(n− 1)!

n

∞∑

i=0

n2n−m−i−22n−m−1

(m− n− 1)!(3n− 2m− i− 3)!

(
m− n+ i

i

)
.

Учитывая, что k = m− n+ 1, найдём

Ca(n, k) =
(n− 1)!

nk!2k

∞∑

i=0

(
k + i− 1

i

)
nn−k−i−1

(n− 2k − i− 1)!
.

Так как факториал (n − 2k − i − 1)! в знаменателе обнуляет слагаемые
при n− 2k − i− 1 < 0, теорема 2 доказана.

Следствие 3. Число помеченных унициклических графов U(n) с n
вершинами равно

U(n) =
(n− 1)!

2

n−3∑

k=0

nk

k!
.

Доказательство. Поскольку унициклический граф является уни-
циклическим кактусом, в силу формулы (7) имеем

U(n) = Ca(n, 1) =
(n− 1)!

2

n−3∑

i=0

nn−i−3

(n− i− 3)!
,
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что совпадает с классической формулой Реньи. Следствие 3 доказано.

В табл. 1 представлены числа бициклических Ca(n, 2), трицикличе-
ских Ca(n, 3) и тетрациклических Ca(n, 4) кактусов, вычисленные по
формуле (7) с помощью Maple.

Т а б л и ц а 1

n 5 6 7 8 9 10 11
Ca(n, 2) 15 720 26145 893760 30793770 1098921600 41102543790
Ca(n, 3) 0 0 735 73920 5000940 292320000 16132173750
Ca(n, 4) 0 0 0 0 76545 13230000 1440175275

Теорема 3. Число C̃a(n, k) помеченных эйлеровых кактусов с n вер-
шинами и цикломатическим числом k при n > 3 и k > 1 равно

C̃a(n, k) =
(n− 1)!nk−1

k!2k

(
n− k − 2

k − 1

)
.

Доказательство. Так как у эйлеровых кактусов нет блоков, состо-
ящих из одного ребра [7], производящая функция для блоков имеет вид

B̃(x, y) =
∞∑

n=3

1

2
(n− 1)!

xnyn

n!
,

∂B̃(x, y)

∂x
=

x2y3

2(1− xy)
.

С помощью формулы (1) получим

C̃a(n, k) =
(n− 1)!

n
[x−1y−1] exp

(
nx2y3

2(1− xy)

)
x−ny−m−1.

Разлагая экспоненту в степенной ряд и используя ряд (8), найдём

C̃a(n, k) =
(n− 1)!

n
[x−1y−1]

∞∑

q=0

nqx2qy3q

q!2q(1− xy)q
x−ny−m−1

=
(n− 1)!

n
[x−1y−1]

∞∑

q=0

∞∑

i=0

nq

q!2q

(
i+ q − 1

i

)
x2q+i−ny3q+i−m−1.

Решая систему 2q + i − n = −1, 3q + i − m − 1 = −1, получим q =
m− n+ 1, i = m− 3q = 3n− 2m− 3. Следовательно,

C̃a(n, k) =
(n− 1)!

n

nk

k!2k

(
2n−m− 3

m− n

)
.
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Учитывая, что k = m− n+ 1, окончательно получим

C̃a(n, k) =
(n− 1)!nk−1

k!2k

(
n− k − 2

k − 1

)
.

Теорема 3 доказана.

Следствие 4. Число помеченных бициклических эйлеровых графов en
с n вершинами равно

en =
n− 4

8
n!.

Доказательство. Так как бициклических эйлеровых блоков не су-
ществует [6], все бициклические эйлеровы графы — кактусы. Поэтому
в силу теоремы 3 получим

en = C̃a(n, 2) =
(n− 1)!n

2!22

(
n− 4

1

)
=
n− 4

8
n!,

что совпадает с результатом автора, полученным в [6]. Следствие 4 до-
казано.

4. Асимптотическое перечисление помеченных кактусов

с заданными количеством вершин и цикломатическим

числом

Лемма 2. Пусть U(a, b, z) — вырожденная гипергеометрическая
функция Трикоми. Тогда при фиксированных числах a и k, k — целое
число, и b→ ∞ верна асимптотическая формула

U(a, b− k, b) ∼
√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) .

Доказательство. Для U(a, b, z) при фиксированном числе a
и b→ ∞ известна асимптотическая формула [20].

U(a, b, b) ∼
√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) .

В силу рекуррентного соотношения [20]

U(a, b− 1, b) = U(a, b, b)− aU(a+ 1, b, b)

имеем
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U(a, b− 1, b) ∼
√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) − a

√
π

(2b)(a+1)/2Γ
(
a+2
2

)

=

√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

)
(
1− aΓ

(
a+1
2

)

(2b)1/2Γ
(
a+2
2

)
)

∼
√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) .

Лемма верна при k = 1. Используем индукцию по k. Допустим, что
лемма верна для U(a, b − k, b), k > 1, и докажем, что она верна для
U(a, b− k − 1, b).

Опять с помощью рекуррентного соотношения и асимптотики для
U(a, b, z) найдём

U(a, b− k − 1, b) = U(a, b− k, b)− aU(a+ 1, b− k, b)

∼
√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) − a

√
π

(2b)(a+1)/2Γ
(
a+2
2

)

=

√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

)
(
1− aΓ

(
a+1
2

)

(2b)1/2Γ
(
a+2
2

)
)

∼
√
π

(2b)a/2Γ
(
a+1
2

) .

Лемма 2 доказана.

Теорема 4. Для числа Ca(n, k) помеченных кактусов с n вершинами
и фиксированным цикломатическим числом k > 1 при n → ∞ верна
асимптотическая формула

Ca(n, k) ∼
√
π

23k/2k!Γ
(
k+1
2

)nn+ 3k
2
−2.

Доказательство. Выведем из формулы (7) интегральное представ-

ление для чисел Ca(n, k). Так как n! =
∞∫
0

e−ttndt, имеем

Ca(n, k) =
(n− 1)!

k!2k

n−2k−1∑

i=0

(k + i− 1)!nn−k−i−2

(k − 1)!i!(n− 2k − i− 1)!

=
(n− 1)!

k!(k − 1)!2k(n− 2k − 1)!

n−2k−1∑

i=0

(
n− 2k − 1

i

)
nn−k−i−2(k + i− 1)!

=
(n− 1)!nn−k−2

k!(k − 1)!2k(n− 2k − 1)!

∞∫

0

e−ttk−1
n−2k−1∑

i=0

(
n− 2k − 1

i

)(
t

n

)i
dt

=
(n− 1)!nn−k−2

k!(k − 1)!2k(n− 2k − 1)!

∞∫

0

e−ttk−1

(
1 +

t

n

)n−2k−1

dt.
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После замены переменной t = nx в интеграле получим

Ca(n, k) =
(n− 1)!nn−2

k!(k − 1)!2k(n− 2k − 1)!

∞∫

0

e−nxxk−1(1 + x)n−2k−1 dx.

Используем интегральное представление для вырожденной гипергеомет-
рической функции Трикоми U(a, b, z) [20]:

U(a, b, z) =
1

Γ
(
a)

∞∫

0

e−ztta−1(1 + t)b−a−1 dt.

В нашем случае a = k, b = n− k, z = n, следовательно,

Ca(n, k) =
(n− 1)!nn−2

k!2k(n− 2k − 1)!
U(k, n− k, n).

Применяя лемму 2, найдём

Ca(n, k) ∼ (n− 1)!nn−2

k!2k(n− 2k − 1)!

√
π

(2n)k/2Γ
(
k+1
2

) .

Учитывая, что n!/(n−m)! ∼ nm при фиксированном m и n→ ∞, полу-
чим утверждение теоремы. Теорема 4 доказана.

Г. Н. Багаев и Е. Ф. Дмитриев дали без доказательства асимптоти-
ческую формулу при фиксированном k и n→ ∞ [1]:

Ca(n, k) ∼ Ak
k!(k − 1)!!2k

nn+
3
2
k−2,

где Ak =
√

π
2 при k = 2l + 1 и Ak = 1 при k = 2l.

Поскольку [11] Γ
(
k + 1

2

)
=

√
π

2k
(2k − 1)!! , при k = 2l имеем (k − 1)!! =

2l√
πΓ
(
l+ 1

2
)
, следовательно,

Ca(n, k) ∼
√
π

k!2l22lΓ
(
l + 1

2

)nn+ 3
2
k−2 =

√
π

23k/2k!Γ
(
k+1
2

)nn+ 3k
2
−2.

При k = 2l + 1 имеем (k − 1)!! = (2l)!! = 2ll!, стало быть,

Ca(n, k) ∼
√
π/2

k!2ll!2k
nn+

3
2
k−2 =

√
π

23k/2k!Γ
(
k+1
2

)nn+ 3k
2
−2.



16 В. А. Воблый16 В. А. Воблый16 В. А. Воблый

Таким образом, асимптотика Багаева — Дмитриева полностью сов-
падает с асимптотикой из теоремы 4.

Зададим на множестве помеченных связных графов равномерное рас-
пределение вероятностей.

Следствие 5. Пусть Pk(n) — вероятность того, что помеченный
связный граф с n вершинами и цикломатическим числом k является
кактусом. Тогда при фиксированном k > 1 и n→ ∞

Pk(n) ∼
2k−2Γ

(
3k−1
2

)

3kk!(k − 1)!Γ
(
k+1
2

)
dk−1

,

где d0 =
1
6 , а dk — коэффициенты Степанова — Райта [2, 22],

d1 = d2 =
5

36
, dk+1 = dk +

k−1∑

s=1

dsdk−s
(s+ 1)

(
k
s

) , k > 2.

Доказательство. Пусть f(n, n + k) — число помеченных связных
графов с n вершинами и n + k рёбрами. Райт [22] доказал, что при 0 6

k = o(n1/3) и n→ ∞ верна асимптотика

f(n, n+k) ∼ fkn
n+(3k−1)/2, f0 = (π/8)1/2, fk =

√
π3k(k − 1)!dk

2(5k−1)/2Γ
(
3
2k
) , k > 1.

Поскольку число рёбер связного графа с n вершинами и цикломатиче-
ским числом k равно n+ k − 1, при n→ ∞ имеем

Pk(n) =
Ca(n, k)

f(n, n+ k − 1)
∼

√
πnn+

3k
2
−2

23k/2k!Γ
(
k+1
2

)
fk−1nn+(3k−4)/2

.

Умножая числитель и знаменатель дроби для fk на 3
2k, с учётом тожде-

ства для гамма-функции kΓ
(
k) = Γ

(
k + 1) найдём

fk =

√
π3k 32k(k − 1)!dk

2(5k−1)/2 3
2kΓ

(
3
2k
) =

√
π3k+1k!dk

2(5k+1)/2Γ
(
3
2k + 1

) ,

fk−1 =

√
π3k(k − 1)!dk−1

2(5k−4)/2Γ
(
3k−1
2

) .

Подставляя выражение fk−1 в формулу для Pk(n), получим утверждение
следствия. В частности, имеем

P1(n) ∼ 1, P2(n) ∼
3

5
, P3(n) ∼

4

15
.

Следствие 5 доказано.
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ENUMERATION OF LABELED CONNECTED GRAPHS
WITH GIVEN ORDER AND NUMBER OF EDGES
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Abstract. We deduce a new formula for the number of labeled connected
graphs with a given order and number of edges in terms of the block gen-
erating function. Applying this formula, we exactly and asymptotically
enumerate cacti with given order and cyclomatic number. Tab. 1, bibli-
ogr. 22.
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