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Аннотация. Статья посвящена проблемам поиска конкурентного
равновесия (распределение потоков с равным временем перемеще-
ния по альтернативным маршрутам) и системного оптимума (рас-
пределение потоков с минимальным средним временем перемеще-
ния) в сети из параллельных каналов с одной парой исток-сток. Вре-
мя перемещения по каналам моделируется произвольными гладкими
неубывающими функциями. Доказано, что задача поиска равновес-
ного и оптимального потоков для данной сети может быть сведена
к задаче поиска неподвижной точки, выраженной в явном виде. Раз-
работан метод поиска равновесного и оптимального распределений
потоков в виде процедуры простой итерации. Доказана сходимость
метода со скоростью геометрической прогрессии, а при дополнитель-
ных достаточно естественных условиях доказана квадратичная схо-
димость метода. Библиогр. 30.
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Введение

В 1952 г. Вардроп сформулировала два принципа распределения по-
токов в сети [24]. Согласно первому принципу потоки в сети распределя-
ются так, что время движения по всем используемым маршрутам одина-
ково и меньше времени свободного движения по неиспользуемым марш-
рутам между любой фиксированной парой исток-сток. Таким образом,
первый принцип Вардроп описывает ситуацию равновесного распределе-
ния потоков, называемую конкурентным равновесием (user equilibrium).
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Согласно второму принципу потоки в сети распределяются так, что сред-
нее время движения по всем используемым маршрутам сети минималь-
но. Таким образом, второй принцип Вардроп описывает ситуацию опти-
мального распределения потоков, называемую системным оптимумом

(system optimum).

На сегодняшний день задачи поиска конкурентного равновесия и си-
стемного оптимума являются крайне актуальными исследовательскими
проблемами как с практической, так и с теоретической точки зрения.
Возрастающие масштабы сетей, обладающих высокой внутренней связ-
ностью, в частности, транспортных и телекоммуникационных, требуют
развития новых методологических инструментов их анализа и констру-
ирования. В связи с этим изучением проблем равновесного и оптималь-
ного распределений потоков в сети занимается большое количество ис-
следователей по всему миру [8, 20, 25, 30].

Наиболее часто модели и методы оценки распределения потоков в се-
тях используются для их модернизации (network design problem) [15].
При этом под модернизацией обычно понимают добавление новых дуг
к существующей сети или удаление старых. В процессе решения такой
задачи может проявляться так называемый парадокс Браесса, который
концептуально непосредственно связан с основными принципами распре-
деления потоков в сети [7]. Разработка алгоритмов направленной пере-
дачи информации зачастую требует использования подходов оптималь-
ного распределения потоков [10]. Решение задачи управления светофо-
рами в сетях (signal traffic control) также редко может быть получено без
привлечения принципов распределения [13]. Усложнением моделирова-
ния процессов, происходящих в сетях, явилось развитие методов оценки
динамического распределения потоков (dynamic flow assignment) [14].

Встречаются теоретико-игровые постановки задачи распределения
потоков. В [2] приводится двухуровневая постановка задачи распреде-
ления потоков в сети при наличии конкурирующих между собой двух
групп пользователей нижнего уровня [29]. Распределение потоков в усло-
виях конкуренции произвольного числа групп пользователей рассмотре-
но в [3, 5, 9, 10, 26]. Обширный обзор применения методов теории игр при
моделировании распределения потоков в сетях в зарубежной литературе
дан в [18]. Статья [27] посвящена проблеме распределения потоков, когда
предполагается наличие выделенных полос для экологически безопас-
ного транспорта. Более обширному анализу этой проблемы посвящена
глава в монографии [28].

Данная работа концентрируется на проблеме распределения потоков
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в сети из параллельных каналов. В предыдущих статьях, посвящённых
анализу сетей из параллельных каналов, время перемещения из истока
в сток моделировалось при помощи линейных BPR-функций [4, 6]. По-
казано, что для таких сетей равновесное распределение потоков может
быть получено в явном виде. Процедура поиска ненулевых маршрутов
в сети из параллельных каналов с произвольной BPR-функцией разра-
ботана в [19]. В настоящей статье время перемещения из истока в сток
будет моделироваться при помощи произвольной гладкой неубывающей
функции. Будет показано, что в таком случае удаётся свести задачу по-
иска распределения потоков к задаче поиска неподвижной точки. При
этом будет доказано, что реализация процедуры простой итерации, воз-
никающей вследствие преобразования исходной задачи к задаче поиска
неподвижной точки, приводит к сходимости со скоростью геометриче-
ской прогрессии, а при дополнительных достаточно естественных усло-
виях имеет место квадратичная сходимость.

Следует отметить, что формализация проблемы поиска равновесного
распределения потоков в сети в виде задачи поиска неподвижной точки
производилась в [16, 17]. Однако представленная там формализация но-
сит обобщённый характер, указывая на то, что, в принципе, существует
возможность такой формализации и, соответственно, возможность при-
менения методов решения задач поиска неподвижной точки к решению
задачи распределения потоков в сети. При этом специальных методов
решения задачи распределения потоков, представленной в виде задачи
поиска неподвижной точки, разработано не было и данный инструмен-
тарий больше не развивался [22]. Вклад настоящей работы, помимо про-
чего, заключается в том, что, не прибегая к инструментарию решения
задач о неподвижной точке, удалось свести задачу распределения пото-
ков в сети из параллельных каналов к нахождению неподвижной точки
явно выраженного отображения. Более того, показано, что возникающие
при этом процедуры простой итерации обладают квадратичной сходимо-
стью при достаточно естественных условиях.

Таким образом, в настоящей работе построен новый алгоритм рас-
пределения потоков в сети с одной парой исток-сток (single-commodity)
и параллельными маршрутами, обладающий квадратичной сходимо-
стью. Построенный алгоритм вносит вклад в развитие класса методов
параллельной декомпозиции (parallel decomposition algorithms) [22]. Ме-
тоды данного класса решают задачу распределения потоков в произволь-
ной сети с множеством пар исток-сток (multi-commodity) посредством
разбиения этой сети на подсети с одной парой исток-сток и параллель-
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ного решения задач распределения потоков в этих сетях [12, 21, 22].
Статья построена следующим образом. Разд. 1 посвящён вопросу кон-

курентного равновесия в сети из параллельных каналов. Оптимизацион-
ная задача поиска конкурентного равновесия сводится к задаче поиска
неподвижной точки, доказывается сходимость возникающего итерацион-
ного процесса к конкурентному равновесию. Разд. 2 посвящён исследо-
ванию системного оптимума в сети из параллельных каналов. В разд. 3
приводится алгоритм решения одной задачи нелинейной оптимизации.

1. Конкурентное равновесие в сети из параллельных каналов

Рассмотрим сеть, представленную ориентированным графом G, со-
стоящим из двух узлов (исток, сток) и n непересекающихся дуг (маршру-
тов). Будем называть такую сеть сетью из параллельных каналов. Сово-
купный поток между истоком и стоком будем обозначать через F , а рас-

пределение F по дугам будем обозначать через fi > 0, i = 1, n,
n∑
i=1

fi = F .

Время перемещения потока из истока в сток по дуге будем описывать
гладкой неубывающей функцией на множестве неотрицательных веще-
ственных чисел: ti ∈ C1(R+), ti(x) − ti(y) > 0 при x − y > 0, x, y ∈ R

+,
i = 1, n, где R

+ — множество неотрицательных вещественных чисел. Бо-
лее того, считаем, что ti(x) > 0, x > 0 и ∂ti(x)/∂x > 0, x > 0, i = 1, n.
Данная функция называется задержкой или стоимостью при переме-
щении по дуге. Также введём f = (f1, . . . , fn), t(f) = (t1(f1), . . . , tn(fn))
и f = fT.

Конкурентным равновесием (user-equilibrium) в сети из параллель-
ных каналов является такое распределение потока F по имеющимся ду-
гам f∗ = (f∗1 , . . . , f

∗
n), что время передвижения из истока в сток одина-

ково для каждой используемой дуги и меньше времени свободного дви-
жения по любой неиспользуемой дуге [11, 24]:

ti(f
∗
i )

{
= t∗ > 0 при f∗i > 0,
> t∗ при f∗i = 0,

i = 1, n.

Доказано, что задача поиска конкурентного равновесия может быть
сформулирована в виде оптимизационной задачи [23]. В случае сети из
параллельных каналов имеет место следующая оптимизационная задача
для поиска конкурентного равновесия:

min
f
z(f) = min

f

n∑

i=1

fi∫

0

ti(u) du (1)
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при ограничениях
n∑

i=1

fi = F, (2)

fi > 0. (3)

Введём дополнительные обозначения:

ϕi(x) = ti(x)−
dti(x)

dx
x, ψi(x) =

1
dti(x)
dx

, i = 1, n.

Теорема 1. Оптимизационная задача (1)–(3) эквивалентна следую-
щей задаче поиска неподвижной точки:

f = Φ(f), (4)

где компоненты f и t(f) перенумерованы таким образом, что

ϕ1(f1) 6 · · · 6 ϕn(fn), (5)

а компоненты Φ(f) = (Φ1(f), . . . ,Φn(f))
T имеют вид

Φi(f) =





ψi(fi)
F+

m∑

s=1
ϕs(fs)ψs(fs)

m∑

s=1
ψs(fs)

− ϕi(fi)ψi(fi) при i 6 m,

0 при i > m,

(6)

причём m определяется из условия

m∑

i=1

ψi(fi)[ϕm(fm)− ϕi(fi)] 6 F <
m+1∑

i=1

ψi(fi)[ϕm+1(fm+1)− ϕi(fi)]. (7)

Доказательство. Для удобства изложения доказательства поде-
лим его на три части.

(I) Аппроксимируем гладкие неубывающие функции ti(fi) ∈ C1(R+)
при fi > 0 кусочно-линейными:

ti(fi) ≈ t̂i(fi) =
qi∑
j=1

[
aji + bjifi

]
δIji , i = 1, n,

где

δIji =

{
1 при fi ∈ Ij ,
0 в противном случае,
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а Ii =
(
I1i , . . . , I

qi
i

)
— множество интервалов, соответствующих линей-

ным отрезкам кусочно-линейной функции t̂i(fi), с заданной точностью ε:∣∣ti(fi)− t̂i(fi)
∣∣ < ε, fi > 0, i = 1, n.

Сформулируем задачу поиска конкурентного равновесия в сети из
параллельных каналов (1)–(3) для случая кусочно-линейных функций
задержки:

min
f
ẑ(f) = min

f

n∑

i=1

fi∫

0

qi∑

j=1

[
aji + bjiu

]
δIji du (8)

при ограничениях
n∑

i=1

fi = F, (9)

fi > 0. (10)

Применим условия Куна — Таккера к оптимизационной задаче (8)–(10),
продифференцировав лагранжиан

L =
n∑

i=1

fi∫

0

qi∑

j=1

[
aji + bjiu

]
δIji du+ ω

(
F −

n∑

i=1

fi

)
+

n∑

i=1

(−ηi)fi

по fi и приравняв полученное выражение к нулю:

∂L

∂fi
=

qi∑

j=1

[
aji + bjifi

]
δIji − ω − ηi = 0,

где ω и ηi, i = 1, n, — множители Лагранжа. Таким образом, получаем

t̂i(fi) =

qi∑

j=1

[
aji + bjifi

]
δIji = ω + ηi, i = 1, n. (11)

Условие дополняющей нежёсткости требует, чтобы выполнялись ра-
венства ηifi = 0 для всех i = 1, n. В таком случае если fi > 0, то ηi = 0
и согласно (11) имеем

t̂i(fi) =

qi∑

j=1

[
aji + bjifi

]
δIji = ω.

С другой стороны, если fi = 0, то ηi > 0 и согласно (11)

t̂i(fi) =

qi∑

j=1

[
aji + bjifi

]
δIji > ω.
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Полученные соотношения могут быть выписаны в виде следующего усло-
вия:

t̂i(fi) =

qi∑

j=1

[
aji + bjifi

]
δIji

{
= ω, если fi > 0,
> ω, если fi = 0,

i = 1, n. (12)

Выразим fi через ω, воспользовавшись условием (12):

fi =





qi∑
j=1

[
ω−aji
bji

]
δIji , если

qi∑
j=1

aji δI
j
i 6 ω,

0, если
qi∑
j=1

aji δI
j
i > ω,

i = 1, n. (13)

Функции t̂i(fi) для всех i = 1, n выпуклы, а следовательно, условия
Куна — Таккера являются необходимыми и достаточными. Таким об-
разом, можно утверждать, что распределение f∗ образует конкурентное
равновесие в сети из параллельных каналов тогда и только тогда, ко-
гда существует ω∗ такое, что f∗ и ω∗ удовлетворяют соотношению (12)
и, следовательно, соотношению (13).

(II) Предположим, что f∗ и ω∗ определены. Тогда каждому f∗i , i =
1, n, соответствует фиксированный интервал Ijii

∗
и коэффициенты ajii

∗

и bjii
∗

соответственно. Без ограничения общности перенумеруем дуги так,
чтобы выполнялось соотношение

aj11
∗
6 · · · 6 ajnn

∗
. (14)

В качестве m возьмём номер дуги такой, что ajmm
∗
6 ω∗ < a

jm+1

m+1

∗
. Тогда,

подставляя выражение (13) в (9), имеем
n∑

i=1

fi =
m∑

i=1

[
ω∗ − ajii

∗

bjii
∗

]
= F, (15)

следовательно, можно явно выразить ω∗:

ω∗ =
F +

m∑
i=1

ajii
∗

m∑
i=1

1

b
ji
i

∗

. (16)

Подставляя (16) в (13), получаем явное выражение для f∗:

f∗i =





1

bji
∗

F+
m∑

i=1
a
ji
i

∗

m∑

i=1

1

b
ji
i

∗

− aji
∗

bji
∗ , если i 6 m,

0, если i > m,

i = 1, n. (17)
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Определим значение m, воспользовавшись выражением (15) и соотноше-

нием ajmm
∗
6 ω∗ < a

jm+1

m+1

∗
:

m∑

i=1

[
ajmm

∗ − ajii
∗

bjii
∗

]
6 F <

m+1∑

i=1

[
a
jm+1

m+1

∗ − ajii
∗

bjii
∗

]
. (18)

Таким образом, конкурентное равновесие в сети из параллельных ка-
налов с кусочно-линейными функциями задержки на дугах выражается
соотношением (17) при выполнении (14) и условии (18).

(III) Кусочно-линейные функции t̂i(fi), i = 1, n, заданы таким обра-
зом, что ∣∣t̂i(fi)− ti(fi)

∣∣ < ε, fi > 0,

следовательно,
∣∣aji + bjifi− ti(fi)

∣∣ < ε, fi ∈ Iji , j = 1, qi, i = 1, n. При этом

для всех i = 1, n, j = 1, qi в граничных точках интервала Iji =
[
ḟ ji ; f̈

j
i

]

значение кусочно-линейной функции t̂i(fi) полностью совпадает со зна-
чением функции ti(fi) (в силу определения кусочно-линейной функции):

{
aji + bji ḟ

j
i = ti

(
ḟ ji
)
,

aji + bji f̈
j
i = ti

(
f̈ ji
)
,

j = 1, qi, i = 1, n,

откуда получаем

bji =
ti
(
f̈ ji
)
− ti

(
ḟ ji
)

f̈ ji − ḟ ji
, j = 1, qi, i = 1, n, (19)

aji = ti
(
f̈ ji
)
− ti

(
f̈ ji
)
− ti

(
ḟ ji
)

f̈ ji − ḟ ji
f̈ ji , j = 1, qi, i = 1, n. (20)

При ε → 0 интервалы Iji для всех j = 1, qi, i = 1, n «сжимаются»
в точку f̂ ji , а для выражений (19) и (20) имеют место следующие преде-
лы:

lim
ε→0

bji =
dti
(
f̂ ji
)

dfi
, j = 1, qi, i = 1, n, (21)

lim
ε→0

aji = ti
(
f̂ ji
)
− dti

(
f̂ ji
)

dfi
f̂ ji , j = 1, qi, i = 1, n. (22)

В п. (II) доказано, что конкурентное равновесие в сети из параллель-
ных каналов с кусочно-линейными функциями задержки на дугах выра-
жается соотношением (17) при условии (14) и выполнении (18). При этом
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данное утверждение справедливо в случаях кусочно-линейных функций,
приближающих исходные функции задержки со сколь угодно большой
точностью. Таким образом, в силу гладкости функций задержки при
ε → 0 согласно выражениям (21) и (22) соотношения (17), (14) и (18)
примут вид (6), (5) и (7) соответственно. Теорема 1 доказана.

Теорема 1 говорит об эквивалентности задачи поиска конкурентного
равновесия, сформулированной в виде оптимизационной задачи (1)–(3),
и задачи поиска неподвижной точки (4) для сети из параллельных ка-
налов. В свою очередь, благодаря представлению задачи поиска конку-
рентного равновесия в виде (4) нахождение равновесного распределения
потоков в сети из параллельных каналов может быть реализовано в виде
следующего процесса простой итерации:

f
k+1 = Φ(fk), (23)

где компоненты f
k и t(f) на (k + 1)-м шаге перенумерованы так, что

ϕ1

(
fk1
)
6 · · · 6 ϕn

(
fkn
)
,

а компоненты Φ(fk) = (Φ1(f
k), . . . ,Φn(f

k))T имеют вид

Φi(f
k) =





ψi
(
fki
)F+

mk
∑

s=1
ϕs(fks )ψs(fks )

mk∑

s=1
ψs(fks )

− ϕi
(
fki
)
ψi
(
fki
)

при i 6 mk,

0 при i > mk,

где mk определяется из условия

mk∑

i=1

ψi
(
fki
)[
ϕmk

(
fkmk

)
− ϕi

(
fki
)]

6 F

<
mk+1∑

i=1

ψi
(
fki
)[
ϕmk+1

(
fkmk+1

)
− ϕi

(
fki
)]
.

Теорема 2. Существует δ-окрестность точки f
∗ такая, что при лю-

бом выборе начального приближения f
0 из этой окрестности последова-

тельность {fk} итерационного процесса (23) не выходит из неё и имеет
место сходимость этой последовательности со скоростью геометрической
прогрессии к точке f

∗.
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Доказательство. Ради удобства дальнейшего изложения будем ис-
пользовать следующую общепринятую запись для обозначения произ-
водной: dti(fi)

dfi
= t′i(fi). В таком случае произведение ϕi(fi) и ψi(fi) при-

мет следующий вид для всех i = 1, n:

ϕi(fi)ψi(fi) =
ti(fi)− t′i(fi)fi

t′i(fi)
=
ti(fi)

t′i(fi)
− fi. (24)

Рассмотрим (k + 1)-й шаг итерационного процесса (23), на котором
при i 6 mk с учётом (24) Φi(f

k) примут вид

Φi(f
k) = fki − ti

(
fki
)

t′i
(
fki
) +

F −
mk∑
s=1

[
fks − ts(fks )

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

.

Таким образом, итерационный процесс (23) имеет следующий явный вид
на (k + 1)-м шаге при i 6 mk:

fk+1
i = fki − ti

(
fki
)

t′i
(
fki
) +

F −
mk∑
s=1

[
fks − ts(fks )

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

. (25)

Пусть f∗ — распределение, соответствующее конкурентному равнове-
сию потоков в сети. Рассмотрим разность

(
fk+1
i − f∗i

)
при i 6 mk. Будем

считать, что fk принадлежит такой δ-окрестности f∗, что mk = m∗,

и тогда имеют место следующие два соотношения: F =
m∗∑
s=1

f∗s =
mk∑
s=1

f∗s

и ti
(
f∗i
)
= t∗ > 0 для всех i = 1,mk, а значит,

fk+1
i − f∗i =

(
fki − f∗i

)
− ti

(
fki
)

t′i
(
fki
) +

F −
mk∑
s=1

[
fks − ts(fks )

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

=
(
fki − f∗i

)
−
(
ti
(
fki
)
− ti

(
f∗i
))

+ t∗

t′i
(
fki
) −

mk∑
s=1

[
(fks − f∗s )− (ts(fks )−ts(f∗s ))+t∗

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )
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=
(
fki − f∗i

)
−
(
ti
(
fki
)
− ti

(
f∗i
))

t′i
(
fki
) − t∗

t′i
(
fki
) −

mk∑
s=1

[
(fks − f∗s )− (ts(fks )−ts(f∗s ))

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

+
t∗

t′i
(
fki
)

mk∑
s=1

1
t′s(f

k
s )

mk∑
s=1

1
t′s(f

k
s )

=
(
fki − f∗i

)
−
(
ti
(
fki
)
− ti

(
f∗i
))

t′i
(
fki
)

−

mk∑
s=1

[
(fks − f∗s )− (ts(fks )−ts(f∗s ))

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

,

таким образом,

fk+1
i − f∗i =

=
(
fki − f∗i

)
−
(
ti
(
fki
)
− ti

(
f∗i
))

t′i
(
fki
) −

mk∑
s=1

[(
fks − f∗s

)
− (ts(fks )−ts(f∗s ))

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

. (26)

Ради удобства последующих построений введём дополнительные обозна-
чения:

ξi(x) = (x− f∗i )−
(
ti(x)− ti

(
f∗i
))

t′i(x)
, ςi(x) =

mk∑

s=1

t′i(x)
t′s(fks )

, i = 1,mk,

в таком случае, соотношение (26) примет вид:

fk+1
i − f∗i = ξi

(
fki
)
−

mk∑
s=1

ξs(f
k
s )

ς
(
fki
) . (27)

Заметим, что если воспользоваться формулой конечных приращений
(теоремой Лагранжа о среднем значении), то для всех i = 1,mk имеет
место равенство ti

(
fki
)
− ti

(
f∗i
)
= t′i

(
θki
)
(fki − f∗i ), где θki принадлежит

интервалу между точками fki и f∗i и, следовательно, справедливо пред-
ставление

ξi
(
fki
)
=

[
1− t′i(θ

k
i )

t′i
(
fki
)
](
fki − f∗i

)
, i = 1,mk. (28)
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Обозначив Ui
(
fki
)

=
[
1 − t′i(θ

k
i )

t′i(f
k
i )

]
, i = 1,mk, а U(fk) =

(
U1

(
fk1
)
, . . .,

Umk

(
fk
mk

))
и подставив (28) в (27):

fk+1
i − f∗i = Ui

(
fki
)(
fki − f∗i

)
−

mk∑
s=1

Us
(
fks
)(
fks − f∗s

)

ς
(
fki
) ,

получаем оценку

∣∣fk+1
i − f∗i

∣∣ 6
∣∣Ui
(
fki
)∣∣ ·
∣∣fki − f∗i

∣∣+ 1

ς
(
fki
) ·

mk∑

s=1

∣∣Us
(
fks
)∣∣ ·
∣∣fks − f∗s

∣∣. (29)

Просуммируем левые части неравенства (29) по i = 1,mk, заметив,
что

mk∑

i=1

1

ς
(
fki
) =

mk∑

i=1

1

t′i
(
fki
) · 1

mk∑
s=1

1
t′s(f

k
s )

= 1.

Тогда

mk∑

i=1

∣∣fk+1
i − f∗i

∣∣ 6
mk∑

i=1

∣∣Ui
(
fki
)∣∣ ·
∣∣fki − f∗i

∣∣+
mk∑

s=1

∣∣Us
(
fks
)∣∣ ·
∣∣fks − f∗s

∣∣,

стало быть,

mk∑

i=1

∣∣fk+1
i − f∗i

∣∣ 6
mk∑

i=1

∣∣2Ui
(
fki
)∣∣ ·
∣∣fki − f∗i

∣∣. (30)

Имеет место сходимость
∥∥U
(
fk
)∥∥→ 0 при fk → f∗, т. е.

∀ε : 0 < ε < 1 ∃ρ : ‖2U
(
fk
)∥∥ 6 ε < 1 при fk ∈ Sρ(f

∗),

где Sρ(f∗) = {f : ‖f − f∗‖ 6 ρ}. Таким образом, из принадлежности
fk ∈ Sρ(f

∗) и неравенства (30) следует, что

mk∑

i=1

∣∣fk+1
i − f∗i

∣∣ 6 ε
mk∑

i=1

∣∣fki − f∗i
∣∣ 6 ερ < ρ,
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а значит, fk+1 ∈ Sρ(f
∗). Тем самым если f0 ∈ Sρ(f

∗), то {fk} ∈ Sρ(f
∗)

и имеет место оценка

mk∑

i=1

∣∣fki − f∗i
∣∣ 6 εk

mk∑

i=1

∣∣f0i − f∗i
∣∣,

откуда и следует сходимость последовательности {fk}, причём со скоро-
стью геометрической прогрессии. Теорема 2 доказана.

Заметим, что теорема 2 справедлива для гладких функций задержки
на дугах сети из параллельных каналов. Однако если функции задержки
дважды непрерывно дифференцируемы, то справедлива

Теорема 3. Пусть в некоторой окрестности точки f
∗ функции ti(·) ∈

C2, i = 1, n, удовлетворяют условиям
∣∣t′i(x)

∣∣ > αi > 0,
∣∣t′′i (x)

∣∣ 6 βi <∞. (31)

Тогда существует δ-окрестность точки f
∗ такая, что при любом выбо-

ре начального приближения f
0 из этой окрестности последовательность

{fk} итерационного процесса (23) не выходит из неё и имеет место квад-
ратичная сходимость этой последовательности к точке f

∗.

Доказательство. Если ti(·) ∈ C2(R+) для всех i = 1, n, то согласно
формуле Тейлора имеет место разложение

ti
(
f∗i
)
= ti

(
fki
)
+ t′i

(
fki
)(
f∗i − fki

)
+

1

2
t′′i
(
Θk
i

)(
f∗i − fki

)2
, i = 1,mk, (32)

где Θk
i — некоторая точка между fki и f∗i . Учитывая равенство ti

(
f∗i
)
=

t∗, i = 1,mk, перепишем выражение (32) в таком виде:

t∗ = ti
(
fki
)
+ t′i

(
fki
)(
f∗i − fki

)
+

1

2
t′′i
(
Θk
i

)(
f∗i − fki

)2
, i = 1,mk. (33)

Запишем (25) следующим образом:

ti
(
fki
)
+ t′i

(
fki
)(
fk+1
i − fki

)
=

F −
mk∑
s=1

[
fks − ts(fks )

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

и сложим полученное выражение с (33):

t∗ + t′i
(
fki
)(
fk+1
i − f∗i

)
=

1

2
t′′i
(
Θk
i

)(
f∗i − fki

)2
+Ω, i = 1,mk, (34)
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где

Ω =

F −
mk∑
s=1

[
fks − ts(fks )

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

1
t′s(f

k
s )

.

При этом в силу того, что F =
mk∑
i=1

f∗i , имеет место равенство

Ω =

mk∑
s=1

[(
f∗s − fks

)
+ ts(fks )

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

1
t′s(f

k
s )

. (35)

Выразим ti
(
fki
)
, i = 1,mk, из (33) и подставим в (35):

Ω =

mk∑
s=1

[ (
f∗s − fks

)
+ t∗

t′s(f
k
s )

−
(
f∗s − fks

)
− 1

2
t′′s (Θ

k
s )

t′s(f
k
s )

(
f∗s − fks

)2 ]

mk∑
s=1

1
t′s(f

k
s )

,

откуда окончательно получаем

Ω = t∗ − 1

2

mk∑
s=1

t′′s (Θ
k
s )

t′s(f
k
s )

(
f∗s − fks

)2

mk∑
s=1

1
t′s(f

k
s )

. (36)

Подставив (36) в (34), приходим к выражению

t′i
(
fki
)(
fk+1
i − f∗i

)

=
1

2
t′′i
(
Θk
i

)(
f∗i − fki

)2 − 1

2

mk∑
s=1

t′′s (Θ
k
s )

t′s(f
k
s )

(
f∗s − fks

)2

mk∑
s=1

1
t′s(f

k
s )

, i = 1,mk, (37)

следовательно,

fk+1
i − f∗i =

1

2

t′′i
(
Θk
i

)

t′i
(
fki
) (f∗i − fki

)2 − 1

2

mk∑
s=1

t′′s (Θ
k
s )

t′s(f
k
s )

(
f∗s − fks

)2

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

, i = 1,mk,
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а значит, справедлива оценка

∣∣fk+1
i − f∗i

∣∣ 6 1

2

∣∣∣∣
t′′i (Θ

k
i )

t′i
(
fki
)
∣∣∣∣ ·
∣∣f∗i − fki

∣∣2 + 1

2
· 1∣∣t′i

(
fki
)∣∣ ·

mk∑
s=1

∣∣ t′′s (Θk
s )

t′s(f
k
s )

∣∣ ·
∣∣f∗s − fks

∣∣2

mk∑
s=1

1
|t′s(fks )|

,

которая после суммирования по i = 1,mk примет вид

mk∑

i=1

∣∣fk+1
i − f∗i

∣∣ 6
mk∑

i=1

∣∣∣∣
t′′i (Θ

k
i )

t′i
(
fki
)
∣∣∣∣ ·
∣∣f∗i − fki

∣∣2,

что с учётом выполнения (31) в некоторой окрестности f
∗ влечёт

mk∑

i=1

∣∣fk+1
i − f∗i

∣∣ 6
mk∑

i=1

βi
αi

·
∣∣f∗i − fki

∣∣2. (38)

Таким образом, по определению из [1] согласно (38) имеет место квад-
ратичная сходимость последовательности {fk} итерационного процес-
са (23) при любом выборе f

0 из некоторой δ-окрестности f
∗. Теорема 3

доказана.

Замечание. Явное выражение итерационного процесса (4) имеет
вид

fk+1
i = fki − ti

(
fki
)

t′i
(
fki
) +

F −
mk∑
s=1

[
fks − ts(fks )

t′s(f
k
s )

]

mk∑
s=1

t′i(f
k
i )

t′s(f
k
s )

,

стало быть, можно заметить, что на каждом новом шаге итерационного
процесса оптимизационная задача (1)–(3) «решается» для случая линей-
ных функций задержки, соответствующих касательным, проведённым
к исходным функциям задержки в точках значений оптимального рас-
пределения потока, полученных на предшествующем шаге.

Теоремы 2 и 3 позволяют утверждать, что итерационный процесс (23)
при f

0, принадлежащем некоторой δ-окрестности точки f
∗, сходится

к значению конкурентного равновесия при распределении потока F в се-
ти из параллельных каналов, при этом при достаточно естественных
требованиях к функциям задержки на дугах имеет место квадратичная
сходимость. Как следует из доказательств обеих теорем, одним из клю-
чевых требований к данной окрестности является выполнение равенства
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mk = m∗. Другими словами, как только итерационный процесс (23) «на-
щупает» оптимальное количество маршрутов, реализуется квадратичная
сходимость. С другой стороны, алгоритму можно «подсказать», какие
маршруты оптимальны, например, реализовав предварительно процеду-
ру поиска оптимальных маршрутов, описанную в [19]. Более того, сле-
дует отметить, что в загруженных сетях используются все возможные
маршруты, а значит, в качестве f0 можно брать f0 = (F/n, . . . , F/n)n.

2. Системный оптимум в сети из параллельных каналов

Системным оптимумом (system optimum) в сети из параллельных
каналов является такое распределение потока F по имеющимся дугам
f † = (f †1 , . . . , f

†
n), что среднее время передвижения совокупного потока F

из истока в сток минимально [11, 24].
Согласно определениям конкурентного равновесия и системного оп-

тимума ясно, что распределения потоков, соответствующие этим двум
принципам, различны. При этом концепция конкурентного равновесия
применяется в тех случаях, когда моделируется поведение независимых
агентов на сети, стремящихся минимизировать своё личное время пере-
мещения. В свою очередь, системный оптимум полезен при моделирова-
нии ситуации, соответствующей внешнему воздействию на всех агентов
на сети с целью минимизации среднего времени движения совокупного
потока.

Доказано, что задача поиска системного оптимума может быть сфор-
мулирована в виде оптимизационной задачи [23]. В случае сети из парал-
лельных каналов имеет место следующая оптимизационная задача для
поиска конкурентного равновесия:

min
f

z(f) = min
f

n∑

i=1

ti(fi)fi (39)

при ограничениях
n∑

i=1

fi = F, (40)

fi > 0. (41)

Исследуя проблему нахождения системного оптимума в сети из па-
раллельных каналов, будем считать, что ti(·) ∈ C2(R+), i = 1, n, при
неизменности всех остальных заданных выше свойств функций задерж-
ки. Введём дополнительные обозначения:

ϕi(x) = ti(x)−
dti(x)

dx
x− d2ti(x)

dx2
x2, γi(x) =

1

2dti(x)dx + d2ti(x)
dx2

x
, i = 1, n.
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Теорема 4. Оптимизационная задача (39)–(41) эквивалентна задаче
поиска неподвижной точки:

f = Ψ(f), (42)

где компоненты f и t(f) перенумерованы так, что

ϕ1(f1) 6 · · · 6 ϕn(fn), (43)

компоненты Ψ(f) = (Ψ1(f), . . . ,Ψn(f))
T имеют вид

Ψi(f) =





γi(fi)
F+

m∑

s=1
ϕs(fs)γs(fs)

m∑

s=1
γs(fs)

− ϕi(fi)γi(fi) при i 6 m,

0 при i > m,

(44)

а m определяется из условия

m∑

i=1

γi(fi)[ϕm(fm)− ϕi(fi)] 6 F <
m+1∑

i=1

γi(fi)[ϕm+1(fm+1)− ϕi(fi)]. (45)

Доказательство. Пусть gi(x) =
d(ti(x)x)

dx , i = 1, n, тогда оптимиза-
ционная задача (39)–(41) может быть переформулирована в следующем
виде:

min
f

z(f) = min
f

n∑

i=1

fi∫

0

gi(u) du (46)

при ограничениях (40) и (41). Согласно теореме 1 задача (46) с ограни-
чениями (40) и (41) эквивалентна задаче поиска неподвижной точки (42)
при условиях (43)–(45). Теорема 4 доказана.

Теорема 4 позволяет свести процесс нахождения оптимального рас-
пределения потоков в сети из параллельных каналов к процедуре про-
стой итерации:

f
k+1 = Ψ(fk), (47)

где f
k удовлетворяет условиям (43)–(45).

Теорема 5. Существует δ-окрестность точки f
∗ такая, что при лю-

бом выборе начального приближения f
0 из этой окрестности последова-

тельность {fk} итерационного процесса (42) не выходит из неё и имеет
место сходимость этой последовательности со скоростью геометрической
прогрессии к точке f

∗.
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Более того, если в некоторой окрестности точки f
∗ функции ti(·) ∈

C3, i = 1, n, удовлетворяют условиям

∣∣2t′i(x) + t′′i (x)x
∣∣ > αi > 0,

∣∣3t′′i (x) + t′′′i (x)x
∣∣ 6 βi <∞,

то существует δ-окрестность точки f
∗ такая, что при любом выборе на-

чального приближения f
0 из этой окрестности последовательность {fk}

итерационного процесса (42) не выходит из неё и имеет место квадра-
тичная сходимость этой последовательности к точке f

∗.

Доказательство следует из представления оптимизационной зада-
чи (39)–(41) в виде задачи (46) с ограничениями (40) и (41) и теорем 2
и 3. Теорема 5 доказана.

Таким образом, как и в случае поиска конкурентного равновесия, за-
дачу поиска системного оптимума в сети из параллельных каналов уда-
лось свести к задаче поиска неподвижной точки, на базе которой можно
реализовать процедуру простой итерации. При этом теорема 5 позво-
ляет утверждать, что соответствующий итерационный процесс сходится
к системному оптимуму с достаточно высокой скоростью.

3. Одна задача нелинейного программирования

Методика, применённая к решению задачи поиска конкурентного
равновесия в сети из параллельных каналов и одной парой исток-
сток (1)–(3) посредством сведе́ния её к задаче поиска неподвижной точки
и запуска соответствующей процедуры простой итерации, может быть
применена при решении более общей оптимизационной задаче. В самом
деле, рассмотрим следующую задачу условной оптимизации:

Z(x∗) = min
x

n∑

i=1

zi(xi) (48)

при ограничениях
n∑

i=1

aixi = A, (49)

xi > 0, (50)

где x = (x1, . . . , xn), x = xT, ai > 0 для всех i = 1, n, A > 0, а первые
производные функций zi(x) ∈ C2(R+), i = 1, n, являются неубывающими
функциями: dzi

dxi
∈ C1(R+), dzi(x)

dxi
− dzi(y)

dxi
> 0 при x − y > 0, x, y ∈ R

+,

i = 1, n, и dzi(x)
dxi

> 0, x > 0, i = 1, n.



Распределение потока в сети 81Распределение потока в сети 81Распределение потока в сети 81

Введём дополнительные обозначения:

µi(ν) =
1

ai

(
dzi(ν)

dxi
− d2zi(ν)

dx2i
ν

)
, ̺i(ν) = ai

(
d2zi(ν)

dx2i

)−1

, i = 1, n,

z(x) = (z1(x1), . . . , zn(xn)).

Теорема 6. Оптимизационная задача (48)–(50) эквивалентна следу-
ющей задаче поиска неподвижной точки:

x = Υ(x), (51)

где компоненты f и z(x) перенумерованы так, что

µ1(x1) 6 · · · 6 µn(xn), (52)

компоненты Υ(x) = (Υ1(x), . . . ,Υn(x))
T имеют вид

Υi(x) =





̺i(xi)
A+

m∑

s=1
µs(xs)̺s(xs)

m∑

s=1
̺s(xs)

− µi(xi)̺i(xi) при i 6 m,

0 при i > m,

(53)

а m определяется из условия

m∑

i=1

̺i(xi)[µm(xm)− µi(xi)] 6 A <

m+1∑

i=1

̺i(xi)[µm+1(xm+1)− µi(xi)]. (54)

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.

Благодаря теореме 6 процесс поиска решения оптимизационной за-
дачи (48)–(50) может быть сведён к реализации простой итерации:

x
k+1 = Υ(xk), (55)

где x
k удовлетворяет условиям (52)–(54).

Теорема 7. Существует δ-окрестность точки x
∗ такая, что при лю-

бом выборе начального приближения x
0 из этой окрестности последова-

тельность {xk} итерационного процесса (55) не выходит из неё и имеет
место сходимость этой последовательности со скоростью геометрической
прогрессии к точке x

∗.
Более того, если в некоторой окрестности точки x

∗ функции zi(·) ∈
C3, i = 1, n, удовлетворяют условиям

|z′′i (ν)| > αi > 0, |z′′′i (ν)| 6 βi <∞,
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то существует δ-окрестность точки x
∗ такая, что при любом выбо-

ре начального приближения x
0 из этой окрестности последователь-

ность {xk} итерационного процесса (55) не выходит из неё и имеет место
квадратичная сходимость этой последовательности к точке x

∗.

Доказательство следует из теорем 2 и 3.

Таким образом, для решения оптимизационной задачи нелинейного
программирования вида (48)–(50) можно применять итерационный про-
цесс (55), который при достаточно естественных ограничениях обладает
высокой скоростью сходимости.

4. Заключение

Основным результатом данной работы является разработка нового
метода поиска конкурентного равновесия и системного оптимума в сети
из параллельных каналов с одной парой исток-сток. Метод заключается
в представлении соответствующих задач в виде задач поиска неподвиж-
ной точки, которые в силу своего вида позволяют запускать процедуру
простой итерации. Доказано, что полученный итерационный процесс
обладает высокой скоростью сходимости, а следовательно, разработан-
ный подход является крайне работоспособным для применения его на
практике.
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NETWORK FLOW ASSIGNMENT AS A FIXED POINT PROBLEM
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Abstract. This paper deals with the user equilibrium problem (flow
assignment with equal journey time by alternative routes) and system
optimum (flow assignment with minimal average journey time) in a net-
work consisting of parallel routes with a single origin-destination pair.
The travel time is simulated by arbitrary smooth nondecreasing func-
tions. We prove that the equilibrium and optimal assignment problems
for such a network can be reduced to the fixed point problem expressed
explicitly. A simple iterative method of finding equilibrium and optimal
flow assignment is developed. The method is proved to converge geo-
metrically; under some fairly natural conditions the method is proved to
converge quadratically. Bibliogr. 30.

Keywords: user-equilibrium, system optimum, fixed point, network
routes.
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