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Аннотация. Рассматриваются два алгоритма ортогонального про-
ецирования точки на стандартный симплекс. Алгоритмы принципи-
ально различны по своей природе, однако их связывает тот факт,
что когда один из них имеет максимальную трудоёмкость, у другого
трудоёмкость минимальна. Приводятся конкретные области, точки
из которых проецируются рассматриваемыми алгоритмами за ми-
нимальное и максимальное число шагов. Корректность полученных
выводов подтверждается численными экспериментами, реализован-
ными в среде MatLab и независимо на языке Java. Ил. 11, биб-
лиогр. 23.
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Введение

Задачей поиска проекции точки на множество занимаются достаточ-
но давно, и на эту тему имеются многочисленные работы. Актуальность
решения подобной задачи вызвана тем, что она встречается довольно
часто, как в теории, так и на практике [21].

Следует отметить, что во многих алгоритмах (гладкой и негладкой)
оптимизации [2–4, 7–9, 13–16, 22] одной из основных задач, которую при-
ходится многократно решать, является проекция точки на замкнутое вы-
пуклое множество [10]. Нетривиальную задачу представляет собой даже
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случай, когда приходится искать проекцию на симплекс. Однако в слу-
чае, когда ищется проекция точки на стандартный симплекс, удаётся
построить эффективные и быстрые алгоритмы.

В данной работе анализируются с точки зрения трудоёмкости два
алгоритма ортогонального проецирования точки на стандартный сим-
плекс. Впервые решение данной задачи приведено в [17], но только на
идейном уровне (без обоснования). По сути исходная задача сводится
к решению одного скалярного уравнения. Позднее в [5, 11, 18, 19, 23] пред-
лагались различные численные методы, позволяющие находить решение
этого уравнения.

На другом принципе основан алгоритм, предложенный Мишло [20]
и имеющий наглядную геометрическую интерпретацию, что отмечено
в [6, 12].

В рамках этой статьи остановимся на исследовании алгоритмов Ма-
лозёмова — Певного [5] и Мишло [20]. Следуя [6] алгоритм Малозёмова–
Певного будем называть скалярным, а алгоритм Мишло — векторным.

Для рассматриваемых алгоритмов выявлены конкретные области,
точки из которых проецируются за минимальное и максимальное чис-
ло шагов. Хотя алгоритмы принципиально отличаются друг от друга,
их связывает один интересный факт: когда один имеет максимальную
трудоёмкость, у другого она минимальна.

Статья организована следующим образом. В разд. 1–3 дана формаль-
ная постановка задачи и описание алгоритмов. Разд. 4 посвящён анализу
трудоёмкости алгоритмов, разд. 5 содержит результаты численных экс-
периментов.

1. Формулировка задачи

Рассмотрим задачу поиска проекции точки c = (c1, . . . , cn) на стан-
дартный симплекс Λ ⊂ R

n, где

Λ =

{
x ∈ R

n |
n∑

i=1

xi = 1, xi > 0, i = 1, . . . , n

}
.

Задача формализуется так:

Q(x) :=
1

2

n∑

i=1

(xi − ci)
2 −→ min

x∈Λ
. (1)

Решение этой задачи существует и единственно [1]. Обозначим его че-
рез x∗.
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2. Векторный алгоритм

Начнём с описания алгоритма, идея которого предложена в [20]. На-
зовём его векторным алгоритмом.

Пусть N = {1, . . . , n}.

Предварительный шаг. В качестве начального приближения возь-
мём вектор x(0) с компонентами

x
(0)
i = ci + λ, i ∈ N, (2)

где

λ =
1

n

(
1−

∑

i∈N
ci

)
. (3)

Общий шаг. Пусть x(k) — k-е приближение. Если все компоненты
вектора x(k) неотрицательны, т. е. x(k) > 0, то x(k) — искомая проекция
точки c на стандартный симплекс Λ. Процесс заканчивается.

В противном случае, когда у вектора x(k) существует хотя бы одна
отрицательная компонента, формируем индексное множество

Ik =
{
i ∈ N | x(k)i 6 0

}
(4)

и вычисляем

λ(k) =
1

nk

(
1−

∑

i∈N\Ik
x
(k)
i

)
, (5)

где nk = |N \Ik|. В качестве очередного приближения берём вектор x(k+1)

с компонентами

x
(k+1)
i =

{
0 при i ∈ Ik,

x
(k)
i + λ(k) при i ∈ N \ Ik.

(6)

После этого возвращаемся к общему шагу.

Замечание. Несложно убедиться в том, что λ(k) может быть вычис-
лено по формуле

λ(k) =
1

nk

∑

i∈Ik
x
(k)
i (7)

и, как следствие, принимает только отрицательное значение.
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3. Скалярный алгоритм

В [5] рассматривался другой алгоритм проецирования точки c = (c1,
. . . , cn) на стандартный симплекс. Назовём его скалярным. Напомним его
описание.

Шаг 1. Меняем знаки у компонент cj точки c и числа {−cj} упоря-
дочиваем по неубыванию. Получаем последовательность a1 6 · · · 6 an.

Шаг 2. Проводим вычисления по рекуррентной формуле:

ϕ1 = 0,

ϕk+1 = ϕk + k(ak+1 − ak), k = 1, . . . , n− 1,
(8)

пока не встретим индекс k0, на котором ϕk0 < 1 6 ϕk0+1. Если и ϕn < 1,
то полагаем k0 = n.

Шаг 3. Вычисляем λ∗ по формуле

λ∗ = ak0 +
1

k0
(1− ϕk0). (9)

Компоненты x∗i проекции точки c на стандартный симплекс имеют вид

x∗i = (λ∗ + ci)+, i = 1, . . . , n, (10)

где (u)+ = max{0, u}.

4. Трудоёмкость алгоритмов

С точки зрения теоретической оценки трудоёмкости скалярный алго-
ритм выглядит предпочтительнее, поскольку в его основе лежит рекур-
рентное соотношение (8) для скалярных величин, в то время как в основе
векторного алгоритма — рекуррентное соотношение (6) для векторных
величин.

Максимальная трудоёмкость векторного алгоритма достигается то-
гда, когда у всех членов последовательности x(0), x(1), . . . имеется только
по одной отрицательной компоненте. При этом x(n−1) совпадает с одним
из ортов пространства R

n. В общем случае векторный алгоритм требует
не более чем n2 + 2n− 1 арифметических операций.

Максимальная трудоёмкость скалярного алгоритма достигается то-
гда, когда ϕn−1 < 1, а минимальная — при ϕ2 > 1. (8). В общем случае
скалярный алгоритм требует одну сортировку элементов массива дли-
ны n и не более чем 4n− 2 арифметических операций.
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При рассмотрении примеров в [6] замечено, что когда один алгоритм
проецирования имеет максимальную трудоёмкость, у другого алгоритма
трудоёмкость минимальна. Укажем конкретные области, точки из ко-
торых проецируются рассматриваемыми алгоритмами за минимальное
и максимальное число шагов.

4.1. Трудоёмкость скалярного алгоритма. Введём функции

Lk(x) = nxk −
∑

i∈N
xi + 1, k ∈ N. (11)

Нетрудно убедиться в том, что система неравенств Lk(x) > 0, k ∈ N ,
задаёт прямую призму, где одно из перпендикулярных сечений образует
стандартный симплекс. В частности, при n = 2 данная система нера-
венств задаёт полосу (рис. 1), а при n = 3 — прямую призму (рис. 2). На
рисунках стандартный симплекс выделен пунктирной линией.

x2

x1

1

−1

1

−1

.............

Рис. 1. Случай n = 2 Рис. 2. Случай n = 3

Пусть λ = 1
n

(
1− ∑

i∈N
ci
)
.

Теорема 1. Для того чтобы проекцией точки c на стандартный сим-
плекс Λ была точка x∗ с компонентами x∗k = ck + λ, k ∈ N , необходимо
и достаточно, чтобы Lk(c) > 0 для всех k ∈ N .

Доказательство. Необходимость. Пусть x∗ — искомая проекция
точки c на Λ. Тогда x∗k = ck + λ > 0 для всех k ∈ N , т. е.

ck +
1

n

(
1−

∑

i∈N
ci

)
> 0, k ∈ N.

Если умножить на n обе части последних неравенств, то получим

Lk(c) = nck −
∑

i∈N
ci + 1 > 0 для всех k ∈ N.
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Достаточность. Запишем критерий оптимальности для зада-
чи (1) [1, c. 91]:

xi − ci = λ+ ui, i ∈ N,

ui xi = 0, ui > 0, xi > 0, i ∈ N,

x1 + · · ·+ xn = 1.

(12)

Нетрудно проверить, что условия (12) выполняются при xi = ci + λ,
λ = 1

n

(
1 − ∑

i∈N
ci
)
, ui ≡ 0, i ∈ N . В частности, неравенство Li(c) =

= n(ci + λ) > 0 справедливо при всех i ∈ N и обеспечивает выполнение
условия xi > 0, i ∈ N . Теорема 1 доказана.

Введём множества

Mk = {x ∈ R
n | xk − xi > 1, i ∈ N\{k}}, k ∈ N.

Обозначим через {ek}, k ∈ N , канонический базис в R
n. На рис. 3

вновь пунктирной линией выделен стандартный симплекс, а множест-
ва M1 и M2 образуют полуплоскости. В трёхмерном случае множество

{x ∈ R
n | Lk(x) > 0, k ∈ N}

является правильной треугольной призмой (рис. 2), а Mk — конусом
с вершиной в точке ek. На рис. 4 изображено перпендикулярное сечение
множеств Mk, проходящее через стандартный симплекс.

Рис. 3. Случай n = 2 Рис. 4. Случай n = 3

Теорема 2. Для того чтобы проекцией точки c на стандартный сим-
плекс Λ была точка x∗ = ek, необходимо и достаточно, чтобы c ∈Mk.

Доказательство. Достаточность. Пусть c ∈ Mk. Покажем, что
x∗ = ek — проекция точки c на Λ.
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Вновь воспользуемся критерием оптимальности (12). Нетрудно про-
верить, что эти условия выполняются при λ = 1 − ck, x = ek, uk = 0,
ui = −λ − ci, i ∈ N\{k}. Осталось показать, что ui = ck − ci − 1 > 0
для всех i ∈ N\{k}. Действительно, согласно условию c ∈ Mk получим
ck − ci > 1 для всех i ∈ N\{k}.

Необходимость. Пусть x∗ — искомая проекция точки c на Λ. По-
кажем, что c ∈Mk.

Условия оптимальности (12) выполняются при λ = 1 − ck, x∗ = ek,
uk = 0 и ui > 0, i ∈ N\{k}.

Рассмотрим равенства в первой строке условий (12) при i ∈ N\{k}.
Получим

ui = − λ− ci, i ∈ N\{k}.
На основании того, что ui > 0 при всех i ∈ N\{k} и λ = 1− ck, приходим
к соотношениям

ui = ck − ci − 1 > 0, i ∈ N\{k}.

Выполнение этих неравенств и означает, что c ∈Mk. Теорема 2 доказана.

Теорема 3. Максимальная трудоёмкость скалярного алгоритма до-
стигается тогда и только тогда, когда Lk(c) > 0 при всех k ∈ N .

Доказательство. Согласно скалярному алгоритму имеем

ϕ1 = 0, ϕ2 = − a1 + a2, ϕ3 = − a1 − a2 + 2a3,

ϕn = −a1 − a2 − · · · − an−1 + (n− 1)an.

Необходимость. Пусть ϕn 6 1. Покажем, что Lk(c) > 0 при всех
k ∈ N . Действительно, если вместо {ai} в неравенство ϕn 6 1 подста-
вить {−cj}, получим

ck1 + ck2 + · · ·+ ckn−1 − (n− 1)ckn 6 1, (13)

где k1, . . . , kn — некоторая перестановка чисел 1, . . . , n. Перепишем (13)
в виде

nckn −
∑

j∈N
ckj + 1 > 0,

т. е. Lk(c) > 0 при всех k ∈ N .

Достаточность. Пусть Lk(c) > 0 при всех k ∈ N . Покажем, что
ϕn 6 1. Запишем систему неравенств Lk(c) > 0 при всех k ∈ N в виде

nckn −
∑

j∈N
ckj + 1 > 0, (14)



Сравнительное изучение алгоритмов проецирования точки 107Сравнительное изучение алгоритмов проецирования точки 107Сравнительное изучение алгоритмов проецирования точки 107

где k1, . . . , kn — некоторая перестановка чисел 1, . . . , n, а числа {−ckj}
упорядочены по неубыванию. Далее, согласно алгоритму строим после-
довательность a1 6 · · · 6 an. Тогда неравенство (14) примет вид

−nan +
∑

j∈N
aj + 1 > 0,

что эквивалентно тому, что ϕn 6 1. Теорема 3 доказана.

Теорема 4. Минимальная трудоёмкость скалярного алгоритма до-
стигается тогда и только тогда, когда c ∈Mk при некотором k ∈ N .

Доказательство. Достаточность. Пусть c ∈Mk, т. е.

− ck 6 − ci − 1, i ∈ N\{k}. (15)

В силу (15) на первом шаге скалярного алгоритма получим a1 = −ck.
Далее вычислим ϕ1 = 0 и ϕ2 = a2− a1, где a2 может принять любое зна-
чение {−ci}, i ∈ N\{k}. Согласно условиям теоремы и (15) заключаем,
что

ϕ2 = a2 − a1 = ck − ci > 1, i ∈ N\{k}.
Таким образом, вычисления {ϕk} закончились на первом шаге.

Необходимость. Пусть трудоёмкость скалярного алгоритма мини-
мальна, т. е.

ϕ2 = a2 − a1 > 1. (16)

Здесь a1 := min
j∈N

{−cj} = −ck при некотором k ∈ N и a2 := −ci при неко-

тором i ∈ N\{k}. Подставив a1 = −ck и a2 = −ci в (16), получим (15),
т. е. c ∈Mk. Теорема 4 доказана.

4.2. Трудоёмкость векторного алгоритма.

Теорема 5. Для того чтобы трудоёмкость векторного алгоритма бы-
ла минимальной, необходимо и достаточно, чтобы Lk(c) > 0 при всех
k ∈ N .

Доказательство немедленно следует из теоремы 1 и предваритель-
ного шага векторного алгоритма (см. (2), (3)).

Следствие 1. Из теорем 1, 3 и 5 следует, что если при проецирова-
нии точки c на стандартный симплекс Λ у скалярного алгоритма дости-
гается максимальная трудоёмкость, то для векторного алгоритма тру-
доёмкость минимальна, а именно, векторный алгоритм закончится на
предварительном шаге.
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Пусть ℓ1, . . . , ℓn — некоторая перестановка чисел {1, . . . , n}.
Теорема 6. Трудоёмкость векторного алгоритма максимальна тогда

и только тогда, когда найдётся такая перестановка ℓ1, . . . , ℓn, при которой
компоненты точки c удовлетворяют следующим неравенствам:

cℓj−1 < cℓj +

[
(n− j)cℓj −

n∑

k=j+1

cℓk + 1

]
, j = 2, . . . , n− 1,

cℓn−1 < cℓn − 1.

(17)

Доказательству этой теоремы предпошлём несколько вспомогатель-
ных утверждений.

Для простоты изложения будем считать, что ℓj = j, j ∈ N . Пред-
положим, что компоненты точки c ∈ R

n удовлетворяют условиям (17).
Тогда неравенства (17) примут вид

cn−1 < cn − 1,

cn−2 < cn−1 + [cn−1 − cn + 1],

cn−3 < cn−2 + [2cn−2 − cn−1 − cn + 1],

. . .

c2 < c3 + [(n− 3)c3 −
n∑

k=4

ck + 1],

c1 < c2 + [(n− 2)c2 −
n∑

k=3

ck + 1].

(18)

Лемма 1. Если компоненты точки c ∈ R
n удовлетворяют услови-

ям (18), то
c1 < c2 < · · · < cn−1 < cn − 1. (19)

Значит, точка c принадлежит множеству intMn (см. (15)).
Доказательство. Достаточно показать, что выражения в квадрат-

ных скобках в правых частях неравенств (18) отрицательны.
Действительно, выражение в квадратных скобках во втором нера-

венстве меньше нуля в силу первого неравенства. Тогда cn−2 < cn−1,
а следовательно, cn−2 < cn − 1. Тем самым в третьем неравенстве выра-
жение в квадратных скобках меньше нуля. Аналогично доказываются и
оставшиеся неравенства.

Таким образом, можно показать, что cn − ck > 1 для всех k = 1, . . . ,
n − 1, откуда и следует, что точка c принадлежит множеству intMn.
Лемма 1 доказана.
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Следствие 2. Пусть W — множество точек c из R
n, удовлетворяю-

щих условиям (17). Тогда W ⊂ intMℓn .

Лемма 2. Если компоненты точки c ∈ R
n удовлетворяют услови-

ям (18), то 



L1(c) = nc1 −
∑
j∈N

cj + 1 < 0,

L2(c) = nc2 −
∑
j∈N

cj + 1 > 0,

. . .
Ln−1(c) = ncn−1 −

∑
j∈N

cj + 1 > 0,

Ln(c) = ncn −
∑
j∈N

cj + 1 > n.

(20)

Доказательство. Справедливость первого и последнего неравенств
следует из (19). Покажем, что Lk(c) > 0 для всех k = 2, . . . , n− 1. Пере-
пишем выражение для Lk(c) в следующем виде:

Lk(c) = nck −
∑

j∈N
cj + 1

=

(
ck − ck−1 +

[
(n− k)ck −

n∑

j=k+1

cj + 1

])
+

(
kck −

k∑

j=1

cj

)
− ck + ck−1

=

(
ck − ck−1 +

[
(n− k)ck −

n∑

j=k+1

cj + 1

])
+

k−2∑

j=1

(ck − cj).

Первая группа слагаемых положительна в силу k-го неравенства в (18),
а положительность второго слагаемого следует из (19). Лемма 2 доказа-
на.

Лемма 3. Если компоненты точки c ∈ R
n удовлетворяют услови-

ям (18), то

k−1∑

j=1

cj − (k − 1)ck + Lk(c) < 0 для всех k = 2, . . . , n− 1, (21)

k−1∑

j=1

cj − (k − 1)cℓ + Lℓ(c) > 0 при k + 1 6 ℓ 6 n− 1, (22)

k−1∑

j=1

cj − (k − 1)cn + Ln(c) > n− k + 1. (23)
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Доказательство. Вначале рассмотрим неравенства (21). С учё-
том (11) преобразуем левую часть (21):

k−1∑

j=1

cj − (k − 1)ck + Lk(c) =
k−1∑

j=1

cj − (k − 1)ck + nck −
∑

j∈N
cj + 1

= (n− k)ck −
n∑

j=k+1

cj + 1 =
n−1∑

j=k+1

(ck − cj) + (ck − cn + 1).

Отсюда в силу (19) следует справедливость неравенств (21).
Докажем неравенства (22). Используя то, что для допустимых ℓ вы-

полнено неравенство cℓ > ck+1 (см. (19)), преобразуем левую часть (22)
к виду

k−1∑

j=1

cj − (k − 1)cℓ + Lℓ(c) = cℓ − ck +
n∑

j=k+1

(cℓ − cj) + 1

> ck+1 − ck +
n∑

j=k+2

(ck+1 − cj) + 1 > 0.

Последнее неравенство является следствием одного из неравенств (18).
Справедливость (23) следует из того, что неравенство cn − cj > 1

выполнено для всех j = 1, . . . , n − 1. Действительно, рассмотрим и пре-
образуем левую часть (23):

k−1∑

j=1

cj − (k − 1)cn + Ln(c) =
k−1∑

j=1

cj − (k − 1)cn + ncn −
∑

j∈N
cj + 1

=
n−1∑

j=k

(cn − cj) + 1 > n− k + 1.

Лемма 3 доказана.

Доказательство теоремы 6. Необходимость. Пусть трудоём-
кость векторного алгоритма максимальна. Это означает, что индекс-
ные множества Ik (см. (4)) на каждом шаге пополнялись только од-
ним элементом. Не умаляя общности, предположим, что I0 = {1},
Ik = Ik−1 ∪ {k + 1}, k = 1, . . . , n− 2. Нетрудно заметить, что в этом слу-
чае ℓn = n. И вновь для простоты изложения будем считать, что ℓj = j,
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j ∈ N . Покажем, что тогда точка c удовлетворяет неравенствам (18) и со-
гласно теореме 2 и лемме 1 проекцией точки c на стандартный симплекс
Λ будет точка x∗ = en.

На предварительном шаге векторного алгоритма находим величину
λ = 1

n

(
1− ∑

j∈N
cj
)

и вектор x(0) с компонентами

x
(0)
i = ci + λ =

1

n

(
nci −

∑

j∈N
cj + 1

)
, i ∈ N.

По предположению на первом шаге имеем I0 = {1}, тогда (см. (11))




x
(0)
1 = 1

nL1(c) < 0,

x
(0)
2 = 1

nL2(c) > 0,
. . . ,

x
(0)
n−1 =

1
nLn−1(c) > 0,

x
(0)
n = 1

nLn(c) > 0.

Заметим, что если в последнем неравенстве в (18) c1 перенести в правую
часть, то получим L2(c), которое положительно. Таким образом, спра-
ведливость последнего неравенства в (18) показана.

Далее находим (см. (5)–(7))

λ(0) =
1

n− 1
x
(0)
1 =

1

n(n− 1)
L1(c).

Первое приближение принимает вид

x(1) =




0

x
(0)
2 + λ(0)

. . .

x
(0)
n + λ(0)


 =




0
1

(n−1)

(
c1 − c2 + L2(c)

)

. . .
1

(n−1)

(
c1 − cn + Ln(c)

)


 .

На втором шаге индексное множество I1 состоит из двух элемен-
тов {1, 2}, т. е.





x
(1)
1 = 0,

x
(1)
2 = 1

(n−1)

(
c1 − c2 + L2(c)

)
< 0,

x
(1)
3 = 1

(n−1)

(
c1 − c3 + L3(c)

)
> 0,

. . .

x
(1)
n−1 =

1
(n−1)

(
c1 − cn−1 + Ln−1(c)

)
> 0,

x
(1)
n = 1

(n−1)

(
c1 − cn + Ln(c)

)
> 0.
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Если в предпоследнем неравенстве в (18) c2 перенести в правую часть,
то получим выражение c1 − c3 + L3(c), которое положительно, так как

x
(1)
3 > 0. Таким образом, справедливость предпоследнего неравенства

в (18) также показана.
Вычислим

λ(1) =
1

n− 2
x
(1)
2 =

1

(n− 1)(n− 2)
(c1 − c2 + L2(c)) .

Второе приближение примет вид

x(2) =




0
0

x
(1)
3 + λ(1)

. . .

x
(1)
n + λ(1)




=




0
0

1
(n−2)

(
c1 + c2 − 2c3 + L3(c)

)

. . .
1

(n−2)

(
c1 + c2 − 2cn + Ln(c)

)



.

Наконец, на последнем шаге имеем In−2 = {1, . . . , n− 1}. Тогда




x
(n−2)
1 = · · · = x

(n−2)
n−2 = 0,

x
(n−2)
n−1 = 1

2

( n−2∑
i=1

ci − (n− 2)cn−1 + Ln−1(c)
)
< 0,

x
(n−2)
n = 1

2

( n−2∑
i=1

ci − (n− 2)cn + Ln(c)
)
> 1.

(24)

Преобразовав последнее неравенство, получим cn − cn−1 − 1 > 0. Таким
образом, справедливость первого неравенства в (18) доказана.

Теперь вычислим

λ(n−2) =
1

2

(
n−2∑

i=1

ci − (n− 2)cn−1 + Ln−1(c)

)
.

Отсюда в силу замечания, что все λ(k) принимают только отрицательные
значения, получим неравенство

λ(n−2) = cn−1 + 1− cn < 0. (25)

В итоге последнее приближение примет вид

x(n−1) = en = x∗,

так как x(n−1)
i = 0 при i ∈ 1, . . . , n− 1 и x(n−1)

n := x
(n−2)
n + λ(n−2) = 1.
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Аналогично можно рассмотреть иные закономерности образования
индексных множеств Ik, k = 1, . . . , n − 2, из элементов {1, . . . , n − 1}
и получить следующие неравенства (см. (25)):

ci + 1− cn < 0, i = 1, . . . , n− 1, (26)

тем самым точка c принадлежит множеству intMn.
Достаточность. Пусть компоненты точки c удовлетворяют нера-

венствам (18). По лемме 2 имеем I0 = {1}. Следуя алгоритму, описанно-
му выше, можно показать, что в силу леммы 3 индексные множества Ik
на каждом шаге пополняются только одним элементом, a именно,

Ik = Ik−1 ∪ {k + 1}, k = 1, . . . , n− 2.

Таким образом, показана максимальная трудоёмкость векторного алго-
ритма. Теорема 6 доказана.

Из теорем 2, 4, 6 и следствия 2 вытекает

Следствие 3. Если при проецировании точки c на стандартный
симплекс Λ у векторного алгоритма достигается максимальная трудо-
ёмкость, то для скалярного алгоритма трудоёмкость минимальна.

4.3. Сложность практической реализации случая с макси-

мальной трудоёмкостью векторного алгоритма. Далее покажем,
что существуют препятствия для практической генерации точки c ∈ R

n,
удовлетворяющей системе (18). Обозначим

ξ1 = cn − cn−1 − 1, ξj = cn−j+1 − cn−j для всех j = 2, . . . , n− 1. (27)

Тогда

cn − c1 = (cn − cn−1) + (cn−1 − cn−2) + · · ·+ (c2 − c1) = 1 +

n−1∑

j=1

ξj .

Попробуем выяснить, какова минимальная возможная разность меж-
ду cn и c1 для точки, удовлетворяющей системе (18). Преобразуем вы-
ражение в квадратных скобках в правой части k-го неравенства в (18).
В силу (27) справедливо

1 + (n− k − 1)ck+1 −
n∑

j=k+2

cj = −
n−k−1∑

j=1

jξj .
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Следовательно, система (18) примет вид




cn−1 < cn − 1,

ck < ck+1 −
n−k−1∑
j=1

jξj , k = 1, . . . , n− 2.

Отсюда с учётом определения величин ξj получим систему неравенств




ξ1 > 0,

ξn−k >
n−k−1∑
j=1

j ξj , k = 1, . . . , n− 2.
(28)

Обозначим через δ наименьшую доступную на вычислительном ус-
тройстве разницу между двумя числами. Тогда для каждого неравен-
ства в системе (28) можем считать, что правая и левая части отличаются
ровно на δ. Такое предположение позволит нам определить наименьшую
возможную разницу между первой и последней координатами. Получен-
ный таким образом набор минимальных разностей компонент вектора c
обозначим через ξ̂1, . . . , ξ̂n−1:





ξ̂1 = δ,

ξ̂t = δ +
t−1∑
j=1

j ξ̂j , t = 2, . . . , n− 1.
(29)

Несложно проверить, что ξ̂t = t!δ, t = 1, . . . , n− 1.
Стало быть, для точки c ∈ R

n с минимальными возможными раз-
ностями между компонентами при условии выполнения неравенств (18),
будет верно

cn − c1 = 1 +
n−1∑

j=1

ξi = 1 + δ
n−1∑

j=1

j!. (30)

Поскольку значение факториала растёт очень быстро, разность меж-
ду cn и c1 будет очень большой уже при достаточно малых n, даже если
значение δ для устройства будет очень мало.

Например, для δ = 10−6 и разности между минимальной и макси-
мальной координатами точки c, не превосходящей 20000, получим, что
максимальная размерность, для которой создание такой точки возмож-
но, это n = 14.

Даже если представить устройство, для которого δ = 10−150, то уже
при размерности n = 170 разброс значений компонент составил бы

cn − c1 = 4.2945 · 10154.
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Эти рассуждения позволяют нам сделать вывод, что при больших
размерностях худший случай для векторного алгоритма практически
недостижим.

5. Численные эксперименты

Ниже представлены экспериментальные результаты поведения опи-
санных выше алгоритмов при разном распределении проецируемых то-
чек. Для получения практических данных исследуемые алгоритмы были
реализованы на языке Java и в среде MatLab.

Измерения проводились для размерностей 10, 102, 103, 104, 105, 106.
Для каждой из четырёх реализаций алгоритмов проводилось по 10000
запусков для каждой из размерностей и замерялось суммарное время
в наносекундах. Во всех случаях точки генерировались таким образом,
чтобы значение каждой координаты лежало в пределах от −10000 до
10000. Для лучшей читаемости результатов при подготовке графиков
использовалось время в миллисекундах и логарифмический масштаб.

Далее на графиках используются следующие обозначения: Ja-
va:Scalar и Java:Vector — скалярный и векторный алгоритмы, реализо-
ванные на Java; MatLab:Scalar и MatLab:Vector — те же алгоритмы,
реализованные в среде MatLab; Uniform — случай равномерно распре-
делённых в пространстве точек; ScalarBest — лучший случай для ска-
лярного алгоритма (теорема 4); SimplexPrism — лучший случай для век-
торного алгоритма (теорема 5), который является в то же время худшим
для скалярного (теорема 3).
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Рис. 5. Равномерно распределённые точки

Как сказано выше, сгенерировать точки для худшего случая вектор-
ного алгоритма для большинства рассматриваемых нами размерностей
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не представляется практически возможным. По этой причине сравнение
работы алгоритмов для этого случая не проводилось.

Экспериментальные результаты в целом показывают, что основной
слабостью скалярного алгоритма является необходимость предваритель-
ной сортировки входных данных. На рис. 5 сравнивается время работы
реализаций алгоритмов при равномерно распределённых в пространстве
проецируемых точках. Можно видеть, что результаты сравнения алго-
ритмов на MatLab и Java различаются. Это вызвано тем, что функция
сортировки включена в вычислительное ядро MatLab, а при реализации
на Java сортировка является просто частью программы. Поэтому влия-
ние времени сортировки на реализацию скалярного алгоритма в MatLab
меньше.
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Рис. 6. ScalarBest — лучший случай Рис. 7. SimplexPrism — лучший случай
скалярного алгоритма векторного алгоритма

На размерностях до 1000 лидером здесь является скалярный алго-
ритм, реализованный на Java. При больших размерностях (от 105) быст-
рее всего работают скалярный алгоритм в MatLab и векторный на Java.
Векторный алгоритм в среде MatLab безусловно проигрывает.

На рис. 6 приведён график для наиболее благоприятного для скаляр-
ного алгоритма случая. Можно заметить, что он не отличается от гра-
фика на рис. 5. Как будет видно из следующих графиков, практически
время работы скалярного алгоритма в его лучшем случае не отличается
от времени при равномерном распределении.

На рис. 7 можно видеть, что в области наименьшей трудоёмкости век-
торного алгоритма и наибольшей трудоёмкости скалярного векторный
алгоритм выигрывает во всех реализациях. При этом реализации обоих
алгоритмов на Java значительно выигрывают по сравнению с MatLab.
В особенности это касается реализаций скалярного алгоритма, для кото-
рого необходимость проделать все шаги практически не сказывается на
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времени работы на Java, но значительно замедляет выполнение скрипта
MatLab.

Рассмотрим, как каждый из алгоритмов отдельно ведёт себя в разных
случаях. На рис. 8 и 9 изображено поведение скалярного алгоритма при
разных способах генерации проецируемой точки. Графики подтвержда-
ют, что скорость работы скалярного алгоритма в чистом виде ограничена
снизу скоростью сортировки, которая производится на его подготови-
тельном этапе. При распределении проецируемых точек в области, наи-
более благоприятной для этого алгоритма, время работы не отличается
от случая точек, равномерно распределённых в пространстве. В худшем
случае, на точках SimplexPrism, реализация в MatLab работает гораздо
медленнее, чем на других данных. Реализация же алгоритма на языке
Java полностью подчинена времени сортировки, и в худшем случае время
её работы, как и в лучшем, не отличается от среднего.

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
0

10
2

10
4

10
6

10
8

n

tim
e

 

 

Uniform
ScalarBest
SimplexPrism

Рис. 8. Java:Scalar — скалярный
алгоритм на Java
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Рис. 9. MatLab:Scalar — скалярный
алгоритм на MatLab

На рис. 10 и 11 представлено поведение векторного алгоритма. Эти
графики подтверждают теоретическое заключение: алгоритм в обоих ре-
ализациях работает заметно быстрее в точках из призмы, трёхмерный
случай которой изображён на рис. 2.

Заключение

В работе рассмотрены два алгоритма поиска ортогональной проекции
точки на стандартный симплекс. Выявлены случаи наибольшей и наи-
меньшей трудоёмкости обоих алгоритмов.

В частности, при реализации в MatLab скалярный алгоритм выигры-
вает у векторного на случайных точках, но проигрывает в области своей
наихудшей производительности. В реализации же на Java скалярный ал-
горитм выигрывает в тех же случаях, но при размерностях до 1000. При
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бо́льших размерностях векторный алгоритм на Java показывает лучшие
результаты, чем скалярный.
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Рис. 10. Java:Vector — векторный
алгоритм на Java
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Рис. 11. MatLab:Vector — векторный
алгоритм на MatLab

Время работы скалярного алгоритма определяется главным образом
необходимостью сортировать элементы исходного массива. Это не поз-
воляет скалярному алгоритму работать с наибольшей эффективностью
в среднем и даже в самом благоприятном случае.

Следует отметить, что для скалярного алгоритма можно получить
значительно лучшие результаты, если усовершенствовать его под-
готовительный этап. В [23] приведены результаты испытаний таких
модификаций. Эксперименты показывают выигрыш до десятикратного
при замене полной сортировки в начале на поэтапное нахождение
элементов отсортированной последовательности.
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COMPARATIVE STUDY OF TWO FAST ALGORITHMS
FOR PROJECTING A POINT TO THE STANDARD SIMPLEX
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Abstract. We consider two algorithms for orthogonal projection
of a point to the standard simplex. Although these algorithms are fun-
damentally different, the following fact unites them. When one of them
has the maximum run time, the run time of the other is minimal. Some
particular domains are presented whose points are projected by the con-
sidered algorithms in the minimum and maximum number of iterations.
The correctness of the conclusions is confirmed by the numerical exper-
iments independently implemented in the MatLab environment and the
Java programming language. Ill. 11, bibliogr. 23.

Keywords: quadratic programming, projecting a point to a simplex,
optimality conditions.
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