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Аннотация. Рассматривается вычислительная сложность опти-
мальной рекомбинации для различных вариантов задачи составле-
ния поточного расписания (flowshop) с критериями минимизации об-
щего времени завершения работ и максимального временного сме-
щения. Доказана NP-трудность этих задач, и предложен точный ал-
горитм их решения. Показано, что в случае перестановочной зада-
чи flowshop трудоёмкость предложенного алгоритма полиномиальна
для «почти всех» пар родительских решений при числе работ, стре-
мящемся к бесконечности. Ил. 4, библиогр. 26
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Введение

Работоспособность генетических алгоритмов (см., например, [6, 19])
существенно зависит от выбора оператора кроссинговера, где комби-
нируются элементы родительских решений при построении решений-
потомков. Задача оптимальной рекомбинации (ЗОР) [3, 15–17] состоит
в отыскании наилучшего возможного результата кроссинговера при за-
данных двух родительских решениях задачи оптимизации. ЗОР является
вспомогательной задачей, как правило, меньшей размерности, чем исход-
ная задача, и формулируется с учётом основных принципов построения
оператора кроссинговера [22]. Результаты, содержащиеся в [2, 9] и дру-
гих работах, дают экспериментальное подтверждение целесообразности
решения ЗОР в операторах кроссинговера.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научно-
го фонда (проект 15–11–10009).
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ЗОР для задач, где допустимые решения представлены в виде пере-
становок, основана на вычислении оптимального потомка, который на-
следует значения в позициях перестановок родительских решений. В ге-
нетических алгоритмах для задач на перестановках алгоритмы кроссин-
говера подобного типа применялись в [12, 13, 23, 24].

Классическая задача flowshop [8, 18] заключается в составлении рас-
писания выполнения n работ на m машинах. Для всех работ маршруты
обслуживания (порядки прохождения машин) одинаковы. В таком слу-
чае говорят, что обслуживающая система является системой поточного
типа [8]. Данная задача относится к числу NP-трудных задач оптимиза-
ции [1], которые могут могут быть сформулированы как задачи на пере-
становках. Результаты экспериментальных исследований из [10, 20, 25, 26]
и др. свидетельствуют о перспективности использования в генетических
алгоритмах для задачи flowshop таких операторов кроссинговера, где
скрещивание родительских решений происходит с сохранением в потом-
ках абсолютного и/или относительного порядка обслуживания работ.

При рассмотрении задачи flowshop на перестановках [8, 18] предпо-
лагается, что порядок обслуживания работ на всех машинах идентичен.
В настоящей статье доказывается NP-трудность оптимальной рекомби-
нации для задачи flowshop на перестановках (в том числе без задержек)
с критериями минимизации общего времени завершения работ и мак-
симального временного смещения. Также исследуется сложность опти-
мальной рекомбинации для классической задачи flowshop с указанными
критериями.

Предлагается точный алгоритм решения ЗОР для произвольной за-
дачи на перестановках, основанный на переборе совершенных паросоче-
таний в специальном двудольном графе. С помощью данного алгорит-
ма для различных вариантов задачи flowshop оценивается трудоёмкость
ЗОР и устанавливается её полиномиальная разрешимость для «почти
всех» пар родительских решений при числе работ, стремящемся к беско-
нечности.

Статья построена следующим образом. В разд. 1 формулируется ЗОР
для задач на перестановках, предлагается точный алгоритм её решения и
исследуются асимптотические свойства. Разд. 2 посвящён описанию раз-
личных вариантов задачи flowshop и постановок ЗОР для них. В разд. 3
представлен анализ вычислительной сложности ЗОР для задачи flow-
shop. В разд. 4 исследуется сложность ЗОР для задачи flowshop на пе-
рестановках и без задержек.
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1. Задача оптимальной рекомбинации на перестановках

Рассмотрим задачу оптимизации на перестановках:

F (π) → min(max), π = (π1, . . . , πk) ∈ Π.

Здесь Π — множество всех возможных перестановок элементов из X =
{x1, . . . , xk}, F : Π → R — некоторая функция.

Задача оптимальной рекомбинации [16]. Вход: индивидуальная
задача оптимизации на перестановках и два родительских решения π1 =(
π11, . . . , π

1
k

)
, π2 =

(
π21, . . . , π

2
k

)
.

Найти: перестановку (потомка) π′ ∈ Π такую, что

(I) π′j = π1j или π′j = π2j для всех j = 1, . . . , k;

(II) для любой π ∈ Π такой, что πj = π1j или πj = π2j для всех
j = 1, . . . , k, выполняется неравенство

F (π′) 6 F (π) (в случае задачи на минимум)

или

F (π′) > F (π) (в случае задачи на максимум).

Построим алгоритм решения ЗОР (I), (II), используя метод А. И. Сер-
дюкова [7], разработанный для оценки мощности множества допустимых
решений в задаче коммивояжёра с предписаниями вершин.

Рассмотрим двудольный граф G = (Xk, X, U) с равными по мощ-
ности долями вершин Xk, X и множеством рёбер U =

{
{i, x} | i ∈ Xk,

x = π1i или x = π2i
}
, где Xk = {1, . . . , k}. Между множеством допустимых

решений рассматриваемой ЗОР и множеством совершенных паросочета-
ний в графе G существует взаимно однозначное соответствие: совершен-
ное паросочетание wπ = {{1, x1}, . . . , {k, xk}} определяет перестановку
πw = (x1, . . . , xk), и наоборот.

Ребро {i, x} ∈ U назовём особым, если {i, x} принадлежит любому
совершенному паросочетанию в графе G. Заметим, что максимальный
связный подграф графа G, содержащий не менее двух рёбер, представля-
ет собой цикл. Обозначим через q(G) число циклов в G. Рёбра {i, x} ∈ U
такие, что π1i = π2i , являются особыми и циклам не принадлежат, а рёбра
{i, x} ∈ U такие, что π1i 6= π2i , содержатся в циклах. Кроме того, каждый
цикл j = 1, . . . , q(G) графа G имеет ровно два максимальных (совершен-
ных) паросочетания, наборы рёбер которых различны, следовательно, он
не содержит особых рёбер. Таким образом, ребро {i, x} ∈ U особое, толь-
ко если π1i = π2i , и любое совершенное паросочетание в графе G взаимно
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однозначно определяется набором максимальных паросочетаний (по од-
ному из каждого цикла) и совокупностью особых рёбер.

Циклы графа G могут быть вычислены за время O(k), например,
с помощью алгоритма «поиск в глубину» [5]. Особые рёбра и макси-
мальные паросочетания в циклах находятся очевидным образом за вре-
мя O(k).

Таким образом, для решения ЗОР (I), (II) можно предложить следу-
ющий алгоритм. Строим двудольный граф G, определяем в нём набор
особых рёбер и циклов, а также находим максимальные паросочетания
в циклах. Перебираем все совершенные паросочетания в графе G (фор-
мируя их из максимальных паросочетаний в циклах и особых рёбер).
В процессе перебора каждому совершенному паросочетанию w ставим
в соответствие перестановку π и вычисляем F (π). В результате находим
требуемую перестановку π′ ∈ Π. Трудоёмкость этого алгоритма равна
O(2q(G)T (F )), где q(G) 6 ⌊k2⌋, и данная оценка достижима, T (F ) — вре-
мя вычисления F (π) для перестановки π ∈ Π.

В [17] доказано, что q(G) 6 ln(k)
ln(2) для «почти всех» пар родительских

перестановок, т. е. ЗОР (I), (II) имеет не более k допустимых решений.
Приведём более подробное описание данного результата.

Определение 1 [7]. Граф G = (Xk, X, U) назовём хорошим, если для
него выполняется неравенство q(G) 6 ln(k)

ln(2) .

Обозначим через ℜ̃k множество пар родительских перестановок с k
элементами, которые соответствуют хорошим двудольным графам G,
а через ℜk — множество всех возможных пар родительских переста-
новок с k элементами. Из результатов [17] следует

Теорема 1. |ℜ̃k|/|ℜk| −→ 1 при k → ∞.

Согласно известной терминологии (см., например, [11]) данная тео-
рема означает, что «почти все» индивидуальные ЗОР (I), (II) имеют не
более k допустимых решений и разрешимы за время O(kT (F )).

Оператор кроссинговера, основанный на решении ЗОР (I), (II) с по-
мощью представленного алгоритма, можно рассматривать как деран-
домизацию равномерного циклического кроссинговера (Uniform Cycle
Crossover) [14].

2. Задачи составления расписаний

в многостадийной системе поточного типа

В обслуживающую систему поточного типа, состоящую из m после-
довательных машин, в момент времени t = 0 поступает множество работ
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N = {1, . . . , n}. Каждая работа обслуживается на машинах в последова-
тельности 1 → 2 → · · · → m. Обозначим через til ∈ R

+ длительность
обслуживания работы i машиной l, где i ∈ N, l ∈ M = {1, . . . ,m}
(здесь и далее R

+ — множество положительных вещественных чисел).
Для каждой работы прерывания процесса обслуживания на любой ма-
шине и одновременное выполнение несколькими машинами не допуска-
ются. Каждая машина обслуживает не более одной работы в любой мо-
мент времени. Данная задача в теории расписаний обозначается через
F ‖ γ [18], где символ γ определяет критерий оптимизации.

Пусть tst(i, l) — момент начала работы i на машине l, а tf (i, l) =
tst(i, l)+til — момент окончания работы i на машине l, i ∈ N , l ∈M . Тогда
расписание s однозначно определяется заданием {tst(i, l)} или {tf (i, l)},
и момент завершения обслуживания всех работ всеми машинами равен

Cmax(s) = max{tf (i,m) | i ∈ N} = max{tst(i,m) + tim | i ∈ N}.

При рассмотрении критерия минимизации максимального временно́го
смещения для каждой работы i ∈ N задаётся директивный срок di, к ко-
торому желательно завершить обслуживание данной работы всеми ма-
шинами. Максимальное временно́е смещение для расписания s равно

Lmax(s) = max{tf (i,m)− di | i ∈ N} = max{tst(i,m) + tim − di | i ∈ N}.

Требуется составить расписание s∗ выполнения работ на машинах
такое, что Cmax(s

∗) (или Lmax(s
∗)) имеет наименьшее значение. Задача

F ‖ γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, NP-трудная в сильном смысле уже при m = 3
(и m = 2 соответственно) [1].

Пусть перестановка πl =
(
πl1, . . . , π

l
n

)
определяет порядок выполне-

ния работ на машине l, где πli — работа, выполняемая i-й по счёту на
машине l ∈M . Для набора перестановок {πl}l∈M раннее расписание мо-
жет быть вычислено за время O(nm):

tst
(
π11, 1

)
= 0, tst

(
π1i , 1

)
= tf

(
π1i−1, 1

)
, i = 2, . . . , n,

tst
(
πl1, l

)
= tf

(
πl1, l − 1

)
, l = 2, . . . ,m,

tst
(
πli, l

)
= max

{
tf
(
πli−1, l

)
, tf
(
πli, l − 1

)}
, i = 2, . . . , n, l = 2, . . . ,m,

Cmax({πl}l∈M ) = tf
(
πmn ,m

)
= tst

(
πmn ,m

)
+ tπm

n ,m,

Lmax({πl}l∈M ) = max
{
tf
(
πmi ,m

)
− dπm

i
| i = 1, . . . , n

}
.
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Далее под расписанием для набора перестановок {πl}l∈M будем пони-
мать раннее расписание, а под значением целевой функции — значение
целевой функции, соответствующее раннему расписанию.

Задача F ‖ γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, может быть сформулирована как
задача поиска набора перестановок {π∗l}l∈M такого, что Cmax({π∗l}l∈M )
(и Lmax({π∗l}l∈M ) соответственно) имеет минимальное значение.

Сформулируем задачу оптимальной рекомбинации для F ‖ γ. Для
заданных родительских наборов перестановок {π1l}l∈M и {π2l}l∈M тре-
буется найти набор перестановок {π′l}l∈M такой, что

(i) π′li = π1li или π′li = π2li для всех i = 1, . . . , n, l ∈M ;
(ii) {π′l}l∈M имеет минимальное значение целевой функции среди

всех наборов перестановок, удовлетворяющих условию (i).
В задаче flowshop на перестановках F |prmu|γ [21] вводится дополни-

тельное ограничение: каждая машина обслуживает работы в одинаковой
последовательности. Задача F |prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, NP-трудна
в сильном смысле уже при m = 3 (и m = 2 соответственно) [1]. Заметим,
что при m 6 3 в задаче F ‖ γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, оптимальное реше-
ние достаточно искать среди допустимых расписаний соответствующей
задачи F |prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax} [4].

Для перестановки π = (π1, . . . , πn), определяющей порядок выполне-
ния работ на всех машинах (πi — работа, выполняемая i-й по счёту),
раннее расписание задачи F |prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, вычисляется за
время O(mn):

tst(π1, 1) = 0, tst(πi, 1) = tf (πi−1, 1), i = 2, . . . , n,

tst(π1, l) = tf (π1, l − 1), l = 2, . . . ,m,

tst(πi, l) = max{tf (πi−1, l), t
f (πi, l − 1)}, i = 2, . . . , n, l = 2, . . . ,m,

Cmax(π) = tf (πn,m) = tst(πn,m) + tπn,m,

Lmax(π) = max{tf (πi,m)− dπi | i = 1, . . . , n}.
Далее под расписанием для перестановки π будем понимать раннее

расписание, а под значением целевой функции — значение целевой функ-
ции, соответствующее раннему расписанию.

Сформулируем задачу оптимальной рекомбинации для F |prmu|γ.
Для произвольных заданных родительских перестановок π1 и π2 тре-
буется найти перестановку π′ такую, что

(i′) π′i = π1i или π′i = π2i для всех i = 1, . . . , n;
(ii′) π′ имеет минимальное значение целевой функции среди всех пе-

рестановок, удовлетворяющих условию (i′).
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3. Вычислительная сложность оптимальной рекомбинации

При доказательстве теорем о сложности ЗОР будет использоваться
NP-трудная задача Упорядоченное Разбиение [1] в следующей постанов-
ке. Заданы упорядоченное множество A = {a1, a2, . . . , a2n0} и вес ei ∈ Z

+

каждого элемента ai ∈ A, причём
∑
ai∈A

ei = 2E (здесь и далее Z
+ — мно-

жество положительных целых чисел). Существует ли разбиение множе-
ства A на два подмножества A1 и A2 таких, что

∑

ai∈A1

ei =
∑

ai∈A2

ei = E, |A1| = |A2| = n0

и множество A1 включает в себя только один элемент из каждой пары
a2i−1, a2i, i = 1, . . . , n0?

Теорема 2. Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для
F3|prmu|Cmax NP-трудна.

Доказательство. Сформулируем для ЗОР (i′), (ii′) соответствую-
щую задачу распознавания: определить, существует ли перестановка π′,
удовлетворяющая условию (i′), такая, что Cmax(π

′) 6 y для заданно-
го числа y. Покажем, что к этой задаче полиномиально сводится зада-
ча Упорядоченное Разбиение.

В задаче F |prmu|Cmax положим m = 3 — число машин, n = 2n0 + 3 —
число работ. Работы множества N разобьём на две группы: U -работы,
соответствующие элементам ai ∈ A, i = 1, . . . , 2n0, и обозначаемые че-
рез Ui, и V -работы, обозначаемые через Vi, i = 0, 1, 2. Пусть

tUi,1 = tUi,3 = 1, tUi,2 = ei, i = 1, . . . , 2n0,

tV0,1 = tV2,3 = 1, tV0,2 = tV1,2 = tV2,2 = E,

tV0,3 = tV1,1 = tV1,3 = tV2,1 = 2E − n0.

Определим родительские перестановки для ЗОР:

π1 = (V0, U1, U3, . . . , U2n0−1, V1, U2, U4, . . . , U2n0 , V2),

π2 = (V0, U2, U4, . . . , U2n0 , V1, U1, U3, . . . , U2n0−1, V2).

Покажем, что в построенной ЗОР перестановка работ π′, для которой
выполняется условие (i′) и Cmax(π

′) 6 5E+2, существует тогда и только
тогда, когда на вопрос в задаче Упорядоченное Разбиение ответ «да».
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(I) Пусть на вопрос в задаче Упорядоченное Разбиение ответ «да»
и A1, A2 — подмножества множества A такие, что

∑
ai∈A1

ei =
∑

ai∈A2

ei = E

и |A1| = |A2| = n0.
Обозначим через N1(U) = (Uj1 , . . . , Ujn0

) и N2(U) = (Uk1 , . . . , Ukn0
)

перестановки U -работ, соответствующих элементам из A1 и A2 соответ-
ственно, где ji < ji+1 и ki < ki+1 для всех i = 1, . . . , n0 − 1. Тогда
для перестановки π′ = (V0, N1(U), V1, N2(U), V2) выполняется условие (i′)
и Cmax(π

′) = 5E +2 (рис. 1). При этом все три машины функционируют
без простоев: машина 1 — в интервале (0, 4E+1], машина 2 — в интервале
(1, 5E + 1] и машина 3 — в интервале (E + 1, 5E + 2].

           1                 E+1                              3E+1         4E+1                 5E+2 

  2E-n0              n0               2E-n0            n0 

   E                                      E 

n0               2E-n0              n0               2E-n0 

V1 V2 

V0 N1(U) V1 N2(U) V2 

N1(U) V0 N2(U) V2 

N1(U) N2(U) 

V1 

V0 
M1 

M3 

M2 

Рис. 1. Структура расписания для перестановки (V0, N1(U), V1, N2(U), V2)

в задаче F3|prmu|Cmax

(II) Пусть существует перестановка π′, для которой выполняется усло-
вие (i′) и Cmax(π

′) 6 5E+2. Будем полагать, что в задаче Упорядоченное
Разбиение E > n0, так как в противном случае данная задача тривиаль-
на. Обозначим через N ′

j(U) множество работ, стоящих в перестановке π′

между работами Vj−1 и Vj , j = 1, 2. При этом |N ′
1(U)| = |N ′

2(U)| = n0,
суммарная длительность работ из N ′

j(U) на первой и третьей машинах
равна n0, а на второй машине —

∑
Ui∈N ′

j(U)

ei, где j = 1, 2.

В расписании, соответствующем π′, все три машины функционируют
без простоев. Действительно, суммарная длительность работ на первой
машине равна 4E+1, а так как общая длительность работы V2 на второй
и третьей машинах равна E + 1, машина 1 функционирует без простоев
в интервале (0, 4E + 1]. Аналогичным образом можно показать, что ма-
шина 2 функционирует без простоев в интервале (1, 5E+1], а машина 3 —
в интервале (E + 1, 5E + 2].
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Докажем, что суммарная длительность работ из N ′
1(U) на второй

машине
∑

Ui∈N ′

1(U)

ei равна E. Идея доказательства заключается в следую-

щем. Если
∑

Ui∈N ′

1(U)

ei > E, то для работы V1 для моментов начала верны

оценки tst(V1, 2) > 2E + 1, tst(V1, 3) > 3E + 1, и в результате Cmax(π
′) >

5E + 2. Если
∑

Ui∈N ′

1(U)

ei < E, то для работы V1 t
st(V1, 2) > 2E + 1 (по-

скольку суммарная длительность работ V0, N ′
1(U) и V1 на первой машине

равна 2E + 1), а так как
∑

Ui∈N ′

2(U)

ei > E, то Cmax(π
′) > 5E + 2.

Приведём формальное доказательство. Рассмотрим работы V0 и V1.
Так как все три машины функционируют без простоев в соответствую-
щих интервалах, имеют место соотношения

tst(V1, 1) = tf (V0, 1) + n0, (1)

tst(V1, 2) = tf (V0, 2) +
∑

Ui∈N ′

1(U)

ei > tf (V1, 1) = tf (V0, 1) + 2E, (2)

tst(V1, 3) = tf (V0, 3) + n0 > tf (V1, 2) = tf (V0, 2) + E +
∑

Ui∈N ′

1(U)

ei, (3)

tf (V0, 2) = tf (V0, 1) + E, (4)

tf (V0, 3) = tf (V0, 1) + 3E − n0. (5)

Следовательно,

tf (V1, 2)
(2)
= tf (V0, 2) +

∑

Ui∈N ′

1(U)

ei + E
(4)
= tf (V0, 1) + 2E +

∑

Ui∈N ′

1(U)

ei, (6)

tst(V1, 3)
(3),(5)
= tf (V0, 1)+3E

(3)

> tf (V1, 2)
(6)
= tf (V0, 1)+2E+

∑

Ui∈N ′

1(U)

ei, (7)

tst(V1, 2)
(2),(4)
= tf (V0, 1) + E +

∑

Ui∈N ′

1(U)

ei
(2)

> tf (V1, 1) = tf (V0, 1) + 2E, (8)

а значит, из (7) получаем
∑

Ui∈N ′

1(U)

ei 6 E, а из (8) —
∑

Ui∈N ′

1(U)

ei > E.

Таким образом,
∑

Ui∈N ′

1(U)

ei = E. Поскольку
∑

Ui∈N ′

1(U)∪N ′

2(U)

ei = 2E,

имеем
∑

Ui∈N ′

2(U)

ei = E.
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В результате, множества

A1 = {ai ∈ A | Ui ∈ N ′
1(U)}, quadA2 = {ai ∈ A | Ui ∈ N ′

2(U)}
соответствуют условиям задачи Упорядоченное Разбиение, и данная ин-
дивидуальная задача имеет ответ «да».

Cведе́ние задачи Упорядоченное Разбиение к рассматриваемой зада-
че распознавания построено за O(n0) операций, следовательно, ЗОР (i′),
(ii′) для F3|prmu|Cmax NP-трудна. Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Задача оптимальной рекомбинации (i), (ii) для
F3 ‖ Cmax NP-трудна.

Доказательство. Пусть в ЗОР (i), (ii) для F3 ‖ Cmax родительские
наборы перестановок таковы, что π11 = π12 = π13 и π21 = π22 = π23.
Если в оптимальном решении данной ЗОР перестановки π′l, l = 1, 2, 3,
не совпадают, то, используя подход из [4], можно показать, что набор
перестановок {π′′l}l∈M , где π′′1 = π′′2 = π′′3 = π′2, также оптимальный
для рассматриваемой ЗОР. Тогда из теоремы 2 непосредственно следует
требуемое утверждение. Следствие 1 доказано.

Теорема 3. Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для
F2|prmu|Lmax NP-трудна.

Доказательство. Сформулируем для ЗОР (i′), (ii′) соответствую-
щую задачу распознавания: определить, существует ли такая переста-
новка π′, удовлетворяющая условию (i′), при которой Lmax(π

′) 6 y для
заданного числа y. Покажем, что к этой задаче полиномиально сводится
задача Упорядоченное Разбиение.

В задаче F |prmu|Lmax положим m = 2 — число машин, n = 2n0 + 2 —
число работ. Работы множества N разобьём на две группы: U -работы,
соответствующие элементам ai ∈ A, i = 1, . . . , 2n0, и обозначаемые че-
рез Ui, и V -работы, обозначаемые через Vi, i = 0, 1. Пусть

tUi,1 = ei, tUi,2 = 2ei, dUi
= 8E, i = 1, . . . , 2n0,

tV0,1 = tV1,1 = 2E, tV0,2 = tV1,2 = E, dV0 = 3E, dV1 = 6E.

Определим родительские перестановки для ЗОР:

π1 = (V0, U1, U3, . . . , U2n0−1, V1, U2, U4, . . . , U2n0),

π2 = (V0, U2, U4, . . . , U2n0 , V1, U1, U3, . . . , U2n0−1).

Покажем, что в построенной ЗОР перестановка работ π′, для которой
выполняется условие (i′) и Lmax(π

′) 6 0, существует тогда и только тогда,
когда на вопрос в задаче Упорядоченное Разбиение ответ «да».
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(I) Пусть на вопрос в задаче Упорядоченное Разбиение ответ «да»
и A1, A2 — подмножества элементов множества A такие, что

∑
ai∈A1

ei =
∑

ai∈A2

ei = E и |A1| = |A2| = n0.

Обозначим через N1(U) = (Uj1 , . . . , Ujn0
) и N2(U) = (Uk1 , . . . , Ukn0

)
перестановки U -работ, соответствующих элементам из A1 и A2 соответ-
ственно, где ji < ji+1 и ki < ki+1 для всех i = 1, . . . , n0 − 1. Тогда
для перестановки π′ = (V0, N1(U), V1, N2(U)) выполняется условие (i′)
и Lmax(π

′) = 0, так как в расписании для π′ соблюдены директивные
сроки всех работ и tf (V0, 2) = dV0 (рис. 2). При этом обе машины функ-
ционируют без простоев: машина 1 — в интервале (0, 6E], а машина 2 —
в интервале (2E, 8E].

(II) Пусть существует перестановка π′, для которой выполняется усло-
вие (i′) и Lmax(π

′) 6 0. Обозначим через N ′
j(U) множество U -работ, сто-

ящих в перестановке π′ после работы Vj−1, j = 1, 2.M2M1 2E 3E 5E 6E 8EN2(U)V1N1(U)V0 N2(U)V1N1(U)V0
Рис. 2. Структура расписания для перестановки (V0, N1(U), V1, N2(U))

в задаче F2|prmu|Lmax

Поскольку tV0,1 + tV0,2 = 3E = dV0 , работа V0 обслуживается маши-
ной 1 в интервале (0, 2E], а машиной 2 — в (2E, 3E]. Так как суммарная
длительность обслуживания всех работ на машине 2 равна 6E, данная
машина функционирует без простоев в интервале (2E, 8E].

Рассмотрим временно́й интервал (3E, 6E]. В этом интервале маши-
на 2 должна выполнить работу V1 в течение E единиц времени (так как
dV1 = 6E) и U -работы в течение 2E единиц времени.

Очевидно, что tf (V1, 1) 6 5E, иначе tf (V1, 2) > 6E. Предположим,
что tf (V1, 1) = 5E − C, где 0 < C < E. Тогда машина 1 выполняет
в (2E, 3E − C] работы из N ′

1(U) в течение не более E − C единиц вре-
мени, и эти же работы обслуживаются на машине 2 в течение не более
2E − 2C единиц времени в (3E, 5E − C] (рис. 3). Однако на машине 2
момент начала tst(V1, 2) > 5E − C, а значит, после обслуживания V1 на
машине 2 останется не более 2E + C единиц времени до момента 8E,
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которых не хватит на выполнение работ из N ′
2(U), суммарная длитель-

ность которых на машине 2 составит не менее 2E + 2C. Следовательно,
tf (V1, 1) = tst(V1, 2) = 5E,

∑
Ui∈N ′

1(U)

ei = E и
∑

Ui∈N ′

2(U)

ei = E.

Таким образом, множества

A1 = {ai ∈ A | Ui ∈ N ′
1(U)}, A2 = {ai ∈ A | Ui ∈ N ′

2(U)}

соответствуют условиям задачи Упорядоченное Разбиение, и данная ин-
дивидуальная задача имеет ответ «да».

Сведе́ние задачи Упорядоченное Разбиение к рассматриваемой зада-
че распознавания построено за O(n0) операций, следовательно, ЗОР (i′),
(ii′) для F2|prmu|Lmax NP-трудна. Теорема 3 доказана.

 

N2(U) V1 N1(U) V0 

N2(U) V1 N1(U) V0 

E-C                                   E+C 

2E-2C                                   2E+2C 

M1 

M2 

   2E         3E-C               5E-C         6E                       8E+C 

Рис. 3. Иллюстрация к доказательству от противного для перестановки π′

в задаче F2|prmu|Lmax

Следствие 2. Задача оптимальной рекомбинации (i), (ii) для
F2 ‖ Lmax NP-трудна.

Доказательство. Пусть в ЗОР (i), (ii) для F2 ‖ Lmax родительские
наборы перестановок таковы, что π11 = π12 и π21 = π22. Если в оп-
тимальном решении данной ЗОР перестановки π′1 и π′2 не совпадают,
то, используя подход из [4], можно показать, что набор перестановок
{π′′l}l∈M , где π′′1 = π′′2 = π′2, также оптимальный для рассматриваемой
ЗОР. Тогда из теоремы 3 непосредственно следует требуемое утвержде-
ние. Следствие 2 доказано.

Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для F |prmu|γ, γ ∈ {Cmax,
Lmax}, может быть решена с помощью алгоритма, описанного в разд. 1.
Так как для произвольной перестановки π значение целевой функции
Cmax(π) (или Lmax(π)) вычисляется за время O(nm) (см. разд. 2), имеет
место

Теорема 4. Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для
F |prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, разрешима за время O(1.42nnm).
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Аналогичным образом из теоремы 1 вытекает

Следствие 3. Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для
F |prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, для «почти всех» пар родительских пере-
становок разрешима за время O(n2m).

Теорема 5. Задача оптимальной рекомбинации (i), (ii) для F ‖ γ,
γ ∈ {Cmax, Lmax}, разрешима за время O(1.42n(m−2)nm).

Доказательство. В задаче F ‖ γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, существует оп-
тимальное решение, при котором сохраняется порядок выполнения работ
на двух первых и двух последних машинах [4]. Поэтому будем рассмат-
ривать только такие ЗОР (i), (ii), где π11 = π12, π21 = π22, π1(m−1) = π1m,
π2(m−1) = π2m.

C помощью подхода, описанного в разд. 1, для машины l ∈ M \
{1,m} перебираем перестановки πl такие, что πli = π1li или πli = π2li
для всех i = 1, . . . , n. Число таких перестановок для машины l ∈ M \
{1,m} есть O(1.42n). Для каждого набора перестановок {πl}l∈M , где
π1 = π2, πm = π(m−1), вычисляем значение целевой функции за время
O(nm) (см. разд. 2). В результате, за время O(1.42n(m−2)nm) находим
требуемый набор перестановок {π′l}l∈M . Теорема 5 доказана.

Рассуждая аналогично доказательству теоремы 5 и используя теоре-
му 1, получаем

Следствие 4. Задача оптимальной рекомбинации (i), (ii) для F ‖ γ,
γ ∈ {Cmax, Lmax}, разрешима за время O(nm−1m) для «почти всех» пар
наборов родительских перестановок.

Таким образом, ЗОР (i), (ii) для Fm ‖ γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, эффек-
тивно разрешима для «почти всех» пар наборов родительских переста-
новок.

4. Вычислительная сложность оптимальной рекомбинации

для задачи без задержек

В задаче flowshop без задержек F |no-wait|γ [18] предполагается,
что каждая работа выполняется непрерывно одной машиной за другой.
Предположим, что в задаче F |no-wait|γ допускается til = 0, и это озна-
чает, что работа i на машине l не выполняется. При указанной интерпре-
тации записи til = 0 в оптимальном решении задачи F |no-wait|γ машины
могут выполнять работы ненулевой длительности в различном порядке.

Будем рассматривать задачу F |no-wait, prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax},
которая NP-трудна в сильном смысле уже при m = 2 [1]. Для переста-
новки π = (π1, . . . , πn), определяющей порядок выполнения работ, раннее
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расписание задачи F |no-wait, prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, вычисляется
за время O(mn). Обозначим через Mi =

(
li1, . . . , l

i
mi

)
последовательность

машин, на которых выполняется работа i ∈ N , а через πkj′ — работу,

которая предшествует работе πj на машине l
πj
k согласно последователь-

ности π (если работа πj выполняется на машине l
πj
k первой, то полагаем

πkj′ := 0, tf
(
πkj′ , l

πj
k

)
:= 0), j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,mj . Тогда

tst
(
π1, l

π1
1

)
= 0, tst

(
π1, l

π1
j

)
= tf

(
π1, l

π1
j−1

)
, j = 2, . . . ,m1,

tst
(
πi, l

πi
1

)
= max

k=1,...,mi

{
tf
(
πki′ , l

πi
k

)
−
k−1∑

j=1

tπi,l
πi
j

}
, i = 2, . . . , n,

tst
(
πi, l

πi
j

)
= tf

(
πi, l

πi
j−1

)
, i = 2, . . . , n, j = 2, . . . ,mi,

Cmax(π) = max
{
tf
(
i, limi

)
| i ∈ N

}
,

Lmax(π) = max
{
tf
(
i, limi

)
− di | i ∈ N

}
.

Задача оптимальной рекомбинации для F |no-wait, prmu|γ формули-
руется так же, как и для задачи F |prmu|γ.

Теорема 6. Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для
F2|no-wait, prmu|Cmax NP-трудна, если запись til = 0 означает, что ра-
бота i на машине l не обслуживается.

Доказательство. Сформулируем для ЗОР (i′), (ii′) соответствую-
щую задачу распознавания: определить, существует ли такая переста-
новка π′, удовлетворяющая условию (i′), при которой Cmax(π

′) 6 y для
заданного числа y. Покажем, что к этой задаче полиномиально сводится
задача Упорядоченное Разбиение.

В задаче F |no-wait, prmu|Cmax положим m = 2 — число машин,
n = 2n0+3 — число работ. Работы множества N разобьём на две группы:
U -работы, соответствующие элементам ai ∈ A, i = 1, . . . , 2n0, и обозна-
чаемые через Ui, и V -работы, обозначаемые через Vi, i = 0, 1, 2. Пусть

tUi,1 = 0, tUi,2 = ei, i = 1, . . . , 2n0,

tV0,1 = tV1,1 = tV2,1 = 2E, tV0,2 = tV1,2 = tV2,2 = E.

Определим родительские перестановки для ЗОР:

π1 = (V0, U1, U3, . . . , U2n0−1, V1, U2, U4, . . . , U2n0 , V2),

π2 = (V0, U2, U4, . . . , U2n0 , V1, U1, U3, . . . , U2n0−1, V2).
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Поскольку U -работы не выполняются на машине 1, перестановки π1

и π2 порождают следующие подпоследовательности для указанной ма-
шины: π̃1 = (V0, V1, V2), π̃

2 = (V0, V1, V2).
Покажем, что в построенной ЗОР перестановка работ π′, для которой

выполняется условие (i′) и Cmax(π
′) 6 7E, существует тогда и только

тогда, когда на вопрос в задаче Упорядоченное Разбиение ответ «да».

(I) Пусть на вопрос в задаче Упорядоченное Разбиение ответ «да»
и A1, A2 — подмножества множества A такие, что

∑
ai∈A1

ei =
∑

ai∈A2

ei = E

и |A1| = |A2| = n0.
Обозначим через N1(U) = (Uj1 , . . . , Ujn0

) и N2(U) = (Uk1 , . . . , Ukn0
)

перестановки U -работ, соответствующих элементам из A1 и A2 соответ-
ственно, где ji < ji+1 и ki < ki+1 для всех i = 1, . . . , n0 − 1. Тогда
для перестановки π′ = (V0, N1(U), V1, N2(U), V2) выполняется условие (i′)
и Cmax(π

′) = 7E (рис. 4). При этом машины функционируют без просто-
ев: машина 1 — в интервале (0, 6E] (обслуживает работы в последова-
тельности π̃′ = (V0, V1, V2)), а машина 2 — в интервале (2E, 7E] (обслу-
живает работы в последовательности π′).M2M1 2E 3E 5E 6E 7EN2(U)V1N1(U)V0 V2V1V0 V2

Рис. 4. Структура расписания для перестановки (V0, N1(U), V1, N2(U), V2)

в задаче F2|no-wait, prmu|Cmax

(II) Пусть существует перестановка π′, для которой выполняется
условие (i′) и Cmax(π

′) 6 7E. Обозначим через N ′
j(U) множество работ,

стоящих в перестановке π′ между работами Vj−1 и Vj , j = 1, 2.
Поскольку суммарная длительность всех работ на первой машине

равна 6E, на второй машине — 5E, tV0,1 = 2E, tV2,2 = E, обе машины
функционируют без простоев: машина 1 — в интервале (0, 6E], а маши-
на 2 — в интервале (2E, 7E].

Так как задержки при выполнении работ запрещены, работа V0 вы-
полняется на машине 1 в интервале (0, 2E], а на машине 2 — в интерва-
ле (2E, 3E]; работа V1 выполняется на машине 1 в интервале (2E, 4E],
а на машине 2 — в интервале (4E, 5E]; работа V2 выполняется на ма-
шине 1 в интервале (4E, 6E], а на машине 2 — в интервале (6E, 7E]. Тогда
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U -работы обслуживаются на машине 2 в интервалах (3E, 4E] и (5E, 6E],
следовательно,

∑
Ui∈N ′

1(U)

ei = E и
∑

Ui∈N ′

2(U)

ei = E.

В результате, множества A1 = {ai ∈ A | Ui ∈ N ′
1(U)} и A2 = {ai ∈ A |

Ui ∈ N ′
2(U)} соответствуют условиям задачи Упорядоченное Разбиение,

и данная индивидуальная задача имеет ответ «да».
Сведе́ние задачи Упорядоченное Разбиение к рассматриваемой зада-

че распознавания построено за O(n0) операций, следовательно, ЗОР (i′),
(ii′) для F |no-wait, prmu|Cmax NP-трудна. Теорема 6 доказана.

Если в задаче F |no-wait, prmu|Lmax положить di = 0, i ∈ N, то из
теоремы 6 непосредственно вытекает

Следствие 5. Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для
F2|no-wait, prmu|Lmax NP-трудна, если запись til = 0 означает, что ра-
бота i на машине l не обслуживается.

Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для F |no-wait, prmu|γ,
γ ∈ {Cmax, Lmax}, может быть решена с помощью алгоритма, описан-
ного в разд. 1. Поскольку для произвольной перестановки π значение
целевой функции Cmax(π) (или Lmax(π)) вычисляется за время O(nm),
имеет место

Теорема 7. Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для
F |no-wait, prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, разрешима за время O(1.42nnm),
если запись til = 0 означает, что работа i на машине l не обслуживается.

Аналогичным образом из теоремы 1 получаем

Следствие 6. Задача оптимальной рекомбинации (i′), (ii′) для
F |no-wait, prmu|γ, γ ∈ {Cmax, Lmax}, разрешима за время O(n2m) для
«почти всех» пар родительских перестановок, если запись til = 0 озна-
чает, что работа i на машине l не обслуживается.

Заключение

Представлены оценка числа допустимых решений задачи оптималь-
ной рекомбинации для задач на перестановках и точный алгоритм её
решения, основанный на переборе совершенных паросочетаний в специ-
альном двудольном графе.

Полученные результаты показывают, что оптимальная рекомбинация
для задач Fm ‖ γ, F |prmu|γ, F |no-wait, prmu|γ, где γ ∈ {Cmax, Lmax},
NP-трудна, однако оптимальный потомок может быть найден за полино-
миальное время для «почти всех» пар родительских решений при числе
работ, стремящемся к бесконечности.
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Для дальнейшего анализа представляет интерес эксперименталь-
ное исследование предложенного оператора оптимальной рекомбинации
и исследование NP-трудности в сильном смысле рассматриваемых задач
оптимальной рекомбинации. Также открытым является вопрос о слож-
ности задачи оптимальной рекомбинации для F |no-wait|γ, если запись
til = 0 означает, что работа i на машине l обслуживается, но длительно-
стью этого обслуживания можно пренебречь.

Автор благодарен А. В. Еремееву за полезные замечания.
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Abstract. Under study is the complexity of optimal recombination
for various flowshop scheduling problems with the makespan criterion
and the criterion of maximum lateness. The problems are proved to be
NP-hard, and a solution algorithm is proposed. In the case of a flowshop
problem on permutations, the algorithm is shown to have polynomial
complexity for “almost all” pairs of parent solutions as the number of
jobs tends to infinity. Ill. 4, bibliogr. 26.
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6. D. Rutkowska, M. Piliński, and L. Rutkowski, Neural Networks, Ge-
netic Algorithms and Fuzzy Systems, Naukowe PWN, Warsaw, 1997 [Polish].
Translated under the title Neironnye seti, geneticheskie algoritmy i nechyotkie
sistemy, Goryachaya liniya–Telekom, Moscow, 2006.

7. A. I. Serdyukov, On travelling salesman problem with prohibitions, in Up-
ravlyaemye sistemy (Controlled Systems), Vol. 17, pp. 80–86, Inst. Mat. SO
AN SSSR, Novosibirsk, 1978.

8. V. S. Tanaev, Yu. N. Sotskov, and V. A. Strusevich, Teoriya raspisanii.
Mnogostadiinye sistemy (Theory of Scheduling. Multi-Stage Systems), Nauka,
Moscow, 1989.

9. E. Balas and W. Niehaus, Optimized crossover-based genetic algo-
rithms for the maximum cardinality and maximum weight clique problems,
J. Heuristics, 4, No. 2, 107–122, 1998.

10. B.-W. Cheng and C.-L. Chang, A study on flowshop scheduling problem
combining Taguchi experimental design and genetic algorithm, Expert Syst.
Appl., 32, No. 2, 415–421, 2007.
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