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Аннотация. Рассматривается NP-трудная в сильном смысле зада-
ча двухкластерного разбиения конечного множества точек евклидо-
ва пространства по критерию минимума суммы по обоим класте-
рам взвешенных сумм квадратов внутрикластерных расстояний от
элементов кластеров до их центров. Весами сумм являются мощно-
сти искомых кластеров. Центр одного из кластеров задан на вхо-
де, а центр другого неизвестен и определяется как точка простран-
ства, равная среднему значению элементов кластера (геометриче-
ский центр). Анализируются два варианта задачи, в которых мощ-
ности кластеров либо неизвестны, либо заданы на входе. Для случая
задач, в которых входные данные целочисленны, а размерность про-
странства фиксирована, построены точные псевдополиномиальные
алгоритмы. Библиогр. 24.
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Введение

Предметом исследования является одна из слабоизученных NP-труд-
ных в сильном смысле квадратичных задач разбиения конечного мно-
жества точек евклидова пространства на два кластера. Цель исследо-
вания — обоснование точных псевдополиномиальных алгоритмов для
специального случая двух вариантов этой задачи, в которых мощности
кластеров либо неизвестны, либо заданы на входе.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского Научно-
го Фонда (проект 16–11–10041).
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Исследование мотивировано отсутствием каких-либо эффективных
алгоритмических результатов для рассматриваемой задачи и её актуаль-
ностью для многих приложений, среди которых, в частности, проблемы
геометрии, статистические проблемы совместного оценивания и провер-
ки гипотез по неоднородным выборкам, проблемы кластерного анализа
данных, проблемы интерпретации данных (см., например, [7, 8] и цити-
рованные там работы).

1. Формулировка задач, известные и полученные результаты

Всюду далее R — множество вещественных чиссел, ‖ · ‖ — евклидова
норма в пространстве R

q, а 〈·, ·〉 — скалярное произведение.
Следуя [7, 8], сформулируем общую задачу, имеющую название Ba-

lanced Variance-based 2-Clustering with given center, в двух вариантах: без
ограничений на мощности кластеров (далее — задача 1), с дополнитель-
ным ограничением на мощность кластеров (далее — задача 2).

Задача 1. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} точек из R
q.

Найти: разбиение множества Y на два непустых кластера C и Y \ C
такое, что

F (C) = |C|
∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 + |Y \ C|
∑

y∈Y\C

‖y‖2 −→ min, (1)

где y(C) = 1
|C|

∑
y∈C

y — геометрический центр (центроид) кластера C.

Задача 2. Дано: множество Y = {y1, . . . , yN} точек из R
q и нату-

ральное число M .

Найти: разбиение множества Y на два непустых кластера C и Y \ C
такое, что целевая функция (1) минимальна, при ограничении |C| =M .

В сформулированных задачах центроид y(C) кластера C неизвестен
(является оптимизируемой переменной), а центр кластера Y \ C задан
в начале координат. В формуле (1) мощности искомых кластеров яв-
ляются множителями внутрикластерных сумм и интерпретируются как
веса, обеспечивающие сбалансированную кластеризацию.

В [7, 8] установлено, что задачи 1 и 2 NP-трудны в сильном смысле.
Поэтому согласно [19] для них не существует точных полиномиального
и псевдополиномиального алгоритмов, если гипотеза P 6=NP верна. Кро-
ме того, в [7, 8] доказано, что для задач 1 и 2 не существует полностью
полиномиальных приближённых схем, если P 6=NP.
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Подчеркнём, что каких-либо результатов алгоритмического плана для
сформулированных задач ранее не было получено. Вместе с тем известен
целый ряд результатов для близких в постановочном плане задач. По-
скольку рассматриваемые задачи не эквивалентны известным задачам
и не являются их частными случаями, сфокусируем внимание лишь на
отличительных особенностях этих задач. Свойства алгоритмов, предло-
женных для этих задач, можно найти в цитируемых ниже работах.

К числу наиболее близких в постановочном плане относится труд-
норешаемая задача, в которой целевая функция отличается от (1) вы-
ражением для внутрикластерной суммы кластера Y \ C, а именно, под
знаком суммы вместо ‖y‖2 фигурирует ‖y−y(Y \C)‖2. В этой задаче, ко-
торую называют Balanced Variance-based 2-Clustering, центроиды обоих
кластеров являются оптимизируемыми переменными. В силу известного
равенства

2|Z|
∑

y∈Z

‖y − y(Z)‖2 =
∑

y∈Z

∑

z∈Z

‖y − z‖2,

справедливого для любого непустого множества Z, задача минимизации
суммы

∑
x∈C

∑
z∈C

‖x− z‖2 + ∑
x∈Y\C

∑
z∈Y\C

‖x− z‖2 также близка по постановке

к задаче 1. Её называют Min-Sum All-Pairs 2-Clustering, или Min-Sum
2-Clustering. Вопросы построения алгоритмов для этих задач исследова-
лись, в частности, в [7, 8, 15–17,21,22,24].

В последнее десятилетие активно исследовалась NP-трудная в силь-
ном смысле задача Minimum Sum-of-Squares 2-Clustering with given cen-
ter, выражение для целевой функции которой отличается от (1) отсут-
ствием балансировочных множителей — мощностей искомых кластеров.
Алгоритмические результаты для неё можно найти в [4–6,11–13,20] и ци-
тированных там работах.

Близкой к рассматриваемым также является известная [18, 23] со
времён Фишера труднорешаемая [14] задача Minimum Sum-of-Squares
2-Clustering, которую ещё называют 2-Means. В этой задаче, как и в зада-
че Balanced Variance-based 2-Clustering, центроиды обоих кластеров яв-
ляются оптимизируемыми переменными, но балансировочные веса у внут-
рикластерных сумм отсутствуют. С исследованием этой задачи и её при-
ложениями связаны тысячи публикаций.

В силу указанных отличий известные алгоритмические результаты
для приведённых постановочно близких труднорешаемых задач не пере-
носятся на задачи 1 и 2. Для этих задач требуются отдельные исследо-
вания.
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В настоящей работе построены точные псевдополиномиальные алго-
ритмы для специального случая задач 1 и 2, в которых координаты точек
входного множества целочисленны, а размерность пространства фикси-
рована. Алгоритмы находят оптимальное решение задачи 1 за время
O(N2(ND)q), a задачи 2 — за время O(N(MD)q), где D — максимальное
абсолютное значение координат входных точек. Фактически, это первые
алгоритмические результаты для рассматриваемых задач.

2. Псевдополиномиальные алгоритмы

Суть подхода к решению задачи 2 заключается в следующем. В об-
ласти пространства, определяемой максимальным абсолютным значе-
нием координат входных точек, строится многомерная равномерная по
каждой координате решётка (сетка) с рациональным шагом. Шаг ре-
шётки выбирается так, чтобы один из её узлов совпал с геометрическим
центром одного из искомых кластеров. Для каждого узла построенной
решётки решается задача минимизации вспомогательной целевой функ-
ции. В результате решения находится подмножество, доставляющее ми-
нимум этой функции. Найденное подмножество включается в семейство
претендентов на решение исходной задачи. В качестве окончательного
решения выбирается то подмножество из построенного семейства, для
которого значение целевой функции исходной задачи минимально.

Подход к решению задачи 1 состоит в построении семейства реше-
ний задачи 2 для каждой допустимой мощности M кластера C и выбо-
ре в этом семействе наилучшего решения в смысле минимума целевой
функции.

Этот по своей сути сеточный подход ранее успешно применялся в [1,
3, 9, 13] при построении точных псевдополиномиальных алгоритмов для
задач кластеризации, сходных в постановочном плане с задачами 1 и 2.
Настоящая работа демонстрирует результативность сеточного подхода
к решению новой труднорешаемой задачи.

Для построения и обоснования алгоритмов сформулируем вспомога-
тельные утверждения.

Лемма 1. Для произвольной точки x ∈ R
q и непустого конечного

множества Z ⊂ R
q имеет место равенство

∑

z∈Z

‖z − x‖2 =
∑

z∈Z

‖z − z‖2 + |Z| · ‖x− z‖2,

где z = 1
|Z|

∑
z∈Z

z — центроид множества Z.
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Утверждение леммы 1 относится к числу хорошо известных, а дока-
зательство представлено во многих публикациях (см., например, [10]).

Лемма 2. Пусть

S(C, x) = |C|
∑

y∈C

‖y − x‖2 + |Y \ C|
∑

y∈Y\C

‖y‖2, C ⊆ Y, x ∈ R
q, (2)

где Y — входное множество точек задачи 1. Тогда

S(C, x) = F (C) + |C|2‖x− y(C)‖2. (3)

Доказательство. Из леммы 1 для множества Z = C и его центро-
ида y(C) имеем

∑

y∈C

‖y − x‖2 =
∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 + |C| · ‖x− y(C)‖2. (4)

Подставляя (4) в (2), получим

S(C, x) = |C|
∑

y∈C

‖y − x‖2 + |Y \ C|
∑

y∈Y\C

‖y‖2

= |C|
∑

y∈C

‖y − y(C)‖2 + |C|2‖x− y(C)‖2 + |Y \ C|
∑

y∈Y\C

‖y‖2

= F (C) + |C|2‖x− y(C)‖2,

что устанавливает справедливость (3). Лемма 2 доказана.

Всюду далее используем fx(y) для обозначения функции f(x, y) при
условии, что у этой функции аргумент xфиксирован; аналогичный смысл
имеет обозначение fy(x).

Лемма 3. Для условных минимумов функции (2) справедливы сле-

дующие утверждения:
(i) при любом непустом фиксированном подмножестве C ⊆ Y мини-

мум функции SC(x) по x ∈ R
q достигается в точке x = y(C) = 1

|C|

∑
y∈C

y

и равен F (C);
(ii) если |C| =M = const, то при любой фиксированной точке x ∈ R

q

для минимума функции Sx(C) по C ⊆ Y имеет место равенство

argmin
C⊆Y

Sx(C) = argmin
C⊆Y

Gx(C),
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где Gx(C) = ∑
y∈C

gx(y),

gx(y) = (2M −N)‖y‖2 − 2M 〈y, x〉 , y ∈ Y, (5)

при этом

min
C⊆Y

Gx(C) =
∑

y∈Bx

gx(y), (6)

а множество Bx состоит из тех M точек множества Y, в которых функ-

ция gx(y) имеет наименьшие значения.

Доказательство. Справедливость утверждения (i) следует из лем-
мы 2.

Так как |Y| = N и |C| =M , справедливость утверждения (ii) вытекает
из следующей цепочки равенств:

Sx(C) =M
∑

y∈C

‖y − x‖2 + (N −M)
∑

y∈Y\C

‖y‖2

=M
∑

y∈C

‖y‖2 +M2‖x‖2 − 2M
∑

y∈C

〈y, x〉+ (N −M)
∑

y∈Y\C

‖y‖2

= (N −M)
∑

y∈Y

‖y‖2 +M2‖x‖2 + (2M −N)
∑

y∈C

‖y‖2 − 2M
∑

y∈C

〈y, x〉

= (N −M)
∑

y∈Y

‖y‖2 +M2‖x‖2 +
∑

y∈C

gx(y)

= (N −M)
∑

y∈Y

‖y‖2 +M2‖x‖2 +Gx(C).

Остаётся заметить, что в последних двух равенствах первые два слагае-
мых не зависят от C. Формула (6) очевидна. Лемма 3 доказана.

Допустим теперь, что координаты точек из множества Y целочислен-
ны. Положим

D = max
y∈Y

max
j∈{1,...,q}

|(y)j |, (7)

где (y)j — j-я координата точки y. Определим множество

D =

{
x ∈ R

q| (x)j =
1

M
(v)j , (v)j ∈ Z, |(v)j | 6MD, j = 1, ..., q

}
(8)

— многомерную решётку с равномерным рациональным шагом, рав-
ным 1/M , по каждой координате. Заметим, что |D| = (2MD + 1)q.
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Лемма 4. Пусть элементы множества Y имеют целочисленные ком-

поненты из интервала [−D,D]. Тогда центроид любого подмножества

C ⊆ Y мощности M лежит в множестве D.

Доказательство. Действительно, по определению (8) j-я коорди-
ната центроида y(C) любого подмножества C ⊆ Y мощности M , равная
1
M

∑
y∈C

(y)j , является рациональным числом, так как j-я координата лю-

бой из входных точек целочисленна. Остаётся заметить, что в соответ-
ствии с (8) шаг решётки по каждой координате равен 1/M и, кроме того,

|(y(C))j | = 1

|C|
∣∣∣
∑

y∈C

(y)j
∣∣∣ = 1

M

∣∣∣
∑

y∈C

(y)j
∣∣∣ 6 MD

M
= D, j = 1, . . . , q,

для любого подмножества C ⊆ Y мощности M . Лемма 4 доказана.

Запишем алгоритм решения задачи 2 в пошаговой форме.

Алгоритм A
Вход: множество Y, натуральное число M .

Шаг 1. Найдём значение D по формуле (7); построим решётку D по
формуле (8).

Шаг 2. Для каждого узла x ∈ D вычислим gx(z), z ∈ Y, по фор-
муле (5); найдём подмножество Bx ⊆ Y с M наименьшими значения-
ми gx(z), вычислим значение S(Bx, x) по формуле (2).

Шаг 3. В семействе {S(Bx, x), x ∈ D}, построенном на шаге 2, найдём
узел xA = argmin

x∈D
S(Bx, x) и подмножество BxA ⊆ Y. Положим CA = BxA .

Выход: множество CA.

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 4. Тогда алгоритм A
находит оптимальное решение задачи 2 за время O(qN(2MD + 1)q).

Доказательство. Пусть подмножество C∗ — оптимальное решение
задачи 2, y∗ = y(C∗) — центроид подмножества C∗, а CA — подмножество,
найденное алгоритмом.

Согласно лемме 4 центроид любого подмножества C ⊆ Y мощностиM
лежит в множестве D. Поэтому центроид y∗ лежит в этом же множестве
и, следовательно, на шаге 2 при переборе элементов решётки он будет
проанализирован алгоритмом.

Для центроида y∗ и узла xA решётки по определению шага 3 имеем
неравенство

S(CA, xA) 6 S(By∗ , y∗). (9)
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Кроме того, из первого утверждения леммы 3 следует оценка

F (CA) 6 S(CA, xA), (10)

а из второго — неравенство

S(By∗ , y∗) 6 F (C∗). (11)

Объединяя (9)–(11), получаем

F (CA) 6 F (C∗).

С другой стороны, так как CA — допустимое решение задачи, а C∗ —
оптимальное, справедливо обратное неравенство

F (C∗) 6 F (CA).

Таким образом, F (CA) = F (C∗), т. е. CA — оптимальное решение задачи 2.
Оценим временну́ю сложность алгоритма. На шаге 1 для отыскания

значенияD потребуется O(qN) операций, а для построения решётки D —
O(q|D|) операций.

На шаге 2 вычисление значений gx(z) выполняется за время O(qN).
Для поиска M наименьших элементов в множестве из N элементов по-
требуется O(N) операций (например, с помощью алгоритма отыскания
n-го наименьшего значения в неупорядоченном массиве [2]). Вычисле-
ние значения S(Bx, x) выполняется за время O(qN). Следовательно, для
каждого узла x решётки D требуется O(qN) операций. Поскольку решётка
содержит узлов |D|, выполнение второго шага осуществляется за время
O(qN |D|).

Шаг 3 выполняется за |D| = (2MD + 1)q операций.
Суммируя затраты на всех шагах, находим, что временна́я сложность

алгоритма есть величина O(qN(2MD + 1)q). Теорема 1 доказана.

Заметим, что (2MD + 1)q 6 (3MD)q = 3q(MD)q, поэтому при фик-
сированной размерности q пространства время работы алгоритма равно
O(N(MD)q). Поскольку D — числовое значение, алгоритм A решения
задачи 2 псевдополиномиален.

Ясно, что построенный алгоритм A можно применить для отыскания
точного решения задачи 1. Для этого достаточно найти N решений за-
дачи 2 для каждого M = 1, . . . , N и среди найденных решений выбрать
наилучшее в смысле минимума целевой функции. Трудоёмкость такого
алгоритма, очевидно, равна O(N2(ND)q).
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Заключение

В работе построены точные псевдополиномиальные алгоритмы для
одной из актуальных NP-трудных в сильном смысле квадратичных ев-
клидовых задач сбалансированной 2-кластеризации в случае, когда вход-
ные данные целочисленны, а размерность пространства фиксирована.

Поскольку рассмотренная задача относится к числу слабо изученных
в алгоритмическом плане, делом ближайшей перспективы является по-
строение эффективных приближённых алгоритмов с гарантированными
оценками точности.
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EXACT PSEUDOPOLINOMIAL ALGORITHMS FOR A BALANCED
2-CLUSTERING PROBLEM
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Abstract. We consider the strongly NP-hard problem of partitioning
a set of Euclidean points into two clusters so as to minimize the sum (over
both clusters) of the weighted sum of the squared intracluster distances
from the elements of the clusters to their centers. The weights of sums
are the sizes of the clusters. The center of one cluster is given as input,
while the center of the other cluster is unknown and determined as the
average value over all points in the cluster (the geometric center). The
two versions of the problems are analyzed in which the cluster sizes are
either parts of the input or optimization variables. We present and prove
exact pseudopolynomial algorithms in the case of integer components of
the input points and fixed space dimension. Bibliogr. 24.

Keywords: Euclidean space, balanced clustering, NP-hardness, integer
inputs, fixed space dimension, exact pseudopolynomial algorithm.
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