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Аннотация. Показано, что каждый q-ичный равновесный код веса 3
с минимальным расстоянием 4 и длины m вкладывается в некоторый
q-ичный 1-совершенный код длины n = (qm−1)/(q−1). Библиогр. 10.
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Введение

Пусть F
n
q — векторное пространство размерности n над конечным

полем Fq. Расстояние Хэмминга между двумя векторами x, y ∈ F
n
q рав-

но числу координат, в которых они различаются, и обозначается через
d(x,y). Произвольное подмножество C из F

n
q называется q-ичным кодом

длины n. Минимальным расстоянием кода называется минимальное рас-
стояние между двумя различными кодовыми векторами, т. е. векторами,
принадлежащими коду. Код C называется q-ичным 1-совершенным ко-

дом, если для каждого вектора x ∈ F
n
q существует единственный вектор

c ∈ C такой, что d(x, c) 6 1. Нетривиальные q-ичные 1-совершенные
коды длины n существуют, если n = (qm − 1)/(q − 1), где m — на-
туральное число, не меньшее двух. Минимальное расстояние q-ичного
1-совершенного кода равно 3. Два кода C1, C2 ⊆ F

n
q называются эквива-

лентными, если существуют вектор v ∈ F
n
q и мономиальная матрица M

размера n × n над полем Fq такие, что C2 = {(v + cM) : c ∈ C1}. Будем
предполагать, что нулевой вектор 0 принадлежит коду. Код называется
линейным, если он образует линейное подпространство над Fq. Линей-
ные q-ичные 1-совершенные коды длины n единственны с точностью до
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эквивалентности и называются q-ичными кодами Хэмминга. Будем обо-
значать q-ичный код Хэмминга длины n = (qm − 1)/(q − 1) через Hq,m.

Установлено [1,6,8,10], что существует не менее qq
cn

неэквивалентных
q-ичных 1-совершенных кодов длины n.

Вес вектора x ∈ F
n
q равен расстоянию между вектором x и нулевым

вектором 0. Код C называется равновесным кодом веса k, если из условия
x ∈ C следует, что вес x равен k.

Пусть n1 6 n2, C1 ⊆ F
n1
q и C2 ⊆ F

n2
q . Все кодовые векторы из ко-

да C1 удлиним с помощью нулевого вектора длины n2 − n1 до длины n2.
Говорят, что код C1 вкладывается в код C2, если все удлинённые векто-
ры из C1 принадлежат C2. В коде C2 рассмотрим все кодовые векторы,
в которых последние n2 − n1 координат равны нулю. Удалим последние
n2 − n1 координат во всех таких векторах. Если полученное множество
укороченных кодовых векторов совпадает с C1, то говорят, что код C1
вкладывается в код C2 в строгом смысле. В данной работе речь всегда
будет идти о вложении в строгом смысле, поэтому будем говорить просто
о вложении.

В [4] показано, что каждый двоичный код длины m с минимальным
расстоянием 3 вкладывается в некоторый двоичный 1-совершенный код
длины n = 2m − 1.

В [3] установлено, что каждый двоичный код длины m + k c мини-
мальным расстоянием 3k + 3 вкладывается (имеется в виду, что вложе-
ние нестрогое) в некоторый двоичный 1-совершенный код длины n =
2m − 1 и что каждый троичный код длины m c минимальным расстоя-
нием 3 вкладывается в некоторый троичный 1-совершенный код длины
n = (3m− 1)/2. В [3] также доказано, что каждый q-ичный код длины m
c минимальным расстоянием 5 вкладывается в некоторый q-ичный 1-со-
вершенный код длины n = (qm − 1)/(q − 1).

В [7] показано, что каждый q-ичный код длины m−1 с минимальным
расстоянием 3 вкладывается в некоторый q-ичный 1-совершенный код
длины n = (qm − 1)/(q − 1).

В данной работе установлено, что каждый q-ичный равновесный код
веса 3 с минимальным расстоянием 4 и длины m вкладывается в неко-
торый q-ичный 1-совершенный код длины n = (qm − 1)/(q − 1).

В [3] доказана вложимость q-ичных кодов с минимальным расстоя-
нием 5. В данной работе, как и в [7], удалось уменьшить минимальное
расстояние кода за счёт введения дополнительных ограничений.
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1. Вложение в совершенные коды

Проверочная матрица H = [h1,h2, . . . ,hn] кода Hq,m длины n =
(qm − 1)/(q − 1) состоит из n попарно линейно независимых вектор-
столбцов hi, i ∈ {1, . . . , n}. Транспонированный вектор-столбец hT

i при-
надлежит F

m
q , i ∈ {1, . . . , n}. Предполагаем, что столбцы проверочной

матрицы H упорядочены произвольным, но фиксированным образом.
Множество F

m
q \ {0} порождает проективную геометрию PGm−1(q) раз-

мерности m − 1 над конечным полем Fq. В этой геометрии точки соот-
ветствуют столбцам матрицы H и точки i, j, k лежат на одной прямой,
если соответствующие им столбцы hi,hj ,hk линейно зависимы. Обозна-
чим через lxy прямую, проходящую через точки x и y, а через Pxyz —
плоскость, порождённую тремя неколлинеарными точками x, y, z.

Пусть x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ F
n
q , тогда носителем вектора x явля-

ется множество supp(x) = {i : xi 6= 0}. Точки проективной геометрии
PGm−1(q) соответствуют столбцам проверочной матрицы H, а столбцы
проверочной матрицы H соответствуют координатам пространства F

n
q .

Говорим, что точка i принадлежит supp(x), если координата i принад-
лежит supp(x).

Вектор веса 3 кода Хэмминга Hq,m называется тройкой. Следуя [9],
рассмотрим подпространство, порождённое множеством всех троек ко-
да Hq,m с 1 в i-й координате. Это подпространство обозначим через Ri.
Пусть u ∈ Hq,m. Тогда множество Ri+u называется i-компонентой кода

Хэмминга Hq,m.
В проверочной матрице H кода Хэмминга Hq,m длины n = (qm −

1)/(q − 1) выберем m линейно независимых столбцов. Будем считать,
что выбранными столбцами будут h1,h2, . . . ,hm.

Рассмотрим q-ичный равновесный код Λ ⊂ F
m
q веса 3 с минимальным

расстоянием 4 и длины m. Пусть код Λ содержит t векторов λ1,λ2 . . . ,λt,
вес каждого из которых равен трём. Расстояние между любыми двумя
различными векторами из кода Λ = {λ1,λ2 . . . ,λt} больше или равно
четырём. Каждому вектору λs = (λs1, λs2, . . . , λsm) длины m сопоставим
вектор us длины n, где s ∈ {1, . . . , t}. Пусть

µshis = λs1h1 + λs2h2 + · · ·+ λsmhm,

где µs ∈ Fq, is ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . , n}. Тогда положим

us = (λs1, λs2, . . . , λsm, 0, . . . , 0,−µs, 0, . . . , 0).

Носитель вектора us принадлежит множеству {1, 2, . . . ,m}∪{is}. По-
скольку код Хэмминга Hq,m образует нулевое пространство проверочной
матрицы H, то us ∈ Hq,m.
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Таким образом, по векторам длины m из кода Λ построено семейство
компонент Ri1 + u1, Ri2 + u2, . . . , Rit + ut кода Хэмминга Hq,m длины
n = (qm − 1)/(q − 1).

Семейство компонент Ri1 + u1, Ri2 + u2, . . . , Rit + ut кода Хэммин-
га Hq,m называется допустимым, если при r, s ∈ {1, 2, . . . , t}, r 6= s,
имеет место равенство (Rir + ur) ∩ (Ris + us) = ∅ [2].

Далее покажем, что построенное выше семейство компонент кода
Хэмминга Hq,m допустимо.

Этцион и Варди [5] предложили свитчинговую конструкцию двоич-
ных 1-совершенных кодов полного ранга, а также оригинальный метод
построения допустимого семейства i-компонент двоичного кода Хэммин-
га, и их конструкция двоичных 1-совершенных кодов полного ранга осно-
вывалась на этом методе. В [3] этот метод Этциона и Варди был обобщён
для q-ичных кодов. Доказательство допустимости построенного выше се-
мейства компонент кода Хэмминга Hq,m основано на обобщении метода
Этциона и Варди [5], предложенного в [3].

Теорема 1. Пусть s ∈ {1, 2, . . . , t}. Тогда us /∈ Ris .

Доказательство. Из конструкции следует, что носитель вектора
us = (u1, u2, . . . , un) принадлежит множеству {1, 2, . . . ,m} ∪ {is}. Код Λ
содержит t векторов, вес каждого из которых равен трём. Следователь-
но, столбец his является линейной комбинацией трёх столбцов из множе-
ства {h1,h2, . . . ,hm}. Поскольку столбцы h1,h2, . . . ,hm линейно незави-
симы, при x ∈ {1, 2, . . . ,m} никакая линейная комбинация столбцов hx

и his не принадлежит множеству {h1,h2, . . . ,hm}\{hx}. Таким образом,
в силу теоремы 1 из [3] имеем us /∈ Ris . Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Семейство компонент Ri1 +u1, Ri2 +u2, . . . , Rit +ut кода
Хэмминга Hq,m длины n допустимо.

Доказательство. Пусть r, s ∈ {1, 2, . . . , t}, r 6= s. Тогда покажем,
что

(Rir + ur) ∩ (Ris + us) = ∅. (1)

Для того чтобы выполнялось равенство (1), достаточно доказать, что

ur − us /∈ Rir +Ris . (2)

Рассмотрим несколько случаев.

Случай 1. Пусть d(λs,λr) > 5. Тогда справедливость соотноше-
ния (2) установлена в [3].
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Случай 2. Пусть d(λs,λr) = 4. В силу теоремы 2 из [3] для спра-
ведливости соотношения (2) достаточно показать, что носитель вектора
ur−us содержит некоторую точку x, не лежащую на прямой liris и такую,
что никакая другая точка (отличная от точек x, ir, is) из этого носителя
не принадлежит плоскости Pxiris .

Носитель вектора ur − us принадлежит множеству

{1, 2, . . . ,m} ∪ {ir} ∪ {is}.

Точка x принадлежит носителю вектора ur − us и не лежит на пря-
мой liris . Следовательно, точка x принадлежит множеству {1, 2, . . . ,m}.
В силу теоремы 2 из [3] нужно выбрать точку x так, чтобы никакая ли-
нейная комбинация столбцов hx, hir , his не принадлежала множеству
{h1,h2, . . . ,hm} \ {hx}.

Случай 2.1. Допустим, что пересечение supp(λr) ∩ supp(λs) содер-
жит две точки, т. е.

supp(λr) ∩ supp(λs) = {x1, x2}. (3)

Вес векторов λr, λs равен 3, а расстояние между векторами λr и λs

равно 4. Следовательно, два столбца hx1 и hx2 из множества линей-
но независимых столбцов {h1,h2, . . . ,hm} участвуют в построении как
столбца hir , так и столбца his .

Один столбец hy1 из множества {h1,h2, . . . ,hm} участвует в постро-
ении только столбца hir , а другой столбец hy2 из множества {h1,h2, . . . ,
hm} участвует в построении только столбца his , т. е.

supp(λr) \ supp(λs) = {y1}, supp(λs) \ supp(λr) = {y2}. (4)

Все столбцы hx1 , hx2 , hy1 , hy2 различны и линейно независимы.
Пусть x ∈ {x1, x2}. Множество {x1, x2} принадлежит носителю век-

тора ur −us, поскольку вес векторов λr, λs равен 3 и расстояние между
векторами λr и λs равно 4. В силу (3) и (4) точка x не лежит на прямой
liris . Столбцы hx, hy1 , hy2 линейно независимы. Следовательно, никакая
линейная комбинация столбцов hx, hir , his не принадлежит множеству
{h1,h2, . . . ,hm} \ {hx} в силу (3) и (4).

Случай 2.2. Пересечение supp(λr)∩ supp(λs) содержит только одну
точку. Тогда x принадлежит симметрической разности

supp(λr)△ supp(λs).
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Таким образом, ur − us /∈ Rir +Ris для всех r, s ∈ {1, 2, . . . , t}, r 6= s.
Теорема 2 доказана.

Докажем теорему о вложимости. Через ei обозначим вектор длины n,
в котором i-я компонента равна 1, а другие компоненты равны 0. Пусть

Tq,m =

(
Hq,m \

t⋃

s=1

(Ris + us)

)
∪
(

t⋃

s=1

(Ris + us + µs · eis)
)
. (5)

В силу теоремы 2 семейство компонент Ri1 + u1, Ri2 + u2, . . . , Rit + ut

кода Хэмминга Hq,m допустимо. Следовательно, множество Tq,m являет-
ся q-ичным 1-совершенным кодом длины n (см. [5,9]). В силу теоремы 1
код Tq,m содержит нулевой вектор.

Теорема 3. Каждый q-ичный равновесный код веса 3 с минималь-
ным расстоянием 4 и длины m вкладывается в некоторый q-ичный 1-со-
вершенный код длины n = (qm − 1)/(q − 1).

Доказательство. Из конструкции описанного выше допустимого
семейства компонент q-ичного кода Hq,m и формулы (5) следует, что
каждый q-ичный равновесный код Λ длины m, веса 3 и с минимальным
расстоянием 4 может быть вложен в q-ичный 1-совершенный код Tq,m
длины n = (qm − 1)/(q − 1). Теорема 3 доказана.
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