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Аннотация. Класс внешнепланарных графов используется для те-
стирования средней сложности алгоритмов на графах. Случайный
помеченный внешнепланарный граф может быть сгенерирован по-
линомиальным алгоритмом, базирующимся на результатах перечис-
ления таких графов. Под бициклическим (трициклическим) графом
понимается связный граф с цикломатическим числом равным 2 (со-
ответственно 3). Для чисел помеченных связных внешнепланарных
бициклических и трициклических графов с n вершинами получе-
ны явные формулы, а также асимптотика для чисел этих графов
при большом n. Кроме того, найдены явные формулы для чис-
ла помеченных внешнепланарных бициклических и трициклических
n-вершинных блоков и выведена соответствующая асимптотика при
большом n. Табл. 1, ил. 4, библиогр. 15.
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Рассматриваются неориентированные простые связные графы.
Точкой сочленения связного графа называется его вершина, после

удаления которой вместе с инцидентными ей рёбрами граф становит-
ся несвязным. Блок — это связный граф без точек сочленения, а также
максимальный связный нетривиальный подграф, не имеющий точек со-
членения. Цикломатическим числом связного графа называется увели-
ченная на единицу разность между числом рёбер графа и числом его вер-
шин. Под бициклическим (трициклическим) графом понимается связ-
ный граф с цикломатическим числом, равным 2 (соответственно 3). Пла-

нарный граф — это граф, который можно уложить на плоскости без пере-
сечения рёбер. Внешнепланарным графом называется планарный граф,
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если его можно уложить на плоскости так, что все его вершины принад-
лежат одной грани [7, с. 127, 131]. Гладкий граф — это связный граф без
висячих вершин [15].

Включением вершины степени 2 в ребро (петлю) графа называется
его (её) подразбиение этой вершиной. Обратная операция называется ис-

ключением вершины степени 2 из ребра. В результате применения этой
операции в графе могут появиться кратные рёбра или петля. Два гра-
фа называются гомеоморфными, если они могут быть получены друг
из друга с помощью последовательности операций включения и исклю-
чения вершин степени 2. Отношение «быть гомеоморфными» является
отношением эквивалентности, оно однозначно разбивает множество рас-
сматриваемых графов на классы эквивалентности. Эти классы называ-
ются гомеоморфными типами (топологическими графами). Гомеоморф-
ный тип — это общий граф (допускаются петли и кратные рёбра), не со-
держащий вершин степени 2, из которого с помощью операций включе-
ния вершин степени 2 могут быть получены все графы данного класса
гомеоморфных графов [4, 6, 11].

Класс внешнепланарных графов применяется для тестирования сред-
ней сложности алгоритмов на графах. Случайный помеченный внешне-
планарный граф может быть сгенерирован полиномиальным алгорит-
мом, базирующимся на результатах перечисления таких графов [9]. По-
меченные внешнепланарные графы с большим числом вершин перечис-
лены асимптотически в [10]. В [2] выведена явная формула для числа по-
меченных внешнепланарных графов с заданным числом вершин и уточ-
нена асимптотика для большого числа вершин из [10]. В данной рабо-
те получены точные и асимптотические формулы для числа помечен-
ных связных внешнепланарных бициклических и трициклических гра-
фов с заданным числом вершин.

Пусть G — базисный граф, т. е. связный гладкий граф, полученный
из гомеоморфного типа H включением двух вершин степени 2 в каждую
петлю, а также максимум по одной вершине степени 2 в каждое крат-
ное ребро так, чтобы получился простой граф. Назовём специальными

вершинами вершины степени больше 2 в G и специальными цепями —
простые цепи, у которых концевые вершины являются специальными
вершинами, а все внутренние вершины, если они есть, имеют степень 2.

Лемма 1 [14]. Пусть a — число специальных цепей в базисном гра-

фе G, полученных из петли (α-цепей), b — число специальных цепей,

состоящих из одного ребра, при условии, что две специальные вершины

соединены только одной специальной цепью (β-цепей), c — число спе-
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циальных цепей, имеющих внутреннюю вершину степени 2 (γ-цепей).
Пусть, кроме того, r — число специальных вершин в G , а g — его число

симметрии, т. е. порядок вершинной группы автоморфизмов. Тогда чис-

ло помеченных графов с n вершинами, гомеоморфных графу G, равно

Cn =
n!

g

(
n− r − a+ b− 1

a+ b+ c− 1

)
.

Лемма 2 [6]. Пусть гомеоморфный тип H — связный гладкий общий

граф, отличный от изолированной вершины или петли, который имеет

a вершин, b рёбер (включая петли), b0 петель, bi пучков рёбер кратно-

сти i, и пусть A(H) — порядок вершинно-рёберной группы автоморфиз-

мов графа H [8, с. 131]. Тогда число помеченных графов с n вершинами

и гомеоморфным типом H равно

Cn =
n!

2b0A(H)
Coefxn−a

x
b+b0−

b∑
i=1

bi b∏
i=1

(x+ i(1 − x))bi

(1− x)b
.

Лемма 3. Число OB(n, 2) помеченных внешнепланарных бицикли-

ческих блоков с n вершинами при n > 4 равно

OB(n, 2) =
n!(n− 3)

4
.

Доказательство. Все гомеоморфные типы и базисные графы би-
циклических гладких графов изображены на рис. 1 и 2 соответствен-
но [14].
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Только последний гомеоморфный тип является блоком, причём ему
соответствует два базисных графа — 3 и 4. Но базисный граф 3 не яв-
ляется внешнепланарным графом. В силу леммы 1 для графа 4 имеем
r = 2, g = 4, a = b = 0, c = 2, Cn = n!

4

(n−3
1

)
. Лемма 3 доказана.
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Из леммы 3 непосредственно вытекает

Следствие 1. При n→ ∞ верно асимптотическое равенство

OB(n, 2) ∼ n

4
n!.

Теорема 1. Число OP (n, 2) помеченных связных внешнепланарных

бициклических графов с n вершинами при n > 4 равно

OP (n, 2) =
(n− 1)!

16

n∑

k=4

k2(k − 3)

(n− k)!
nn−k.

Доказательство. Пусть An — число связных графов с n помечен-
ными вершинами, не являющихся деревьями, Vn — число гладких связ-
ных графов с n помеченными вершинами. Введём производящие функ-

ции V (z) =
∞∑
n=3

Vn
zn

n! и A(z) =
∞∑
n=3

An
zn

n! . Рид вывел [9] формулы

V (z) = A(ze−z), A(z) = V (T (z)), (1)

где T (z) =
∞∑
n=1

nn−1

n! z
n — древесная функция, удовлетворяющая урав-

нению T (z) exp(−T (z)) = z. В [1] из первой формулы Рида получено
соотношение

An =

n∑

k=3

(
n

k

)
knn−k−1Vk. (2)

Перечислим первый и второй гомеоморфные типы графов, которым
соответствуют базисные графы 1 и 2. В силу леммы 1 для графа 1 имеем
r = 1, a = 2, b = 0, c = 0, g = 8, C1,n = n!

8

(
n−4
1

)
= n!

8 (n − 4).
Аналогично для графа 2 получим r = 2, a = 2, b = 1, c = 0, g = 8,

C2,n = n!
8

(n−4
2

)
= n!

16(n− 4)(n − 5).
Сложив числа графов C1,n и C2,n с числом OB(n, 2) помеченных

внешнепланарных бициклических блоков, найдём число Vn помеченных
гладких внешнепланарных бициклических графов:

Vn = C1,n + C2,n +OB(n, 2)

=
n!

8
(n− 4) +

n!

16
(n− 4)(n − 5) +

n!

4
(n− 3) =

n!

16
n(n− 3).

Так как в нашем случае OP (n, 2) = An, в силу (2) получим требуемое.
Теорема 1 доказана.
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Лемма 4. Число OB(n, 3) помеченных внешнепланарных трицикли-

ческих блоков с n вершинами при n > 5 равно

OB(n, 3) =
n!(n− 3)(n − 4)(n + 1)

24
.

Доказательство. Все гомеоморфные типы трициклических глад-
ких графов изображены на рис. 3 [4].
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Из них только типы 12–15 являются блоками, причём блоки типов 14
и 15 не являются внешнепланарными графами. На рис. 4 изображены
базисные графы Райта для гомеоморфных типов 8–13. Гомеоморфным
типам 12 и 13 соответствуют базисные графы 9–14, из которых только
типы 9 и 12 — внешнепланарные графы.

В силу леммы 1 для блока типа 12 (базисный граф 9) имеем r = 3,
a = 0, b = 1, c = 2, g = 2, C̃1,n = n!

2

(
n−3
2

)
= n!

4 (n− 3)(n − 4).
Также для блока типа 13 (базисный граф 12) получим r = 4, a = 0,

b = 2, c = 2, g = 4, C̃2,n = n!
4

(n−3
3

)
= n!

24(n− 3)(n − 4)(n − 5).
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Сложив числа графов C̃1,n и C̃2,n, получим требуемое. Теорема 1 до-
казана.
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Из леммы 4 непосредственно вытекает

Следствие 2. При n→ ∞ верно асимптотическое равенство

OB(n, 3) ∼ n3

24
n!.

Теорема 2. Число OP (n, 3) помеченных связных внешнепланарных

трициклических графов с n вершинами при n > 5 равно

OP (n, 3) =
(n− 1)!

5760

n∑

k=5

k(k − 3)(k − 4)(4k3 + 23k2 + 103k − 150)

(n− k)!
nn−k.

Доказательство. Используя лемму 2, перечислим 1 и 3–7 гомео-
морфные типы графов, изображённые на рис. 3. Тогда в силу леммы 2
и известного ряда [5, с. 141]

(1− z)−p =

∞∑

k=0

(
k + p− 1

p− 1

)
zk
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для типа 1 имеем a = 2, b = 4, b0 = 2, b2 = 1, b1 = b3 = b4 = 0, A(H) = 4,

C1,n =
n!

16
Coefxn−2

x5(x+ 2(1− x))

(1− x)4

=
n!

16
Coefxn−2

(
x6

(1− x)4
+ 2

x5

(1− x)3

)

=
n!

16
Coefxn−2

(
∞∑

k=0

(
k + 3

3

)
xk+6 + 2

∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
xk+5

)

=
n!

16

((
n− 5

3

)
+ 2

(
n− 5

2

))
=
n!

16
(n− 5)(n − 6)(n − 1);

для типа 3: a = 4, b = 6, b0 = 2, b1 = 2, b2 = 1, b3 = b4 = b5 = b6 = 0,
A(H) = 4,

C3,n =
n!

16
Coefxn−4

x5(x+ 2(1− x))

(1− x)6

=
n!

16
Coefxn−4

(
∞∑

k=0

(
k + 5

5

)
xk+6 + 2

∞∑

k=0

(
k + 4

4

)
xk+5

)

=
n!

16

((
n− 5

5

)
+ 2

(
n− 5

4

))

=
n!

1920
(n − 5)(n − 6)(n − 7)(n − 8)(n + 1);

для типа 4: a = 3, b = 5, b0 = 2, b1 = 1, b2 = 1, b3 = b4 = b5 = 0, A(H) = 2,

C4,n =
n!

8
Coefxn−3

x5(x+ 2(1 − x))

(1− x)5

=
n!

8
Coefxn−3

(
x6

(1− x)5
+ 2

x5

(1 − x)4

)

=
n!

8
Coefxn−3

(
∞∑

k=0

(
k + 4

4

)
xk+6 + 2

∞∑

k=0

(
k + 3

3

)
xk+5

)

=
n!

8

((
n− 5

4

)
+ 2

(
n− 5

3

))
=

n!

192
n(n− 5)(n − 6)(n − 7);
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для типа 5: a = 4, b = 6, b0 = 3, b1 = 3, b2 = b3 = b4 = b5 = b6 = 0,
A(H) = 6,

C5,n =
n!

48
Coefxn−4

x6

(1− x)6
=
n!

48
Coefxn−4

∞∑

k=0

(
k + 5

5

)
xk+6

=
n!

48

(
n− 5

5

)
=

n!

5760
(n − 5)(n − 6)(n − 7)(n − 8)(n − 9);

для типа 6: a = 3, b = 5, b0 = 3, b1 = 2, b2 = b3 = b4 = b5 = 0, A(H) = 2,

C6,n =
n!

16
Coefxn−3

x6

(1− x)5
=
n!

16
Coefxn−3

∞∑

k=0

(
k + 4

4

)
xk+6

=
n!

16
Coefxn−3

(
n− 5

4

)
=

n!

384
(n− 5)(n − 6)(n − 7)(n − 8);

для типа 7: a = 2, b = 4, b0 = 3, b1 = 1, b2 = b3 = b4 = 0, A(H) = 2,

C7,n =
n!

16
Coefxn−2

x6

(1− x)4
=
n!

16
Coefxn−2

∞∑

k=0

(
k + 3

3

)
xk+6

=
n!

16

(
n− 5

3

)
=
n!

96
(n− 5)(n − 6)(n − 7).

Гомеоморфный тип 2 (см. рис. 3) является графом розы с тремя ле-
пестками. В [3] получена формула

Rn,k =
n!

k!2k

(
n− k − 2

k − 1

)
,

где k — количество лепестков. Тогда

Rn,3 =
n!

48

(
n− 5

2

)
=
n!

96
(n − 5)(n − 6).

Гомеоморфным типам графов 8–11 на рис. 3 соответствуют базисные
графы 1–8 на рис. 4, из которых только типы 1, 3, 5, 7 — внешнепланар-
ные графы. Поэтому в силу леммы 1 имеем
для типа 8: r = 2, a = 1, b = 0, c = 2, g = 4,

C8,n =
n!

4

(
n− 4

2

)
=
n!

8
(n− 4)(n − 5);
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для типа 9: r = 3, a = 1, b = 2, c = 1, g = 4,

C9,n =
n!

4

(
n− 3

3

)
=
n!

24
(n− 3)(n − 4)(n − 5);

для типа 10: r = 3, a = 1, b = 1, c = 2, g = 4,

C10,n =
n!

4

(
n− 4

3

)
=
n!

24
(n− 4)(n − 5)(n − 6);

для типа 11: r = 4, a = 1, b = 3, c = 1, g = 4,

C11,n =
n!

4

(
n− 3

4

)
=
n!

96
(n− 3)(n − 4)(n− 5)(n − 6).

Остаётся сложить числа графов типов 1–13:

Vn = C1,n +Rn,3 + C3,n + C4,n + C5,n + C6,n + C7,n

+ C8,n + C9,n + C10,n + C11,n +OB(n, 3)

=
n!

5760
(n− 3)(n− 4)(4n3 + 23n2 + 103n − 150)

и подставить в (2). Теорема 2 доказана.

Теорема 3. При n→ ∞ верны асимптотические равенства

OP (n, 2) ∼ nn+1

8
, OP (n, 3) ∼

√
2π

192
nn+5/2.

Доказательство. Из формул Рида (1) имеем A(z) = V (T (z)), где

An = OP (n, 2), V (z) =
∞∑

n=4

n(n− 3)

16
zn =

z4(2− z)

8(1 − z)3
.

Здесь суммирование степенного ряда выполнено с помощью известных
степенных рядов [5, с. 696].

Раскладывая V (z) в ряд Лорана по степеням 1− z, получим

A(z) =
1

8(1 − T (z))3
+

3

8(1 − T (z))2
+

1

4(1 − T (z))

+
1

4
− 3(1− T (z))

8
+

(1− T (z))2

8
.
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Пусть
1

(1− T (z))y
=

∞∑

n=0

tn(y)
zn

n!
,

где tn(y) — древесный полином степени n. Тогда

OP (n, 2) =
1

8
tn(3) +

3

8
tn(2) +

1

4
tn(1) +

1

4
tn(0)−

3

8
tn(−1) +

1

8
tn(−2).

В [11] при n→ ∞ и y > −1 выведено асимптотическое равенство

tn(y) =

√
2πnn−1/2+y/2

2y/2Γ (y/2)
+O(nn−1+y/2).

Очевидно, что tn(0) = 0 и tn(−1) = −nn−1 при n > 0. Райт доказал [14],

что 2(T (z) −W−1(z)) = T 2(z), где W−1(z) =
∞∑
n=1

nn−2

n! z
n. Следовательно,

(1− T (z))2 = 1− 2W−1(z) и tn(−2) = −2nn−2 при n > 0, поэтому

OP (n, 2) ∼ 1

8
tn(3) ∼

1

8

√
2πnn+1

23/2Γ(3/2)
=
nn+1

8
.

Аналогично для трициклических графов имеем

V (z) =
1

5760

∞∑

n=4

(n− 3)(n − 4)(4n3 + 23n2 + 103n − 150)zn

= −z
5(3z3 − 19z2 + 36z − 24)

48(1 − z)6
.

Здесь суммирование степенного ряда выполнено с помощью пакета про-
грамм Maple. Раскладывая числитель дроби в ряд Тейлора по степеням
1− z с помощью Maple, найдём

V (z) =
1

48

(
4

(1− z)6
− 13

(1− z)5
+

15

(1− z)4
− 17

(1− z)3

+
35

(1− z)2
− 39

1− z
+ 13 + 5(1 − z)− 3(1 − z)2

)
.

Следовательно,

OP (n, 3) =
1

48

(
4tn(6)− 13tn(5) + 15tn(4)− 17tn(3) + 35tn(2)

− 39tn(1) + 13tn(0) + 5tn(−1)− 3tn(−2)
)
∼ 1

48
4tn(6) ∼

√
2π

192
nn+5/2.

Теорема 3 доказана.
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В табл. 1 представлены числа OP (n, 2) и OP (n, 3), вычисленные с по-
мощью формул из теорем 1 и 2.

Т а б л и ц а 1

n 4 5 6 7 8 9 10
OP (n, 2) 6 195 5220 139125 3887520 115839234 3699460800
OP (n, 3) 0 60 3420 144375 5644800 219576420 8753774400

Авторы благодарят рецензента за замечания и предложения по улуч-
шению изложения результатов работы.
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ENUMERATION OF LABELED OUTERPLANAR

BICYCLIC AND TRICYCLIC GRAPHS

V. A. Voblyi a and A. K. Meleshko b

Bauman Moscow State University,
5 Bld. 1 Vtoraya Baumanskaya St., 105005 Moscow, Russia

E-mail : avitvobl@yandex.ru, bakmeleshko@gmail.com

Abstract. The class of outerplanar graphs is used for testing the aver-
age complexity of algorithms on graphs. A random labeled outerplanar
graph can be generated by a polynomial algorithm based on the results
of an enumeration of such graphs. By a bicyclic (tricyclic) graph we
mean a connected graph with cyclomatic number 2 (respectively, 3). We
find explicit formulas for the number of labeled connected outerplanar
bicyclic and tricyclic graphs with n vertices and also obtain asymptotics
for the number of these graphs for large n. Moreover, we obtain explicit
formulas for the number of labeled outerplanar bicyclic and tricyclic
n-vertex blocks and deduce the corresponding asymptotics for large n.
Tab. 1, illustr. 4, bibliogr. 15.

Keywords: enumeration, labeled graph, outerplanar graph, bicyclic
graph, tricyclic graph, asymptotics.
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