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Аннотация. Выведен закон нестационарной рекурсии, позволяю-
щий для любого примитивного множестваA = {a1, . . . , ak}, k > 2, по-
строить алгоритм определения множества чисел C(a1, . . . , ak), не со-
держащихся в аддитивной полугруппе, порождённой множеством A.
В частности, получен новый алгоритм определения чисел Фробе-
ниуса g(a1, . . . , ak). Оценена вычислительная сложность алгоритмов
в битовых операциях. Предложена двухэтапная редукция исходно-
го примитивного множества в эквивалентное примитивное множе-
ство, позволяющая улучшить оценки сложности в тех случаях, ко-
гда двухэтапная редукция приводит к существенному сокращению
порядка исходного множества. Библиогр. 16.

Ключевые слова: число Фробениуса, примитивное множество, ад-
дитивная полугруппа, сложность вычислений.

Основные обозначения

В статье используются следующие обозначения: log a = log2 a;
N0 = N ∪ {0}, где N — множество всех натуральных чисел;
a | b и a ∤ b — a делит b и a не делит b соответственно, a, b ∈ N;
gcd(a1, . . . , ak) — наибольший общий делитель чисел a1, . . . , ak ∈ N;
lcm(a1, . . . , ak) — наименьшее общее кратное чисел a1, . . . , ak ∈ N;
bA = {ba1, . . . , bak}, b±A = {b±a1, . . . , b±ak}, A/a = {a1/a, . . . , ak/a},

где A = {a1, . . . , ak}, b ∈ N0, a ∈ N;
A(i) = {a1, . . . , ai}, di = gcd(a1, . . . , ai), i = 1, . . . , k;
δi = di−1/di, i = 2, . . . , k;

∗)Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект 16–01–00226).
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g(A) = g(a1, . . . , ak) — число Фробениуса для аргументов a1, . . . , ak,
если dk = 1;

〈A〉 — аддитивная полугруппа, порождённая множеством A ⊂ N;
C(A(i)) = diN0 \ 〈A(i)〉, zi = maxC(A(i)), 〈A(i)〉 = {a ∈ 〈A(i)〉 | a < zi},

i = 2, . . . , k.

Введение

Пусть A = {a1, . . . , ak} — возрастающая последовательность нату-
ральных чисел, k > 1. Множество A называется примитивным, если
gcd(a1, . . . , ak) = 1.

Функция Фробениуса g(a1, . . . , ak) определена на всех примитивных
множествах {a1, . . . , ak} при a1 > 1 как наибольшее натуральное число
t /∈ 〈a1, . . . , ak〉, т. е. число, не представимое в виде линейной комбина-
ции чисел a1, . . . , ak с неотрицательными целыми коэффициентами (да-
лее рассматриваются только такие линейные комбинации чисел):

g(a1, . . . , ak) = max{t ∈ N | t 6= c1a1 + · · ·+ ckak}.

При a1 = 1 полагают g(1, a2, . . . , ak) = −1.
По определению C(A) = C(A(k)) — множество всех натуральных чи-

сел, не представимых линейной комбинацией чисел a1, . . . , ak. Тогда чис-
ло Фробениуса g(A) равно maxC(A). Задача определения g(a1, . . . , ak)
известна как диофантова проблема Фробениуса (ПФ). Задачу определе-
ния множества C(A)назовём расширенной проблемойФробениуса (РПФ).

Алгоритмы РПФ при k > 2 неизвестны, вместе с тем, активно изу-
чался порядок множества C(A) [15, гл. 5], а первые результаты были
получены Сильвестром [16].

В случае k = 2 число Фробениуса и решение РПФ имеет вид

g(a1, a2) = a1a2 − a1 − a2. (1)

Известны несколько доказательств формулы (1) (см. [15, разд. 2.1]).
Отметим предпочтительность использования при вычислениях компакт-
ной формулы: как правило, в этом случае соответствующий алгоритм
требует незначительных ресурсов вычислительного устройства. Вместе
с тем, доказано [10], что уже при k = 3 не существует конечного чис-
ла полиномов, позволяющих в общем случае выразить через них чис-
ло Фробениуса g(a1, a2, a3) с помощью разбиения области определения.
Это определяет более высокую продуктивность алгоритмического под-
хода к ПФ.
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К настоящему времени диофантовой проблеме Фробениуса посвяще-
но много работ (см. библиографию в [1–3,15]), получены точные форму-
лы для ряда частных случаев, а также нижние и верхние оценки числа
g(a1, . . . , ak) при различных k. Для некоторых случаев получены фор-
мулы «упрощения» задачи. Например, при dk−1 > 1 имеется следующее
«упрощение» [9]:

g(a1, . . . , ak) = dk−1g(a1/dk−1, . . . , ak−1/dk−1, ak) + (dk−1 − 1)ak. (2)

Вместе с тем, общая формула при k > 2 не получена.
Более продуктивным стал алгоритмический подход к определению

g(a1, . . . , ak). Получен [15] ряд алгоритмов при k = 3. В [11, 12] был
разработан алгоритм вычисления функции Фробениуса с помощью экс-
поненцирования квадратной неотрицательной M матрицы порядка ak
и определения её показателя примитивности (экспонента) с использова-
нием соотношения

g(a1, . . . , ak) = expM − ak.

Матрица M является матрицей смежности вершин сильно связного
орграфа с ak вершинами, содержащего циклы длины a1, . . . , ak. Вычис-
лительная сложность алгоритма в битовых операциях при фиксирован-
ном k оценивается в общем случае полиномом третьей степени относи-
тельно ak. В [7] предложено улучшение этого алгоритма: сложность его
оценивается полиномом второй степени, однако обоснование корректно-
сти алгоритма не представлено. Заметим, что для хранения степеней
матрицы M требуется память порядка (ak)

2 log2 ak битов. Алгоритм экс-
поненцирования матрицы не позволяет получить в явном виде аналити-
ческую зависимость числа g(a1, . . . , ak) от аргументов.

Алгоритм со сложностью O(a1(k + log a1)) определения g(a1, . . . , ak)
на основе теоретико-графового подхода представлен в [14]. ПФ была све-
дена к поиску наибольшего из кратчайших путей определённого вида
в орграфе Γ с a1 вершинами и ka1 дугами, в котором из каждой верши-
ны исходит k дуг весов a1, . . . , ak соответственно. Для поиска кратчай-
ших путей в орграфе использованы известные алгоритмы просмотра дуг
графа и вычисления весов путей со сложностью порядка числа дуг [13].
В [6] улучшена оценка сложности алгоритма определения g(a1, . . . , ak),
она снижена до величины порядка O(ka1) операций.

В данной работе для k > 3 получены рекуррентные формулы, выра-
жающие множество C(A(i)) через C(A(i−1)) и другие множества, опре-
деляемые числами a1, . . . , ai, i = 3, . . . , k. На основе формул построены
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новые алгоритмы РПФ и ПФ, даны оценки их сложности в битовых опе-
рациях, величина которых определяется числами a1, . . . , ak и делителями
d2, . . . , dk (для случая k = 3 соответствующие алгоритмы представлены
в [5]). Предложена редукция РПФ и ПФ для множества A к РПФ и ПФ
соответственно для собственного подмножества, приводящая в ряде слу-
чаев к существенному снижению сложности задачи. Проведено сравне-
ние полученных оценок сложности ПФ с известными оценками.

1. Определяющие свойства примитивного множества чисел

Приведём необходимые свойства, некоторые из них известны.

Утверждение 1. 1. ai | a при a ∈ di−1N0 тогда и только тогда, когда

δiai | a, i = 3, . . . , k.

2. Пусть A = (a1, a2) и g(A) = a + b, где a, b > 0. Тогда либо a ∈ 〈A〉
и b ∈ C(A), либо наоборот. Отсюда с учётом (1) следуют равенства

C(A) = {g(A) − a | a ∈ 〈A〉} и |C(A)| = |〈A〉| = (a1 − 1)(a2 − 1)/2 [16].
3. Множество A(i)/di примитивное, 〈A(i)〉 = di〈A(i)/di〉, i = 2, . . . , k.

4. {zi − a | a ∈ 〈A(i)〉} ⊆ C(A(i)) = di{1, . . . , g(A(i)/di)} \ 〈A(i)〉,
|C(A(i))| 6 zi/di, где zi = dig(A

(i)/di), i = 2, . . . , k.

5. Если a ∈ 〈A(i)〉 и b ∈ C(A(i)), то b−a ∈ C(A(i)) и не менее половины

чисел множества di{1, . . . , g(A(i)/di)} принадлежат C(A(i)), i = 2, . . . , k.

6. g(a1, . . . , ak) 6 (a1 − 1)(ak − 1)− 1 < a1ak [15, теорема 3.1.1].
7. zi 6 di(a1/di − 1)(ai/di − 1)− 1 < a1ai/di, i = 2, . . . , k.

Доказательство. 1. Достаточность. Если δiai | a, то и ai | a.
Необходимость. Из определения чисел di, i = 3, . . . , k, следует, что

di = gcd(ai, di−1), тогда ai = bdi, где (b, di−1) = 1. Так как di−1 = δidi,
то (b, δi) = 1 и lcm(ai, di−1) = bδidi. По условию ai | a и di−1 | a, значит,
lcm(ai, di−1) | a, отсюда aiδi | a.

Свойства 3 и 4 следуют из принятых обозначений.

5. Если b− a /∈ C(A(i)), то получаем b ∈ 〈A(i)〉; противоречие.

Свойство 7 следует из 4 и 6. Утверждение 1 доказано.

Множество A = {a1, . . . , ak} назовём приведённым, если ai не яв-
ляется линейной комбинацией чисел a1, . . . , ai−1, т. е. ai ∈ C(A(i−1)),
i = 2, . . . , k. Неприведённое множество A содержит приведённые под-
множества.

Определим индуктивно приведённое подмножество B множества A,
которое назовём A-базисом: a1 ∈ B; a2 ∈ B тогда и только тогда, когда a2
не кратно a1; пусть из {a1, . . . , ai−1} в подмножество B включены числа
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b1, . . . , bj , тогда ai ∈ B в том и только том случае, когда либо di < di−1,
либо di = di−1 и ai ∈ C(b1, . . . , bj), i = 3, . . . , k.

Обозначим через L(A) возрастающую последовательность таких но-
меров i ∈ {2, . . . , k}, что ai ∈ B, т. е. i ∈ L(A) тогда и только тогда, когда
либо di < di−1, либо di = di−1 и ai ∈ C(a1, . . . , ai−1), λA = |L(A)|. Обозна-
чим через M(A) множество всех номеров i ∈ L(A) таких, что di < di−1,
µA = |M(A)|. Индексом примитивности упорядоченного примитивного

множества A = {a1, . . . , ak} (обозначается через pA) называется наи-
меньшее p ∈ N, при котором dp = 1. Отсюда pA ∈ M(A), 2 6 pA 6 k
и dp−1 > dp = · · · = dk = 1 при pA = p.

Утверждение 2. 1. 〈B〉 = 〈A〉, gcdA = gcdB;

2. |B| 6 min{k, a1/d}, где d = gcdA, и оценка |B| достижима;

3. 0 6 µA 6 min{pA − 1, λA, log d2}.
Доказательство. 1. По построению B ⊆ A, поэтому 〈B〉 6 〈A〉

и gcdA | gcdB. Вместе с тем, каждое число множества A \ B есть ли-
нейная комбинация чисел B, значит, 〈A〉 = 〈B〉 и gcdA = gcdB, так как
любой общий делитель B делит все числа из A.

2. Пусть B = {b1, . . . , bθ}. Тогда по построению θ 6 k. Покажем,
что θ 6 a1/d. В системе {b1 mod a1, . . . , bθ mod a1} наименьших неотри-
цательных вычетов содержится не более a1/d различных чисел. Если
θ > a1/d, то bi mod a1 = bj mod a1 при некоторых i, j, где 1 6 i < j 6 θ.
Тогда bj = bi+ra1 при некотором натуральном r, что противоречит при-
ведённости множества B. Следовательно, θ 6 a1/d. При a ∈ N оценка |B|
достигается на множестве A = {da, d(a + 1), . . . , d(2a − 1)}.

3. По определению µA 6 λA и µA 6 pA− 1. Покажем, что µA 6 log d2.
В невозрастающей цепи чисел d2 > d3 > . . . > dk каждое следующее
число делит предыдущее. Тогда µA не больше числа простых делителей
в каноническом разложении числа d2 с учётом их кратностей, значит,
µA 6 log d2. Если ai кратно ai−1, i = 2, . . . , k, то a1 = d1 = d2 = · · · = dk
и µA = 0. Утверждение 2 доказано.

Следствие 1. Если множество A примитивное, то g(A) = g(B), при

этом |B| 6 min{k, a1}.
Доказательство. По условию d = gcdA = 1, тогда по утвержде-

нию 2(1) имеем gcdB = 1. Значит, множество B примитивно и в силу
равенства 〈B〉 = 〈A〉 выполнено: g(A) = maxC(A) = maxC(B) = g(B).

При d = 1 из утверждения 2(2) получаем |B| 6 min{k, a1}. След-
ствие 1 доказано.
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Таким образом, РПФ (ПФ) для примитивного множества A редуци-
руется к РПФ (ПФ) для A-базиса.

2. Точные формулы

Пусть A = {a1, . . . , ak} — примитивное множество. Обозначим че-
рез R(i) множество натуральных чисел r таких, что rδiai ∈ C(A(i−1)),
S(i−1)(ai) — подмножество множества C(A(i−1)):

S(i−1)(ai) =
⋃

r∈R(i)

{(rδiai + b) ∈ C(A(i−1)) | b ∈ 〈A(i−1)〉}.

Лемма 1. При i = 3, . . . , k имеем

1. S(i−1)(ai) = C(A(i−1)) ∩ 〈A(i)〉;
2. C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai) 6= ∅.

Доказательство. 1. Пусть a ∈ C(A(i−1))∩〈A(i)〉. Так как a ∈ 〈A(i)〉,
то a = a′ + cai, где a′ ∈ 〈A(i−1)〉 и a′ < a, при этом c ∈ N, поскольку при
c = 0 получаем противоречие: a ∈ 〈A(i−1)〉. Тогда по утверждению 1(5)
(a − a′) ∈ C(A(i−1)) и ai | (a − a′). Отсюда в силу утверждения 1(1)
δiai | (a− a′). Следовательно, a ∈ S(i−1)(ai).

Пусть a ∈ S(i−1)(ai), тогда по определению a ∈ C(A(i−1)) и найдётся
число b ∈ 〈A(i−1)〉 такое, что a = rδiai + b при некотором натуральном r,
где rδiai ∈ C(A(i−1)). Отсюда a ∈ 〈A(i)〉, поэтому a ∈ C(A(i−1)) ∩ 〈A(i)〉.

2. Поскольку A — приведённое множество, то d2 < a1. Следовательно,
d2 ∈ C(A(i)), так как любой ненулевой элемент полугруппы 〈A(i)〉 боль-
ше либо равен a1, i = 2, . . . , k. Тогда C(A(i−1)) \ 〈A(i)〉 6= ∅, i = 3, . . . , k,
что с учётом леммы 1(1) исключает равенство C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai) = ∅.
Лемма 1 доказана.

Определим функцию qi : {0, . . . , δi−1} → {0, di, . . . , (δi−1)di} по пра-
вилу

qi(r) = rai mod di−1, i = 3, . . . , k.

Лемма 2. При i = 3, . . . , k функция qi является биекцией со свой-

ством qi(0) = 0.

Доказательство. По условию gcd(di−1, ai) = di. Следовательно,
gcd(ai/di, δi) = 1, и множество {rai mod di−1, r = 0, . . . , δi− 1} состоит из
всех неотрицательных вычетов по модулю di−1, кратных di, i = 3, . . . , k.
Значит, qi — подстановка множества {0, di, . . . , (δi − 1)di}, где qi(0) = 0.
Лемма 2 доказана.

Замечание 1. Если di = di−1, то qi — подстановка степени 1.
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Определим связь между множествами C(A(2)), C(A(3)), . . . , C(A(k)).
Введём следующие обозначения:

V
(i)
0 = U

(i)
0 = ∅,

V (i)
r =

{
qi(r) + tdi−1 | t = 0, . . . ,mi

r − 1
}
,

U (i)
r =

{
qi(r) + tdi−1 | t = mi

r, . . . ,m
i
r + zi−1/di−1

}
.

Здесь 1 6 r 6 δi − 1, mi
r = (rai − qi(r))/di−1.

Теорема 1. 1. C(A(i)) =
δi−1⋃
r=0

V
(i)
r ∪ {(C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)) + rai};

2. zi = max{C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)}+ (δi − 1)ai, i = 3, . . . , k.

Доказательство. По определению C(A(i)) = diN0 \ 〈A(i)〉, причём
C(A(i)) ⊆ C(A(i−1)) ⊆ diN0 при δi = 1. Следовательно,

C(A(i)) = C(A(i−1)) \ 〈A(i)〉 = C(A(i−1)) \ (C(A(i−1)) ∩ 〈A(i)〉).

Отсюда по лемме 1(1) при δi = 1 имеем

C(A(i)) = C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai), zi = max{C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)}.

Тем самым при δi = 1 теорема доказана.
Пусть δi > 1. Так как di | di−1, то выполнено разбиение

diN0 =

δi−1⋃

r=0

(rdi + di−1N0), (3)

где rdi + di−1N0 — множество всех чисел из N0, сравнимых с rdi по мо-
дулю di−1, r = 0, . . . , δi − 1.

По определению zi−1 есть наибольшее кратное di−1 число, не при-
надлежащее 〈A(i−1)〉. Тогда {zi−1 + tdi−1 | t ∈ N} ⊆ 〈A(i−1)〉. Поскольку
qi(r) = rai mod di−1, то для r = 0, . . . , δi − 1 имеем

{zi−1 + tdi−1 + rai | t ∈ N} ⊆ 〈A(i)〉 ∩ {qi(r) + di−1N0}.

Объединим эти включения по r, учитывая, что qi — биекция (лемма 2):

δi−1⋃

r=0

{zi−1 + tdi−1 + rai | t ∈ N}

⊆ 〈A(i)〉 ∩ (di−1N0 ∪ (di+ di−1N0) ∪ . . . ∪ ((δi − 1)di + di−1N0)).
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Отсюда с учётом (3) и включения 〈A(i)〉 ⊆ diN0 получаем

δi−1⋃

r=0

{zi−1 + tdi−1 + rai | t ∈ N} ⊆ 〈A(i)〉.

Тогда по определению множества C(A(i)) имеем

C(A(i)) ⊆ diN0 \
δi−1⋃

r=0

{zi−1 + tdi−1 + rai | t ∈ N},

откуда, учитывая, что rai ∈ 〈A(i)〉, получаем

C(A(i)) ⊆
δi−1⋃

r=0

{qi(r) + tdi−1 | t = 0, . . . , (rai − qi(r) + zi−1)/di−1}

=

δi−1⋃

r=0

(
V (i)
r ∪ U (i)

r

)
. (4)

Пусть r > 0 и b ∈ V
(i)
r . Поскольку b не кратно di−1, то b /∈ 〈A(i−1)〉.

Тогда или b ∈ 〈A(i)〉 \ 〈A(i−1)〉, или b ∈ C(A(i)). Пусть b ∈ 〈A(i)〉 \ 〈A(i−1)〉,
тогда b = niai + a, где a ∈ 〈A(i−1)〉, niai ≡ qi(r) (mod di−1) и ni > r, так
как rai — наименьшее кратное ai число в классе вычетов qi(r) + di−1N0.

Значит, b > rai, что противоречит определению множества V
(i)
r . Таким

образом, b ∈ C(A(i)) и V
(i)
r ⊆ C(A(i)).

Пусть r > 0 и b ∈ U
(i)
r , тогда b = tdi−1+ rai, где t ∈ {0, . . . , zi−1/di−1}.

Следовательно, {(C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)) + rai} ⊆ U
(i)
r , где b ∈ 〈A(i)〉

или b ∈ C(A(i)). Опишем числа tdi−1, при которых b ∈ C(A(i)). Число
tdi−1 принадлежит одному из следующих непересекающихся множеств:
〈A(i−1)〉, или C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai), или S(i−1)(ai) при S(i−1)(ai) 6= ∅.

Если tdi−1 ∈ 〈A(i−1)〉, то b ∈ 〈A(i)〉. Если tdi−1 ∈ S(i−1)(ai), то по лем-
ме 1(1) получаем tdi−1 ∈ 〈A(i)〉, откуда следует, что b ∈ 〈A(i)〉. Наконец,
если tdi−1 ∈ C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai), то b ∈ C(A(i)) или b ∈ 〈A(i)〉. Во втором
случае tdi−1 + rai = a+ niai при некоторых ni ∈ N и a ∈ 〈A(i−1)〉 таких,
что niai ≡ rai (mod di−1). При ni = r имеем tdi−1 ∈ 〈A(i−1)〉; противоре-
чие. Поэтому ni > r, так как rai — наименьшее кратное ai число в клас-
се вычетов qi(r) + di−1N0. Следовательно, tdi−1 = a+ (ni − r)ai ∈ 〈A(i)〉
и tdi−1 ∈ S(i−1)(ai) по лемме 1(1), что противоречит условию. Значит,
b ∈ C(A(i)) тогда и только тогда, когда tdi−1 ∈ C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai). От-
сюда и из (4) следуют равенства для C(A(i)).
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Так как maxV
(i)
r 6 min{(C(A(i−1))\S(i−1)(ai))+rai}, r = 1, . . . , δi−1,

в соответствии с теоремой 1(1) имеем

zi = maxC(A(i)) = max{(C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)) + rai}
= max{C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)}+max{0, ai, . . . , (δi − 1)ai}.

В силу леммы 1(2) C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai) 6= ∅. Тогда

zi = max{C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)}+ (δi − 1)ai, i = 3, . . . , k.

Теорема 1 доказана.

Следствие 2. При i = 3, . . . , k имеем zi 6 zi−1 + (δi − 1)ai, откуда

следует оценка Брауэра [8]:

g(a1, . . . , ak) 6 a1a2/d2 − a1 − a2 +
k∑

i=3

(δi − 1)ai.

В последней оценке числа g(a1, . . . , ak) достигается равенство, если
S(i−1)(ai) = ∅ для всех i = 3, . . . , k.

Следствие 3. Пусть pA = p и dj = dj+1 = · · · = dm при некоторых

j и m, где 1 < j < m 6 k. Тогда имеем ряд включений

C(A(j)) ⊇ C(A(j+1)) ⊇ · · · ⊇ C(A(m)), (5)

а для числа Фробениуса g(a1, . . . , ak) справедлива оценка

g(a1, . . . , ak) 6 max{C(A(p−1)) \ S(p−1)(ap)}+ (dp−1 − 1)ap

6 (a1 − 1)(ap − 1)− 1 < a1ap.

Доказательство. В данных условиях δj+1 = δj+2 = · · · = δm, тогда
по теореме 1 выполнена цепочка (5). В частности, условия выполнены
при j = p, m = k. Тогда из (5) следует, что

zp > zp+1 > . . . > zk = g(a1, . . . , ak),

где zp = max{C(A(p−1)) \ S(p−1)(ap)}+ (dp−1 − 1)ap по теореме 1. В силу
утверждения 1(6) zp 6 (a1 − 1)(ap − 1)− 1 < a1ap. Следствие 3 доказано.

Следствие 4. Пусть множество A = {a1, a2, a3} примитивное и

max{(C(A(2)) \ S(2)(a3))} = b.
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Тогда g(a1, a2, a3) = b+ (d2 − 1)a3 и

C(A) =

d2−1⋃

r=0

(
V (3)
r ∪ {(C(A(2)) \ S(2)(a3)) + ra3}

)
.

Пример 1 (достижимость оценки Брауэра). Рассмотрим множество
чисел A = {30, 42, 70a, 105b}, которое примитивно при любых простых
a 6= 3 и b 6= 2. Вычислим d2 = 6, d3 = 2, d4 = 1, δ3 = 3 и δ4 = 2. Тогда
z2 = 138. При 3 · 70a > 138 выполнено S(2)(70a) = ∅ и z3 = 138 + 140a.
При 2·105b > 138+140a имеем S(3)(105b) = ∅ и g(30, 42, 70a, 105b) = z4 =
138 + 140a + 105b. Следовательно, оценка достижима, в частности, при
выполнении системы условий {210a > 138, 210b > 138+140a}, например,
при a = 5 и любом простом b > 5.

3. Редукция РПФ (ПФ) и сравнение оценок

В [4] показано, что для сокращения вычислений при решении РПФ
и ПФ можно использовать отношения эквивалентности. Примитивные
множества A и B называются эквивалентными, если C(A) = C(B) (или,
что равносильно, 〈A〉 = 〈B〉). Тогда g(A) = g(B) для эквивалентных
множеств A и B.

В соответствии с утверждением 2(1) минимальным подмножеством,
эквивалентным множеству A, является A-базис. При построении A-бази-
са необходимо проверять свойства ai ∈ C(A(i−1)), i = 3, . . . , k, а для этого
необходимо решить РПФ для множества A(i−1). Следовательно, в худ-
шем случае сложность построения A-базиса близка к сложности РПФ.
Вместе с тем, несложно построить эквивалентное подмножество A′ мно-
жества A, содержащее A-базис [4].

Удаление из исходного множества A′′ = {a1, . . . , ak} «лишних» чисел
можно выполнить в два этапа с помощью поиска в нём линейных зави-
симостей частного вида. Обозначим через sA число различных классов
вычетов по модулю a1, элементы которых содержатся в A.

Алгоритм редукции множества A′′

Этап 1. Поиск с помощью факторизации чисел a2, . . . , ak по моду-
лю a1 [4, разд. 2].

Из A′′ удаляются все числа, кроме наименьших чисел всех фактор-
классов по модулю a1, представленных в A. Полученное примитивное
подмножество A′ эквивалентно A′′ и состоит из sA′′ чисел, где sA′′ 6 a1.

Пусть (без ограничения общности) sA′′ = s, A′ = {a1, . . . , as}, pA′ = π.
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Этап 2. Удаление «больших» чисел из множества A′ [4, разд. 3].
Пусть di = gcd(a1, . . . , ai), i = 1, . . . , s, где a1 > 2. Определим от-

ношение эквивалентности для чисел i, j ∈ {2, . . . , s}: i ≃ j ⇔ di = dj .
При d1 > d2 число классов эквивалентности равно µ, где µ = µA′ 6 s−1.
Множество M(A′) определяет разбиение последовательности {a2, . . . , as}
на µ отрезков длины n1, . . . , nµ > 1, где каждый отрезок состоит из чисел
с эквивалентными индексами, при этом n1+· · ·+nµ = s−1, nµ = s−π+1.

Пусть I1, . . . , Iµ — классы эквивалентных чисел: Iµ = {π, . . . , s}, Ir =
{jr−1 + 1, . . . , jr−1 + nr}, jr−1 = n1 + · · · + nr−1, 1 6 r < µ, j0 = 1. Если
nr > 1, то из (5) получаем zjr−1+1 > zjr−1+2 > . . . > zjr−1+nr , где по
утверждению 1(7) zjr−1+1 6 a1ajr−1+1/djr−1+1 − a1 − ajr−1+1, r = 1, . . . , µ.
Следовательно, если при j ∈ {jr−1 + 2, . . . , jr−1 + nr}

aj > a1ajr−1+1/djr−1+1 − a1 − ajr−1+1, (6)

то числа aj, . . . , ajr−1+nr принадлежат полугруппе 〈a1, . . . , ajr−1+1〉. После
их удаления получаем подмножество A порядка l, которое эквивалент-
но A′, где l 6 s 6 a1, maxA 6 a1aπ − a1 − aπ.

Пример 2. Пусть A′′ = {15, 25, 35, 40, 45, 54, 93, 913}. Факторизация
чисел из A′′ по модулю 15 даёт множество {0, 10, 5, 10, 0, 9, 3, 13}. Удаляя
из A′′ 40 и 45, получаем A′ = {15, 25, 35, 54, 93, 913}.

Для A′ вычисляем d2 = d3 = 5, d4 = d5 = d6 = 1, тогда µ = 2,
I1 = {2, 3}, I2 = {4, 5, 6}. Классу I1 соответствует граничное значение
5(3 · 7 − 3 − 7) = 55. Значит, из отрезка {25, 35} числа не удаляются.
Классу I2 соответствует граничное значение 5 · 54 − 15 − 54 = 741. Зна-
чит, из отрезка {93, 913} удаляется число 913, превышающее границу.
Окончательно имеем A′′ ≃ A = {15, 25, 35, 54, 93}.

4. Алгоритм РПФ и оценка сложности

Лемма 3. Пусть A = {a1, . . . , al}, µA = µ, pA = p, α ∈ N. Тогда

p∑

i=2

aid
−α
i < (p− µ)ap.

Доказательство. Рассмотрим функцию φ(x2, x3, . . . , xp) =
p∑

i=2
aixi,

где переменные x2, x3, . . . , xp принимают положительные действитель-
ные значения. Положим (x2, x3, . . . , xp) 6 (y2, y3, . . . , yp), если и только
если xi 6 yi, i = 2, . . . , p. Тогда в данной области определения функция φ
монотонна, так как 0 < a1 < · · · < ap.
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При µA = µ множество {d2, d3, . . . , dp} разбивается на классы рав-
ных чисел I1, . . . , Iµ, при этом порядки классов равны n1, . . . , nµ соот-
ветственно, где Iµ = {dp}, Ir = {djr+1, djr+2, . . . , djr+nr}, j1 = 1, jr+1 =
1 + n1 + · · ·+ nr, r = 1, . . . , µ − 1. Следовательно,

(
d−α
2 , d−α

3 , . . . , d−α
p

)
6

(
b−α
2 , b−α

3 , . . . , b−α
p

)
при любом α ∈ N,

где b1+r = djr+1 при r = 1, . . . , µ, bµ+2 = · · · = bp = dp = 1. Отсюда

p∑

i=2

aid
−α
i = φ

(
d−α
2 , d−α

3 , . . . , d−α
p

)

6 φ
(
b−α
2 , b−α

3 , . . . , b−α
p

)
=

µ+1∑

i=2

aib
−α
i +

p∑

i=µ+2

aib
−α
i ,

где
p∑

i=µ+2
aib

−α
i =

p∑
i=µ+2

ai 6 ap(p − µ − 1) при α ∈ N. По построению

b−α
j−1 < b−α

j и b−α
j−1 делит b−α

j , j = 3, . . . , µ+ 1, следовательно, при α ∈ N
имеем

µ+1∑

i=2

aib
−α
i 6 aµ+1

µ+1∑

i=2

b−α
i 6 aµ+1(2

−1 + 2−2 + · · ·+ 2−µ) < aµ+1.

Отсюда φ
(
b−α
2 , b−α

3 , . . . , b−α
p

)
< (p− µ− 1)ap + aµ+1 6 (p− µ)ap. Лемма 3

доказана.

Предположим, что множество A = {a1, . . . , al} получено из исходного
множества A′′ порядка k после двухэтапной редукции, pA = p.

Алгоритм РПФ. Корректность алгоритма следует из теоремы 1
и свойств редуцированного множества. Алгоритм основан на последова-
тельном «просмотре» чисел a1, a2, . . . , al в порядке возрастания и на по-
строении упорядоченных множеств C(A(i)), i = 2, . . . , l, l > 1.

Шаг 1. Определение упорядоченного множества C(A(2)).
Определить и упорядочить множество

C(A(2)) = {a1a2/d2 − ta1 − ja2 > 0 | t, j ∈ N}.

Шаг i− 1. Определение C(A(i)), i = 3, . . . , l.
1. Проверить свойство ai ∈ C(A(i−1)), i = 3, . . . , l.
2. Если di = di−1 и ai 6∈ C(A(i−1)), то C(A(i)) = C(A(i−1)).

При i 6 l перейти на шаг i, п. 1.
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3. Если di = di−1 и ai ∈ C(A(i−1)) или di < di−1,
то определить множество C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai):

в C(A(i−1)) найти подмножество Ξi−1 чисел, кратных δiai;
если Ξi−1 = ∅, то S(i−1)(ai) = ∅;
если Ξi−1 6= ∅, то η ∈ S(i−1)(ai) ⇔ η = jδiai + ξ,

где ξ ∈ 〈A(i−1)〉, jδiai ∈ Ξi−1, j ∈ N, i = 3, . . . , l.
Если di = di−1 и ai ∈ C(A(i−1)),
то C(A(i)) = C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai), i = 3, . . . , l.

4. Если di < di−1, то для всех i ∈ M(A) определить множество

C(A(i)) =

δi−1⋃

r=0

V (i)
r ∪ {(C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)) + rai}

следующим образом:
определить упорядоченное множество V

(i)
r ,

вычислив qi(r) и суммы qi(r) + tdi−1 для t = 0, . . . ,mi
r,

где qi(r) +mi
rdi−1 = rai;

для r = 0, . . . , δi − 1 определить упорядоченные множества
{(C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)) + rai};

упорядочить C(A(i)) слиянием множеств V
(i)
r

и {(C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)) + rai}, r = 0, . . . , δi − 1,
определённых на предыдущих этапах.

Замечание 2. Алгоритм решает РПФ и по ходу решения определяет
A-базис. Число шагов, на которых алгоритм РПФ выполняет пп. 3 и 4,
равно λA и µA соответственно.

Замечание 3. Для вычисления g(a1, . . . , al) после (l − 1)-го шага
алгоритма следует определить zl−1 = maxC(A(l−1)) \ S(l−1)(al). Тогда
g(a1, . . . , al) = zl−1 + (dl−1 − 1)al.

Пример 3 (определение g(A)). 1. A = {6, 10, 15} — примитивное при-
ведённое множество. Вычислим d2 = δ3 = 2, z2 = 14. Так как 30 > z2, то
S(2)(15) = ∅ и g(A) = z2 + (δ3 − 1)15 = 29.

2. A = {18, 21, 29} — примитивное приведённое множество. Вычислим
d2 = δ3 = 3, z2 = 87,

C(A(2)) = {3, 6, 9, 12, 15, 24, 27, 30, 33, 45, 48, 51, 66, 69, 87}.

В множестве C(A(2)) имеется единственное число, кратное 87. Поэтому
S(2)(29) = {87} и max(C(A(2)) \ S(2)(29)) = 69. Следовательно, получаем
g(A) = 69 + (δ3 − 1)29 = 127.
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3. A = {12, 20, 24, 28, 55} — примитивное неприведённое множество.
Определим A-базис B = {12, 20, 28, 55}. Далее для выписанного B вы-
числим d2 = d3 = 4, δ3 = 1, δ4 = 4, z2 = 28, тогда

C(B(2)) = {4, 8, 16, 28}, S(2)(28) = {28},

так что C(B(2)) \ S(2)(28) = {4, 8, 16}.
Биекция q3 вырожденна. Значит, в этом случае имеют место равен-

ства C(B(3)) = C(B(2)) \ S(2)(28) = {4, 8, 16}, S(3)(55) = ∅ и z3 = 16.
Отсюда g(A) = g(B) = z4 = 16 + 3 · 55 = 181.

4. A = {22, 26, 27, 29} — приведённое множество, где d2 = δ3 = 2,
d3 = δ4 = 1, z2 = 238. Дальнейшие вычисления представлены в табл. 1.
В итоге получим g(A) = z4 = 94.

Т а б л и ц а 1

C(A(2))

чётные: 2, . . . , 20, 24, 28, . . . , 42, 46, 50, 54, . . . , 64, 68,
72, 76, 80, . . . , 86, 90, 94, 98, 102, 106, 108, 112, 116,
120, 124, 128, 134, 138, 142, 146, 150, 160, 164, 168, 172,
186, 190, 194, 212, 216, 238

S(2)(27, 54)
чётные: 54, 76, 80, 98, 102, 106, 120, 124, 128, 142, 146,
150, 164, 168, 172, 186, 190, 194, 212, 216, 238

S(2)(27, 108) чётные: 108, 134, 160, 186, 212, 238

S(2)(27, 216) чётные: 216, 238

C(A(2)) \ S(2)(27)
чётные: 2, . . . , 20, 24, 28, . . . , 42, 46, 50, 56, . . . , 64, 68,
72, 82, 84, 86, 90, 94, 112, 116, 138

C(A(3)), q3 =

(
0 1
0 1

) чётные: 2, . . . , 20, 24, 28, . . . , 42, 46, 50, 56, . . . , 64, 68,
72, 82, 84, 86, 90, 94, 112, 116, 138
нечётные: 1, . . . , 25, 29, . . . , 47, 51, 55, . . . , 69, 73, 77,
83, . . . , 91, 95, 99, 109, 111, 113, 117, 121, 139, 143, 165

S(3)(29, 29)
чётные: 56, 82
нечётные: 29, 51, 55, 73, 77, 83, 95, 99, 109, 117, 121,
139, 143, 165

S(3)(29, 58)
чётные: 58, 84, 112, 138
нечётные: 85, 111, 139, 165

S(3)(29, 87)
чётные: ∅
нечётные: 87, 109, 113, 139, 165

S(3)(29, 116)
чётные: 116, 138
нечётные: 143, 165

C(A(3)) \ S(3)(29)

чётные: 2, . . . , 20, 24, 28, . . . , 42, 46, 50, 60, 62, 64, 68,
72, 86, 90, 94
нечётные: 1, . . . , 25, 31, . . . , 47, 57, . . . , 69, 73, 77, 83,
89, 91
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Оценим вычислительную сложность алгоритмов в битовых операци-
ях, используя двоичные представления чисел. Битовую сложность сло-
жения, вычитания и сравнения n-разрядных чисел оценим величиной по-
рядка O(log n), умножение (деление) n-разрядного числа на m-разрядное
число оценим величиной порядка O(log n logm). Битовую сложность ал-
горитмов РПФ и ПФ для множества A обозначим соответственно через
TРПФ(A) и TПФ(A).

Теорема 2. Для примитивного множества A′′ = {a1, . . . , ak} при

k > 3 справедливы следующие утверждения.

1. Сложность этапа 1 редукции множества A′′ в примитивное эквива-

лентное множество A′ = {a1, . . . , as} не больше O

(
log a1

k∑
i=2

log ai

)
, где

s = sA′′ 6 a1.
2. Сложность этапа 2 редукции множества A′ в примитивное эквива-

лентное множество A = {a1, . . . , al} не больше O(π log2 aπ), где 2 6 l 6 s,
π = pA′ , maxA 6 a1aπ − a1 − aπ.

3. Сложность TРПФ(A) не больше O
(
(λA−µA)a

2
1ap log

2 ap
)
, где p = pA.

Требуемая память имеет порядок O(a1ap log ap) битов.

Доказательство. 1. Сложность вычисления ai mod a1 имеет поря-
док O(log a1 log ai), i = 2, . . . , k.

2. Удаление «больших» чисел на втором этапе редукции требует вы-
числения d2, . . . , dπ, вычисления границ, определяемых правыми частя-
ми неравенств (6), и сравнения с каждой границей всех чисел aj соот-
ветствующего класса за исключением наименьшего числа класса. Слож-
ность вычисления di = gcd(di−1, ai) не больше O(log2 ai), i = 2, . . . , π.
Величина границ менее a1aπ, тогда сложность вычисления µ границ,
где µ = µ′

A, и сравнения их с не более чем s числами равна

O(π log2 aπ + µ(log a1 log aπ + log s log aπ)) 6 O(π log2 aπ).

Следовательно, сложность этапа 2 редукции не больше O(π log2 aπ).

3. Оценим сложность РПФ(A), где l 6 s и al < a1ap. Согласно
утверждению 1(7) и следствию 3 maxC(A(i)) < a1ai/di 6 a1ap, тогда
|C(A(i))| < a1ai/d

2
i 6 a1ap, так как числа из C(A(i)) кратны di, и разряд-

ность чисел из C(A(i)) не превышает O(log ap), i = 2, . . . , l.
При a2, не кратном a1, вычисление множества C(A(2)) в соответ-

ствии с утверждениями 1(2) и 1(3) требует порядка |C(A(2))| < a1a2/d
2
2

сложений и вычитаний чисел, меньших a1a2/d2, тогда сложность вы-
числения C(A(2)) не больше O

((
a1a2/d

2
2

)
log a2

)
. Сложность упорядоче-

ния множества C(A(2)) методом вставок не больше O
((
a1a2/d

2
2

)
log2 a2

)
.
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Следовательно, битовая сложность первого шага алгоритма не больше
O
((
a1a2/d

2
2

)
log2 a2

)
.

Проверка свойства ai ∈ C(A(i−1)) требует не более O(log ap) сравне-
ний, т. е. не более O(l log2 ap) 6 O(a1 log

2 ap) битовых операций для всех
i = 3, . . . , l.

Поскольку все числа из Ξi−1 кратны δiai, для i = 3, . . . , l имеем

|Ξi−1| 6 zi−1/δiai < a1ai−1/di−1δiai < a1/di−1.

Сложность вычисления и поиска в C(A(i−1)) всех чисел λj = jδiai, где
j ∈ N, не превосходит O(|Ξi−1| log2 ap). Тогда сложность вычисления мно-
жеств Ξ2, . . . ,Ξl−1 не больше

O
(
a1 log

2 ap
(
d−1
2 + · · ·+ d−1

l−1

))
6 O(la1 log

2 ap) 6 O
(
a21 log

2 ap
)
.

Сложность построения множества S(i−1)(ai) и определения множе-
ства C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai) в худшем случае (при S(i−1)(ai) 6= ∅) не боль-
ше |Ξi−1||C(A(i−1))| log2 |C(A(i−1))|. Тогда с учётом леммы 3 сложность
построения множеств C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai) для i ∈ M(A) не больше
O
(
a21ap log

2 ap
)
. Сложность построения множеств C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)

для i ∈ L(A) \M(A) не больше O
(
(λA − µA)a

2
1ap log

2 ap
)
. На остальных

шагах построение этих множеств не выполняется. Следовательно, слож-
ность построения множеств C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai) для i = 3, . . . , l не боль-
ше O

(
(λA − µA)a

2
1ap log

2 ap
)
.

При всех i = 3, . . . , p определение чисел rai для r = 1, . . . , δi − 1
с помощью суммирования ai требует не более чем O(pd2 log ap) операций,

определение V
(i)
r с помощью вычитаний rai−tdi−1, t = 1, . . . ,mi

r, требует
не более O(pd2ap log ap) операций, наконец, вычисление множества

{(C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)) + rai}, r = 1, . . . , δi − 1,

т. е. чисел из C(A(i)), требует не более O(pa1ap log ap) операций.
Сложность упорядочения множеств C(A(i)) путём слияния множеств

V (i)
r ∪ {(C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai)) + rai}, r = 1, . . . , δi − 1,

для всех i = 3, . . . , p не больше O(pa1ap log ap). Так как p 6 a1, по-
рядок величины TРПФ(A) определяется сложностью вычисления мно-
жеств C(A(i−1)) \ S(i−1)(ai) для i = 3, . . . , l, т. е. величиной порядка
O
(
(λA − µA)a

2
1ap log

2 ap
)
.

Поскольку после p-го шага порядок множества C(A(i)) не возраста-
ет, объём требуемой памяти оценивается количеством |C(A(p))| 6 a1ap
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ячеек, где в ячейках записаны числа, меньшие a1ap. Отсюда объём па-
мяти в битах оценивается величиной порядка O(a1ap log ap). Теорема 2
доказана.

Следствие 5. Сложность ПФ(A′′) в арифметических операциях име-

ет порядок O(k+π log aπ+ la1), где l — порядок множества, полученного

из A′′ после двухэтапной редукции, причём 2 6 l 6 a1.

Доказательство. Применим двухэтапную редукцию множества A′′

в множество A и алгоритм Боккера— Липтак [6] для решения ПФ(A).

Первый этап редукции состоит из k операций деления с остатком,
сложность второго этапа определяется сложностью поиска π наиболь-
ших общих делителей, каждый из которых находится в результате цепи
не более log aπ делений с остатком. Алгоритм Боккера— Липтак для мно-
жества A имеет оценку сложности O(la1). Следствие 5 доказано.

Комментарий к полученным оценкам

Важной числовой характеристикой, определяющей вычислительную
сложность решения РПФ, является индекс примитивности исходного
примитивного множества {a1, . . . , ak}, где k > 2, равный наименьшему
p ∈ N , при котором gcd(a1, . . . , ap) = 1 и gcd(a1, . . . , ap−1) > 1, 2 6 p 6 k.

Предложенная двухэтапная редукция сводит решение РПФ для ис-
ходного множества чисел {a1, . . . , ak} к решению РПФ для подмножества
{a1, . . . , al}, где число l определяется исходным множеством и неравен-
ствами 2 6 p 6 l 6 k. Таким образом, в случае log ap log ak 6 a1 вычис-
лительная сложность двухэтапной редукции не больше O(k log ap log ak),
т. е. не больше сложности лучшей из известных оценок для ПФ [6].

Вычислительная сложность решения РПФ по порядку величины не
больше O

(
ca21ap(log ap)

2
)
, где c — константа, определяемая множеством

чисел {a1, . . . , ak}, 2 6 c < k. Данная оценка не больше сложности из-
вестных алгоритмов решения ПФ, реализуемых без использования ре-
дукции, только в тех случаях, когда константа c мала, а число k велико,
а именно, если ca1ap(log ap)

2 6 k.

Вычислительная сложность решения ПФ с помощью предложенной
редукции и алгоритма Боккера— Липтак из [6] по порядку величины
не больше O(k + p log ap + la1), где l — мощность входного множества
после двухэтапной редукции, 2 6 l 6 a1. Эта оценка лучше, чем ана-
логичная оценка для алгоритма Боккера— Липтак, применяемого для
нередуцированного множества, если l < k и log ap < a1.
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Выводы

1. Описана двухэтапная редукция примитивного входного множества
задачи в эквивалентное примитивное множество, позволяющая улуч-
шить оценки сложности РПФ и ПФ в некоторых из тех случаев, ко-
гда редукция приводит к существенному сокращению порядка входного
множества.

2. Определён закон нестационарной рекурсии, связывающий множе-
ства C(A(i−1)) и C(A(i)), i = 3, 4, . . .. Рекурсия с использованием тео-
ретико-множественных операций позволяет построить новые алгорит-
мы (отличные от известных теоретико-графовых алгоритмов) опреде-
ления множества C(a1, . . . , ak) всех натуральных чисел, не содержащих-
ся в аддитивной полугруппе 〈a1, . . . , ak〉, в частности, числа Фробениуса
g(a1, . . . , ak). Полученные оценки сложности решения РПФ и ПФ на ос-
нове данной рекурсии не улучшают существенно оценок сложности луч-
ших известных алгоритмов.
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Abstract. We deduce the law of nonstationary recursion which makes it
possible, for given a primitive set A = {a1, . . . , ak}, k > 2, to construct
an algorithm for finding the set of the numbers outside the additive
semigroup generated by A. In particular, we obtain a new algorithm for
determining the Frobenius numbers g(a1, . . . , ak). The computational
complexity of these algorithms is estimated in terms of bit operations.
We propose a two-stage reduction of the original primitive set to an
equivalent primitive set that enables us to improve complexity estimates
in the cases when the two-stage reduction leads to a substantial reduc-
tion of the order of the initial set. Bibliogr. 16.
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