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43 Boulevard du 11 Novembre 1918, F-69622 Villeurbanne Cedex, France

E-mail : alisicinama@ngs.ru, bparolja@gmail.com

Аннотация. Раскраску вершин графа называют совершенной, если
все его одинаково окрашенные вершины имеют одинаковый цветовой
состав окружения. Бесконечным циркулянтным графом со сплош-

ным набором n дистанций назовём граф Кэли группы Z с системой
образующих {1, 2, . . . , n}. В статье получено описание всех совершен-
ных раскрасок такого графа с дистанциями 1 и 2 в произвольное
конечное число цветов. В 2015 г. была сформулирована гипотеза, ха-
рактеризующая совершенные раскраски бесконечных циркулянтных
графов со сплошным набором n дистанций. Полученный результат
подтверждает гипотезу для n = 2, в случае n > 2 вопрос остаётся
открытым. Библиогр. 12.

Ключевые слова: совершенная раскраска, циркулянтный граф.

Введение

Раскраску вершин графа называют совершенной, если все вершины
одного цвета имеют одинаковый цветовой состав окружения. В англо-
язычной литературе для совершенной раскраски используют термины
equitable partition и partition design. В работе исследуются совершенные
раскраски графа Кэли группы Z с системой образующих {1, 2, . . . , n},
который будем обозначать через Ci∞(n).

Ранее выдвинута [11] гипотеза о характеризации всех совершенных
раскрасок графа Ci∞(n) в произвольное число цветов. Строгая форму-
лировка этой гипотезы будет приведена позднее. В данной работе дока-
зано, что для n = 2 выдвинутое предположение верно.
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Ряд результатов для совершенных раскрасок циркулянтных графов
получен в работах [5,7,8]. В [7] описаны все параметры сплошных совер-
шенных 2-раскрасок произвольных циркулянтных графов. В [8] приве-
дена бесконечная серия несплошных раскрасок в 2 цвета таких графов
с новыми параметрами, а в [5] описаны все совершенные 2-раскраски
бесконечных циркулянтных графов со сплошным набором дистанций.

Каждая совершенная раскраска циркулянтного графа с n дистанци-
ями порождает совершенную раскраску n-мерной прямоугольной решёт-
ки с теми же параметрами (см. [7]). Изучению совершенных раскрасок
двумерной прямоугольной решётки посвящены работы [1, 6, 10, 12].

Близкими к циркулянтным также являются графы, в группе авто-
морфизмов которых содержатся элементы большого порядка, например,
графы призмы и лестницы Мёбиуса. Совершенные раскраски этих гра-
фов исследовались в [2–4].

1. Определения и обозначения

Определим исследуемый граф. Бесконечным циркулянтным графом

с дистанциями d1, d2, . . . , dn ∈ Z называется граф Ci∞(d1, . . . , dn), мно-
жество вершин которого совпадает с множеством целых чисел и для
любой вершины v множество инцидентных ей рёбер имеет вид

{{v, v ± di} | i = 1, 2, . . . , n}.

Любая совершенная раскраска графа Ci∞(d1, . . . , dn) является пери-
одической [7]. Значит, для её описания достаточно указать наименьший
период. Записывать такой период будем в виде заключённой в квадрат-
ные скобки строки, число элементов в которой равно длине периода.

Циркулянтным графом длины t с дистанциями d1, d2, . . . , dn ∈ Z на-
зывается псевдограф Cit(d1, . . . , dn), в котором множество вершин сов-
падает с множеством элементов группы Zt и для любой вершины v муль-
тимножество инцидентных ей рёбер имеет вид

{{v, v ± di mod t} | i = 1, 2, . . . , n}.

Очевидно, что любой совершенной раскраске графа Ci∞(d1, . . . , dn)
с минимальной длиной периода t можно естественным образом поставить
в соответствие совершенную раскраску графа Cit(d1, . . . , dn).

В настоящей работе рассматривается случай di = i, i = 1, 2, . . . , n.
Граф Ci∞(n) = Ci∞(1, 2, . . . , n) назовём бесконечным циркулянтным

графом со сплошным набором дистанций. Соответствующий ему цирку-
лянтный граф длины t обозначим через Cit(n).
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Доказательство основного результата статьи выполнено перебором.
С целью сократить перебор, определим некоторые новые понятия.

Всюду далее k > 1 — натуральное число. Элементы конечного множе-
ства I = {1, 2, . . . , k} будем называть цветами. Пусть G(V,E) — простой
граф, а отображение ϕ : V → I является его совершенной раскраской.
Мультимножество цветов окружения вершины v цвета a в совершенной
раскраске ϕ назовём палитрой цвета a.

Определим на множестве V характеристическую функцию цвета i
в совершенной раскраске ϕ следующим образом:

ϕi(v) =

{
1, если ϕ(v) = i,

0 иначе.

Раскраску вершин графа G, полученную таким образом из совершенной
раскраски ϕ, назовём (0, 1)-раскраской.

Исследуя свойства циркулянтных графов, удобно под расстоянием
между двумя вершинами понимать расстояние в Z. Заметим, что такое
определение отличается от принятого в теории графов.

Опишем, как организован перебор. В каждой совершенной раскрас-
ке графа Ci∞(n) выберем цвет, расстояние между вершинами которого
минимально. Если таких цветов несколько, выберем любой из них. За-
писав характеристическую функцию этого цвета в рассматриваемой рас-
краске, получим некоторую (0, 1)-раскраску того же графа. Доказатель-
ство основного результата выполнено перебором всех возможных мини-
мальных расстояний между 1-окрашенными вершинами в построенной
(0, 1)-раскраске. Сократить перебор позволяют некоторые вспомогатель-
ные утверждения, которые будут сформулированы и доказаны далее.

2. Конструкции совершенных раскрасок

Раскраски циркулянтных графов Ci∞(n) с периодами

S11(k) = [1 2 3 . . . (k − 1) k (k − 1) . . . 3 2],

S12(k) = [1 2 3 . . . (k − 1) k k (k − 1) . . . 3 2],

S22(k) = [1 2 3 . . . (k − 1) k k (k − 1) . . . 3 2 1]

будем называть зеркальными типов 1-1, 1-2 и 2-2 соответственно, а с пе-
риодом S(k) = [1 2 3 . . . k] — циклическими. Тип зеркальной раскраски
определяется количеством вершин крайних цветов (1 и k) в периоде.
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Утверждение следующей леммы очевидно.

Лемма 1. Раскраски циркулянтных графов Ci∞(n) с периодами

S11(k), S12(k), S22(k) и S(k) являются совершенными для любых нату-

ральных n > 1 и k > 1.

Циклические и зеркальные совершенные раскраски далее будем на-
зывать стандартными. Стандартность таких раскрасок отражает следу-
ющий факт. Циклические и зеркальные раскраски могут быть получены
как результат применения орбитного метода (см., например, [9]), кото-
рый является основным способом построения совершенных раскрасок
графов.

Совершенные раскраски графа Ci∞(n) с длинами периодов 2n, 2n+1
и 2n + 2, которые не являются стандартными, будем называть нестан-

дартными. Напомним, что любой совершенной раскраске графа Ci∞(n)
с длиной периода t можно поставить в соответствие совершенную рас-
краску циркулянта Cit(n). Верно и обратное утверждение. Таким обра-
зом, для характеризации нестандартных раскрасок бесконечного цирку-
лянтного графа со сплошным набором n дистанций достаточно описать
совершенные раскраски графов Ci2n(n), Ci2n+1(n) и Ci2n+2(n) и исклю-
чить из полученных периодов стандартные.

ГрафCi2n+1(n) является полнымграфом с 2n+1 вершинами. По опре-
делению совершенной раскраски любая раскраска вершин полного графа
совершенна.

Рассмотрим циркулянтный граф длины 2n со сплошным набором n
дистанций. Граф Ci2n(n) — это граф K2n с дополнительными рёбра-
ми, соединяющими вершины на расстоянии n. Заметим, что такие рёбра
образуют совершенное паросочетание в исследуемом графе. Значит, рас-
краска циркулянта Ci2n(n) совершенна тогда и только тогда, когда она
является совершенной раскраской такого паросочетания. Задача опи-
сания совершенных раскрасок графа Ci2n(n), таким образом, сводится
к исследованию совершенных раскрасок паросочетаний.

Пусть M = (V,E) — граф совершенного паросочетания на множестве
вершин V . Построим раскраску его вершин в k цветов. Для этого множе-
ство цветов I = {1, 2, . . . , k} разобьём на два непересекающихся подмно-
жества I1 и I2 так, что |I2| = 2l для некоторого l ∈ N. Цвета множества I2
разобьём на пары: (αi, αi), i = 1, . . . , l. Концы каждого элемента паросо-
четания красим одним из двух доступных способов: одинаково — цветом
α ∈ I1 или цветами αi и αi, где (αi, αi) — пара из разбиения I2. Описан-
ную конструкцию назовём антиподальной раскраской паросочетания.
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В следующей очевидной лемме описаны все совершенные раскраски
паросочетания.

Лемма 2. Пусть M = (V,E) — граф совершенного паросочетания на

множестве вершин V . Раскраска его вершин ϕ :V → I совершенна тогда

и только тогда, когда она антиподальна.

Таким образом, совершенные раскраски циркулянта Ci2n(n) исчер-
пываются антиподальными раскрасками соответствующего совершенно-
го паросочетания.

Случай Ci2n+2(n) аналогичен предыдущему, так как граф Ci2n+2(n)
представляет собой полный граф K2n+2, из которого удалено совершен-
ное паросочетание.

Описание совершенных раскрасок графа Ci∞(n) с периодами 2n,
2n + 1 и 2n + 2, таким образом, завершено. Исключив из этих раскра-
сок стандартные, получим множество его нестандартных совершенных
раскрасок.

Применив полученные результаты к случаю n = 2, охарактеризуем
все нестандартные раскраски бесконечного циркулянтного графа с ди-
станциями 1 и 2.

Лемма 3. Нестандартные раскраски графа Ci∞(2) с точностью до

переобозначения цветов исчерпываются следующими пятнадцатью рас-

красками:

N1 = [11112], N2 = [11122], N3 = [11212],

N4 = [11123], N5 = [11213], N6 = [11223],

N7 = [12123], N8 = [11234], N9 = [12134],

N10 = [111222], N11 = [112113], N12 = [123145],

N13 = [112334], N14 = [123124], N15 = [121323].

В [11] выдвинута гипотеза о том, что все совершенные раскраски бес-
конечного циркулянтного графа Ci∞(n) исчерпываются стандартными
бесконечными сериями и нестандартными совершенными раскрасками.
Отметим, что совершенные раскраски графа Ci∞(1) исчерпываются че-
тырьмя бесконечными сериями стандартных раскрасок (см. [4]), что под-
тверждает гипотезу в случае n = 1, так как все совершенные раскраски
такого графа с периодами длины 2, 3 и 4 стандартны. В данной работе
доказано, что гипотеза верна в случае n = 2. Для n > 2 она не подтвер-
ждена и не опровергнута.
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3. Предварительные сведения

Далее сформулированы и доказаны несколько утверждений о совер-
шенных раскрасках бесконечных циркулянтных графов, позволяющих
сократить перебор в доказательстве основного результата.

Следующие две леммы посвящены свойствам графа Ci∞(n).

Лемма 4. Пусть в совершенной раскраске графа Ci∞(n) в k цветов

встречается фрагмент xx, где x ∈ {1, 2, . . . , k}. Тогда вершины, находя-

щиеся на расстоянии n от такого фрагмента, окрашены одинаково.

Доказательство. Окружения вершин цвета x в таком фрагменте
отличаются лишь вершинами, находящимися на расстоянии n от него.
Так как рассматриваемая раскраска совершенна, цвета таких вершин
совпадают. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Рассмотрим совершенную раскраску графа Ci∞(n). Пусть

наименьшее расстояние между соцветными вершинами в этой раскраске

равно k > 2n. Тогда раскраска является циклической в k цветов.

Доказательство. Рассмотрим удовлетворяющую условиям леммы
совершенную раскраску графа Ci∞(n). В ней найдётся фрагмент ви-
да 1 2 3 . . . (k − 1) k 1 с наименьшим расстоянием k > 2n между со-
цветными крайними вершинами. В силу минимальности k цвет 1 входит
в указанный фрагмент ровно два раза, а все остальные цвета в нём по-
парно различны. Значит, вершина цвета 1 имеет следующий цветовой
состав окружения: {2, 3, . . . , n, n + 1, k − n + 1, . . . , k}. Учитывая мини-
мальность k, продолжаем рассматриваемый фрагмент вправо следую-
щим образом: 1 2 3 . . . (k − 1) k 1 2. Повторяя описанные шаги, продол-
жаем фрагмент до циклической раскраски с периодом [1 2 3 . . . (k−1) k].
Лемма 5 доказана.

Докажем несколько свойств (0, 1)-раскрасок бесконечного циркулянт-
ного графа с дистанциями 1 и 2.

Лемма 6. Фрагменты 1100 и 010 не могут встретиться в одной и той

же (0, 1)-раскраске графа Ci∞(2).

Доказательство. Допустим, что утверждение леммы неверно. Зна-
чит, в рассматриваемой раскраске встретится последовательность 110l10,
где l ∈ N, l > 2.

Далее цвета будем обозначать также строчными буквами, причём
различные буквы могут обозначать один цвет. В рамках этого доказа-
тельства считаем, что буквы обозначают цвета, отличные от 1. Рассмот-
рим три случая.
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(1) l = 2. Соответствующий фрагмент совершенной раскраски может
быть записан в виде 11ab1c. Он однозначно продолжается до 11ab1c1,
так как у вершины цвета 1 в окружении есть соцветная ей вершина.
Отметим, что цвета a и b не совпадают, так как в их окружениях раз-
ное число 1-окрашенных вершин. Поскольку у вершины цвета a ровно
три соседа цвета 1 и рассматриваемый фрагмент является частью совер-
шенной раскраски, он продолжается до 11ab1c1ba11. Мультимножества
{1, a, b, c} и {1, 1, b, b} описывают цветовой состав окружения вершин цве-
тов 1 и c соответственно. Значит, рассматриваемая последовательность
однозначно продолжается до 11ab1c1ba11cbb. Сравнивая цветовой состав
окружения вершин цвета b, получаем a = b; противоречие.

(2) l = 3. В совершенной раскраске графа Ci∞(2), соответствующей
заданной (0, 1)-раскраске, есть последовательность вида 11abc1d. Заме-
тим, что внутренняя степень цвета 1 равна 1. В силу леммы 4 и послед-
него замечания рассматриваемый фрагмент продолжается следующим
образом: be11abc1d1. Отметим, что в окружении вершины цвета c на-
ходится только одна 1-окрашенная вершина. Сравним цветовой состав
окружения вершин цвета 1: вторая справа вершина этого цвета сосед-
ствует ровно с одной вершиной цвета c, но в окрестностях радиуса один
вершин блока 11 все вершины соседствуют с как минимум двумя верши-
нами первого цвета; противоречие.

(3) Случай l > 3 доказывается аналогично п. 2.

Наше предположение оказалось ложным. Значит, если в (0, 1)-рас-
краске графа Ci∞(2) встречается фрагмент 110l, где l ∈ N, l > 2, то
фрагмент 010 в такой раскраске отсутствует. Лемма 6 доказана.

Лемма 7. 1. Если в (0, 1)-раскраске графа Ci∞(2) есть фрагмент

110l1, l ∈ N, l > 4, то соответствующая ей совершенная раскраска явля-

ется зеркальной типа S12(k) или S22(k) для подходящего k.

2. Рассмотрим совершенную раскраску графа Ci∞(2), в которой наи-

меньшее расстояние между соцветными вершинами равно 2. Если в со-

ответствующей ей (0, 1)-раскраске есть фрагмент 1010l1, l ∈ N, l > 3, то

исходная совершенная раскраска является зеркальной типа S11(k) для

подходящего k.

Доказательство. 1. Согласно условию леммы в рассматриваемой
(0, 1)-раскраске найдётся фрагмент 110l1, l ∈ N, l > 4. Он продолжается
вправо единицей в силу леммы 6. Соответствующая часть совершенной
раскраски имеет вид ab11cd . . . ef11gh, при этом 1 /∈ {c, d, e, f}. В силу
леммы 4 верно a = d и e = h, следовательно, получаем ab11ca . . . ef11ge.
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Пронумеруем 1-окрашенные вершины в таком фрагменте слева напра-
во. Для первой и третьей вершин первого цвета выпишем цветовые со-
ставы их окружения: {11, a1, b2, c2} и {11, e1, f2, g2}. Здесь и далее ниж-
ний индекс в такой записи обозначает число вершин цвета 1, смежных
с вершиной указанного цвета. Сравнивая приведённые составы, заклю-
чаем, что a = e. Таким образом, рассматриваемый фрагмент имеет вид
ab11ca . . . af11ga. Рассмотрим в нём вторую слева вершину цвета a. За-
метим, что в её окружении есть лишь одна вершина, которая имеет ровно
двух 1-окрашенных соседей — это вершина цвета c. Для других a-окра-
шенных вершин данного фрагмента таким свойством обладают цвета b, f
и g. Значит, все четыре цвета b, c, f и g совпадают. Таким образом, рас-
сматриваемая последовательность принимает вид ab11ba . . . ab11ba. Она,
в свою очередь, однозначно восстанавливается вовне и внутрь. Результа-
том такого восстановления является зеркальная раскраска типа S12(k)
или S22(k) для подходящего k.

2. По условию леммы в рассматриваемой (0, 1)-раскраске есть слово
1010l1, l ∈ N, l > 3. Соответствующий фрагмент совершенной раскрас-
ки имеет вид 1a1bc . . . de1fg, при этом 1 /∈ {a, b, c, d, e, f}, b 6= c, d 6= e
и f 6= g, потому что расстояние между вершинами одинакового цвета не
меньше 2. Так как окрестность вершины цвета 1 содержит единственную
соцветную ей вершину, то g = 1. Таким образом, рассматриваемая часть
совершенной раскраски имеет вид 1a1bc . . . de1f1. Пронумеруем верши-
ны цвета 1 в этом фрагменте слева направо. Рассмотрим окрестности
второй и третьей из них: {11, a2, b1, c1} и {11, d1, e1, f2}. Такие мульти-
множества совпадают, если a = f , b = d, c = e или a = f , b = e, c = d.
Первый вариант противоречит цветовому составу окружения вершины
цвета b. Если a = f , b = e и c = d, то фрагмент имеет вид 1a1bc . . . cb1a1,
и, как и в п. 1 леммы, однозначно восстанавливается вовне и внутрь. Ре-
зультатом такого восстановления является зеркальная раскраска типа
S11(k) для подходящего k. Лемма 7 доказана.

4. Основная теорема

Справедлива следующая

Теорема 1. Совершенные раскраски графа Ci∞(2) с точностью до

переобозначения цветов исчерпываются следующим списком:

1) стандартные бесконечные серии;

2) пятнадцать нестандартных раскрасок
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N1 = [11112], N2 = [11122], N3 = [11212],

N4 = [11123], N5 = [11213], N6 = [11223],

N7 = [12123], N8 = [11234], N9 = [12134],

N10 = [111222], N11 = [112113], N12 = [123145],

N13 = [112334], N14 = [123124], N15 = [121323].

Доказательство.Обозначим через ρ минимальное расстояние меж-
ду соцветными вершинами в совершенной раскраске. Доказательство
теоремы проведём перебором всех возможных значений этого параметра.
Для наглядности результаты перебора представлены в табл. 1.

Значения параметра ρ записаны в первом столбце. Во втором столб-
це представлены фрагменты, которые обязательно встретятся в (0, 1)-
раскраске графа Ci∞(2) при соответствующем значении ρ, назовём их
неизбежными. После этого для каждого значения ρ перечислены все
возможные продолжения неизбежного фрагмента, анализ любого из ко-
торых приводит либо к противоречию, либо к совершенной раскраске.
Результат такого анализа записан в последний столбец, где прочерк озна-
чает, что с данным продолжением совершенную раскраску графа Ci∞(2)
получить нельзя.

Т а б л и ц а 1

Схема доказательства теоремы 1

ρ Неизбежный
фрагмент

Продолжение Совершенная
раскраска

1 110 000 S22(k), k > 3,
S12(k), k > 4, N13

001 S12(3), N6, N8, N10

010 —
011 S22(2), N2, N4

100 —
101 N5, N3

110 S12(2), N11

111 N1

2 1010 00 S11(k), k > 4, N15

01 N7, N9

10 S11(3), S11(2) = S(2)
3 0 —

100100 1 S(3), N12, N14

> 4 10s10s, s > 3 ∗ S(k), k > 4
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Остановимся более подробно на доказательстве.
Для ρ = 1 неизбежный фрагмент имеет вид 110 и допускает восемь

продолжений (табл. 1).
Рассмотрим продолжение 000. Согласно лемме 4 в соответствующей

совершенной раскраске найдётся слово ab11cade, причём 1 /∈ {a, c, d, e}.
Продолжая этот фрагмент вправо вершиной цвета 1, в силу лемм 4 и 6
получим ab11cade11fd. Запишем цветовой состав окружения 1-окрашен-
ных вершин: {11, a1, b2, c2} и {11, d1, e2, f2}. Из совпадения этих мульти-
множеств следует, что a = d. Таким образом, рассматриваемая часть
совершенной раскраски имеет вид ab11caae11fa. Анализируя палитру
цвета a, заключаем, что b = c или b = e.

Если цвета b и c совпадают, то совпадают все четыре цвета b, c, e и f .
Соответствующая совершенная раскраска восстанавливается однознач-
но — S22(3). Пусть b 6= c и b = e. Тогда c = f и рассматриваемый фраг-
мент однозначно продолжается до совершенной раскраски с периодом
[ab11ca] = [112334] = N13.

Если фрагмент 110000 продолжается нулём, то согласно лемме 7 рас-
сматриваемая (0, 1)-раскраска соответствует одной из зеркальных рас-
красок S12(k) или S22(k) для подходящего k (k > 4 или k > 3 соответ-
ственно). Этим завершается доказательство в случае продолжения 000
неизбежного фрагмента для ρ = 1.

Продолжение 010 неизбежного фрагмента для ρ = 1 противоречиво
в силу леммы 6. Продолжению 100 этого фрагмента соответствует по-
следовательность 11a1bc, причём 1 /∈ {a, b, c}. Такая последовательность
не может быть частью никакой совершенной раскраски в силу противо-
речивости окружений вершин первого цвета.

Для других продолжений этого фрагмента доказательство аналогич-
но, поэтому авторы оставляют его читателю в качестве упражнения.

Пусть ρ = 2. Для такого значения ρ неизбежный фрагмент имеет вид
1010 и допускает три продолжения — 00, 01 и 10.

Продолжению 00 неизбежного фрагмента 1010 соответствует часть
исходной совершенной раскраски вида 1a1bcd. Если продолжение такой
части вправо на одну вершину окрашено не цветом 1, то исходная рас-
краска является зеркальной в силу леммы 7.

В противном случае в рассматриваемой раскраске можно выделить
фрагмент 1a1bcd1, при этом 1 /∈ {a, b, c, d}, b 6= c, c 6= d. Так как верши-
на цвета 1 имеет одного 1-окрашенного соседа, фрагмент продолжается
до 1a1bcd1e1, e 6= 1. Пронумеруем вершины цвета 1 в таком фрагменте
слева направо. Рассмотрим окрестности второй и третьей вершин пер-
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вого цвета: {11, a2, b1, c2} и {11, e2, d1, c2}. Два таких мультимножества
равны, значит, a = e и b = d. Запишем результат переобозначения цве-
тов: 1a1bcb1a1. Поскольку цветовой состав окружения вершин цвета 1, b
и c известен, фрагмент продолжается до совершенной раскраски с пери-
одом S11(4), если a 6= c, иначе — до раскраски N15.

Рассмотрим продолжение неизбежного фрагмента словом 01. В этом
случае в исходной совершенной раскраске имеется фрагмент 1a1bc1, где
1 /∈ {a, b, c}, b 6= c. Так как ρ = 2 и цветовой состав окружения 1-окра-
шенной вершины определяется однозначно из записанной части исходной
раскраски, такая часть продолжается до всей совершенной раскраски.
Если a 6= b и a 6= c, то период раскраски равен [1a1bc] = [12134] = N9.
Случаю a = b, a 6= c соответствует совершенная раскраска с периодом
[1a1ac] = [12123] = N7, как и случаю a 6= b, a = c.

Если продолжение неизбежного фрагмента 10, то цветовой состав
окружения 1-окрашенной вершины в исходной раскраске вновь опреде-
лён однозначно. Значит, соответствующий фрагмент совершенной рас-
краски имеет вид 1a1b1a. Такой фрагмент восстанавливается до рас-
краски S11(3) в случае a 6= b или до S(2) в противоположном случае.
Доказательство для случая ρ = 2 окончено.

Значению ρ = 3 соответствует неизбежный фрагмент 100100, допус-
кающий продолжения 0 и 1.

Рассмотрим продолжение 0 для этого фрагмента. Тогда часть совер-
шенной раскраски принимает вид 1ab1cde, причём 1 /∈ {a, b, c, d, e}, a 6= b,
b 6= c, c 6= d, c 6= e и d 6= e. Запишем палитру цвета 1: {a2, b2, c1, d>1}. Зна-
чит, изучаемый фрагмент можно продолжить влево двумя способами —
словом cd или dc. Так как цветовые составы окружения вершин цветов
a, b и c и в том, и в другом варианте определяются однозначно, соот-
ветствующие фрагменты допускают дальнейшее продолжение. В обоих
случаях такие продолжения оказываются противоречивыми.

Продолжению неизбежного фрагмента для ρ = 3 вершиной цвета 1
соответствует последовательность вида 1ab1cd1. Согласно палитре цве-
та 1 полученный фрагмент можно продолжить вправо словом ab или ba.
В первом случае совершенная раскраска восстанавливается до N12, если
все четыре цвета a, b, c и d различны; до N14, если a = c, b 6= d; а при
a = c и b = d получается раскраска S(3). Продолжая фрагмент 1ab1cd1
словом ba, получаем противоречие с цветовым составом окружения вер-
шины цвета b. Случай ρ = 3 исследован полностью.

Для ρ = 4 неизбежный фрагмент имеет вид 10001000. Ему соответ-
ствует следующий фрагмент совершенной раскраски: 1abc1def , причём
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1 /∈ {a, b, c, d, e, f}, цвета a, b и c попарно различны, как и цвета d, e и f .
В палитре первого цвета есть элемент a, значит, a = d или a = e. Пусть
a = d. Анализируя окружение вершины цвета a, заключаем, что b = e
или b = f . В случае b = f продолжение противоречиво, а для b = e
фрагмент однозначно восстанавливается до совершенной раскраски с пе-
риодом [1abc] = [1234] = S(4). При a = e все варианты продолжения
противоречат составу окружения вершины цвета b.

Согласно лемме 5 значениям ρ > 4 соответствуют циклические рас-
краски. Теорема 1 доказана.

Заметим, что некоторые нестандартные раскраски после объедине-
ния двух или более цветов остаются совершенными, при этом результа-
том такой операции может быть как нестандартная, так и стандартная
раскраска. Например, совершенную раскраску N7 можно получить объ-
единением второго и третьего цветов в раскраске N9.

Следует также отметить следующий факт. Достаточное условие тео-
ремы, т. е. свойство стандартных и нестандартных раскрасок быть совер-
шенными, доказано в разд. 2 данной статьи. Доказательство теоремы,
выполненное перебором, служит подтверждением необходимости этого
условия, т. е. того, что других совершенных раскрасок нет.

5. Заключение

В работе описаны все совершенные раскраски бесконечного цирку-
лянтного графа Ci∞(2). Напомним, что в [11] была сформулирована
гипотеза, содержащая полное описание совершенных раскрасок цирку-
лянтного графа Ci∞(n). Результат, описанный в данной работе, подтвер-
ждает её в случае n = 2. Для n > 2 вопрос остаётся открытым. Неясно
также, будет ли техника, использованная авторами в этом исследовании,
эффективна для n > 2. В то же время, полученное описание — одно из
немногих известных полных описаний совершенных раскрасок бесконеч-
ных графов.
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Abstract. A coloring of the vertex set in a graph is called perfect if
all its identically colored vertices have identical multisets of colors of
their neighbors. Refer as the infinite circulant graph with continuous

set of n distances to the Cayley graph of the group Z with generator
set {1, 2, . . . , n}. We obtain a description of all perfect colorings with
an arbitrary number of colors of this graph with distances 1 and 2.
In 2015, there was made a conjecture characterizing perfect colorings for
the infinite circulant graphs with a continuous set of n distances. The
obtained result confirms the conjecture for n = 2. The problem is still
open in the case of n > 2. Bibliogr. 12.
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