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Аннотация. Сформулирована задача потокового равновесия со сме-
шанным спросом, обобщающая задачи потокового равновесия с фик-
сированным и эластичным спросом. Доказаны условия равновесия
для данной задачи, приведены условия существования решения, опи-
рающиеся на свойство коэрцитивности. Показана взаимосвязь зада-
чи потокового равновесия со смешанным спросом и задачи аукцион-
ного равновесия. Приведены результаты тестовых расчетов на мо-
дельном примере. Ил. 1, библиогр. 15.
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Введение

Задачи потокового равновесия возникают в разных областях чело-
веческой деятельности, в том числе в транспортных и телекоммуника-
ционных сетях (см., например, [6, 7, 11–13]). Их изучение началось ещё
в 50-х гг. прошлого века [2], а в форме вариационных неравенств эти
задачи были сформулированы в начале 1980-х гг. в работах [4, 15] для
фиксированного спроса и в [5] для эластичного спроса. Удивительно, что
за последующие 35 лет, насколько известно автору, не предпринималось
попыток объединить две задачи потокового равновесия — с фиксирован-
ным и эластичным спросом — под общей формулировкой. Цель настоя-
щей статьи состоит в том, чтобы заполнить этот пробел.

Предлагается задача потокового равновесия со смешанным спросом,
содержащая постоянные и переменные компоненты. Показано, что она
является обобщением задач потокового равновесия с фиксированным
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и эластичным спросом. Сформулированы и доказаны условия равнове-
сия и условия существования решения, установлена взаимосвязь с зада-
чей аукционного равновесия. Результаты были анонсированы в матери-
алах конференции [14].

1. Задачи потокового равновесия
с фиксированным и эластичным спросом

Напомним формулировку задачи потокового равновесия с фиксиро-

ванным спросом. Пусть V — множество узлов сети, A — множество
направленных дуг сети, W — множество пар узлов источник-адресат
(origin-destination, или кратко O/D-пар) (i, j), i, j ∈ V . Для каждой
w ∈ W заданы множество Pw простых путей, соединяющих w, и ве-
личина фиксированного спроса dw > 0. Для удобства пронумеруем по-
следовательно все пути индексами p = 1, 2, . . . ,

∑
w∈W

|Pw|.

Задача состоит в том, чтобы распределить фиксированный спрос dw
для каждой O/D-пары w ∈ W среди заданного множества путей Pw, ис-
пользуя равновесный критерий. Обозначим через xp переменную величи-
ну потока, проходящего по пути p ∈ Pw, w ∈ W . Допустимое множество
задачи

X =
{
x |

∑

p∈Pw

xp = dw, xp > 0, p ∈ Pw, w ∈ W
}

представляет собой декартово произведение симплексов и имеет размер-
ность

∑
w∈W

|Pw|. Здесь x — вектор с компонентами xp, p ∈ Pw, w ∈ W .

Взаимосвязь путей и дуг сети представлена матрицей инцидентности
с элементами

αpa =

{
1, если дуга a входит в путь p,

0 в противном случае.

Величина потока по дуге определяется как сумма величин потоков по
путям, проходящим через эту дугу: fa =

∑
w∈W

∑
p∈Pw

αpaxp, a ∈ A. Для

каждой дуги a задана непрерывная функция затрат Ca, в общем случае
эта функция может зависеть от всех потоков по дугам. Тогда функция
затрат для каждого пути p имеет вид Gp(x) =

∑
a∈A

αpaCa(f), где f —

вектор с компонентами fa, a ∈ A.
Равновесное состояние для этой сети представляет такой элемент

x∗ ∈ X, что для любых w ∈ W , q ∈ Pw

x∗q > 0 =⇒ Gq(x
∗) = min

p∈Pw

Gp(x
∗),
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т. е. ненулевые потоки проходят только по путям с минимальной стои-
мостью. Здесь действует «пользовательско-оптимизационный» принцип:
потоковое равновесие в сети достигнуто, если ни один из участников
(в нашем случае — ни одна из O/D-пар) не может уменьшить свои затра-
ты, принимая единоличное решение об изменении распределения своих
потоков по путям.

Известно (см., например, [12, теорема 4.5] или [13, теорема 3.14]),
что эта задача эквивалентна вариационному неравенству: найти элемент
x∗ ∈ X такой, что

〈G(x∗), x− x∗〉 > 0 ∀x ∈ X, (1)

где вектор G составлен из компонент Gp, p ∈ Pw, w ∈ W , соответственно.
Заметим, что в общем случае отображение G не является потенци-

альным и задача (1) не может быть сведена к оптимизационной задаче.
В отличие от задачи потокового равновесия с фиксированным спро-

сом в задаче с эластичным спросом величины спроса являются перемен-
ными. Тогда допустимое множество имеет вид

K =
{
(x, d) |

∑

p∈Pw

xp = dw, xp > 0, p ∈ Pw, w ∈ W
}
,

где d — вектор с компонентами dw, w ∈ W .
В этой задаче для каждой O/D-пары w ∈ W задана функция λw допу-

стимых затрат (англ. disutility function), непрерывно зависящая от спро-
са. Она показывает, какие затраты согласна нести O/D-пара для обеспе-
чения заданной величины спроса. В общем случае функция может зави-
сеть от всего вектора спроса d.

Таким образом, задача потокового равновесия с эластичным спросом
состоит в том, чтобы найти такой элемент (x∗, d∗) ∈ K, что

〈G(x∗), x− x∗〉 − 〈λ(d∗), d− d∗〉 > 0 ∀(x, d) ∈ K. (2)

Известно (см., например, [12, теорема 4.1] или [13, теорема 3.15]),
что условия равновесия для этой задачи имеют следующий вид: вектор
(x∗, d∗) ∈ K является решением задачи (2), если для всех p ∈ Pw, w ∈ W
выполняются соотношения

Gp(x
∗)

{
= λw(d

∗), если x∗p > 0,

> λw(d
∗), если x∗p = 0.

Иными словами, в точке равновесия достигнутые затраты по путям
(для ненулевых потоков) равны значению функции допустимых затрат
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для этой O/D-пары. Таким образом, функции допустимых затрат вли-
яют на выбор величин спроса, которые в данной задаче являются пере-
менными и вычисляются, наряду с величинами потоков по путям, как
компоненты равновесного состояния (x∗, d∗) ∈ K.

Попробуем объединить эти две задачи под общей формулировкой.

2. Задача со смешанным спросом

Пусть в задаче потокового равновесия одновременно присутствуют
и постоянные, и переменные компоненты спроса, обозначим их через
dconstw и dw, w ∈ W , соответственно. Предполагаем, что dconstw > 0 для
любого w ∈ W. Тогда допустимое множество примет вид

KM =
{
(x, d) |

∑

p∈Pw

xp = dconstw + dw, xp > 0, dw > 0, p ∈ Pw, w ∈ W
}
.

Формулировка вариационного неравенства для этой задачи очень похожа
на задачу с эластичным спросом, отличается лишь допустимое множе-
ство: найти такой элемент (x∗, d∗) ∈ KM , что

〈G(x∗), x− x∗〉 − 〈λ(d∗), d− d∗〉 > 0 ∀(x, d) ∈ KM . (3)

Прежде всего сформулируем условия равновесия для задачи (3).

Теорема 1. Вектор (x∗, d∗) ∈ KM является решением задачи (3)
тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия.

1◦. Если x∗p > 0 для p ∈ Pw, w ∈ W , то Gp(x
∗) = min

q∈Pw

Gq(x
∗) = Gw(x

∗)

(ненулевые потоки проходят только по путям с минимальными затрата-
ми).

2◦. Если x∗p > 0 и d∗w > 0 для p ∈ Pw, w ∈ W , то Gp(x
∗) = λw(d

∗) (для
ненулевых потоков и ненулевых значений переменного спроса величины
затрат по путям равны значению функции допустимых затрат для этой
O/D-пары).

3◦. Если x∗p = 0 или d∗w = 0 для p ∈ Pw, w ∈ W , то Gp(x
∗) > λw(d

∗)
(значение функции допустимых затрат не может превышать величину
затрат по путям для этой O/D-пары).

Доказательство. Пусть вектор (x∗, d∗) ∈ KM удовлетворяет усло-
виям 1◦–3◦. Докажем, что он является решением задачи (3). Для это-
го разобьём множество W на две части W ∗

1 = {w ∈ W | d∗w > 0}
и W ∗

2 = {w ∈ W | d∗w = 0}. Очевидно, что W ∗
1 ∪ W ∗

2 = W . Из усло-
вия 2◦ следует, что

(Gp(x
∗)− λw(d

∗))x∗p = 0 ∀p ∈ Pw, w ∈ W ∗
1 . (4)
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Из условия 1◦ имеем Gp(x
∗) = Gw(x

∗) для всех p ∈ Pw таких, что
x∗p > 0. Кроме того, d∗w =

∑
p∈Pw

x∗p − dconstw = 0 для w ∈ W ∗
2 . В силу этого

для всех w ∈ W ∗
2 получим

∑

p∈Pw

(Gp(x
∗)− λw(d

∗))x∗p − (Gw(x
∗)− λw(d

∗))dconstw

= (Gw(x
∗)− λw(d

∗))
( ∑

p∈Pw

x∗p − dconstw

)
= 0. (5)

Далее, из условий 2◦ и 3◦ следует, что

(Gp(x
∗)− λw(d

∗))xp > 0 ∀p ∈ Pw, w ∈ W ∗
1 , (x, d) ∈ KM . (6)

Наконец, в силу того, что имеют место неравенства Gp(x
∗) > Gw(x

∗)
(следует из условия 1◦), Gw(x

∗) > λw(d
∗) (следует из условий 1◦ и 3◦)

и dw =
∑

p∈Pw

xp−dconstw > 0, для всех p ∈ Pw, w ∈ W ∗
2 , (x, d) ∈ KM получим

∑

p∈Pw

(Gp(x
∗)− λw(d

∗))xp − (Gw(x
∗)− λw(d

∗))dconstw

> (Gw(x
∗)− λw(d

∗))
( ∑

p∈Pw

xp − dconstw

)
> 0. (7)

Суммируя равенства (4) по p ∈ Pw и w ∈ W ∗
1 , имеем

∑

w∈W ∗
1

∑

p∈Pw

(Gp(x
∗)− λw(d

∗))x∗p = 0. (8)

Аналогично, суммируя равенства (5) по w ∈ W ∗
2 , выводим

∑

w∈W ∗
2

∑

p∈Pw

(Gp(x
∗)− λw(d

∗))x∗p −
∑

w∈W ∗
2

(Gw(x
∗)− λw(d

∗))dconstw = 0. (9)

Суммируя неравенства (6) по p ∈ Pw и w ∈ W ∗
1 , для любых (x, d) ∈ KM

получаем ∑

w∈W ∗
1

∑

p∈Pw

(Gp(x
∗)− λw(d

∗))xp > 0. (10)

Суммируя неравенства (7) по w ∈ W ∗
2 , для всех (x, d) ∈ KM имеем

∑

w∈W ∗
2

∑

p∈Pw

(Gp(x
∗)− λw(d

∗))xp −
∑

w∈W ∗
2

(Gw(x
∗)− λw(d

∗))dconstw > 0. (11)
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Наконец, сложим неравенства (10), (11) и вычтем из них равенства
(8), (9). С учётом того, что для любых w ∈ W и (x, d) ∈ KM имеет место∑
p∈Pw

xp = dw + dconstw , получим

∑

w∈W

∑

p∈Pw

Gp(x
∗)(xp − x∗p)−

∑

w∈W

λw(d
∗)(dw − d∗w) > 0 ∀(x, d) ∈ KM .

Таким образом доказано, что если вектор (x∗, d∗) ∈ KM удовлетворяет
условиям 1◦–3◦, то он будет решением задачи (3).

Обратно, пусть вектор (x∗, d∗) ∈ KM является решением задачи (3).
Покажем, что он удовлетворяет условиям 1◦–3◦.

Докажем 1◦ от противного. Пусть найдутся индексы p, q ∈ Pw, p 6= q,
для некоторого w ∈ W такие, что x∗p > 0 и Gp(x

∗) > Gq(x
∗). Зададим

вектор (xε, dε) ∈ KM по следующим правилам: dε = d∗, 0 < ε 6 x∗p,

xεp =





x∗p при p 6= p, p 6= q,

x∗p − ε при p = p,

x∗q + ε при p = q.

Тогда

〈G(x∗), xε − x∗〉 − 〈λ(d∗), dε − d∗〉

= Gp(x
∗)(xεp − x∗p) +Gq(x

∗)(xεq − x∗q)

= ε(Gq(x
∗)−Gp(x

∗)) < 0.

Получим противоречие тому, что вектор (x∗, d∗) является решением за-
дачи (3). Значит, условие 1◦ выполняется.

Докажем, что 3◦ выполняется при более широких условиях: для лю-
бых x∗p и d∗w при p ∈ Pw и w ∈ W . Предположим противное — пусть
найдутся индексы p ∈ Pw, w ∈ W такие, что Gp(x

∗) < λw(d
∗). Зададим

вектор (xε, dε) ∈ KM по следующим правилам: ε > 0,

xεp =

{
x∗p при p 6= p,

x∗p + ε при p = p,
dεw =

{
d∗w при w 6= w,

d∗w + ε при w = w.

Тогда

〈G(x∗), xε − x∗〉 − 〈λ(d∗), dε − d∗〉

= Gp(x
∗)(xεp − x∗p)− λw(d

∗)(dεw − d∗w)

= ε(Gp(x
∗)− λw(d

∗)) < 0;
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противоречие тому, что вектор (x∗, d∗) является решением задачи (3).
Значит, условие 3◦ выполняется.

Наконец, докажем 2◦. Заметим, что уже показано, что значение функ-
ции допустимых затрат для O/D-пары в точке равновесия не может пре-
вышать величины затрат по путям для этой O/D-пары. Осталось дока-
зать, что в равновесной точке для ненулевого переменного спроса вели-
чины затрат по путям с ненулевыми потоками не могут быть больше
значения функции допустимых затрат для этой O/D-пары. Предполо-
жим противное — пусть найдутся индексы p ∈ Pw, w ∈ W такие, что
x∗p > 0, d∗w > 0 и Gp(x

∗) > λw(d
∗). Зададим вектор (xε, dε) ∈ KM по

следующим правилам: 0 < ε 6 min{x∗p, d
∗
w},

xεp =

{
x∗p при p 6= p,

x∗p − ε при p = p,
dεw =

{
d∗w при w 6= w,

d∗w − ε при w = w.

Тогда

〈G(x∗), xε − x∗〉 − 〈λ(d∗), dε − d∗〉

= Gp(x
∗)(xεp − x∗p)− λw(d

∗)(dεw − d∗w)

= ε(λw(d
∗)−Gp(x

∗)) < 0;

противоречие тому, что вектор (x∗, d∗) является решением задачи (3).
Значит, условие 2◦ также выполняется. Теорема 1 доказана.

Заметим, что по сравнению с задачей с эластичным спросом здесь
функция допустимых затрат имеет несколько другой смысл. В задаче
с эластичным спросом, как уже было упомянуто ранее, для ненулевых
потоков реальные величины затрат по путям всегда равны значению
функции допустимых затрат для этой O/D-пары. В то же время в задаче
со смешанным спросом, как видно из условия 3◦ теоремы 1, если ресурсов
сети хватает только для реализации фиксированной компоненты спро-
са (т. е. dw = 0), то величины реальных затрат по путям в равновесной
точке могут быть больше значения функции допустимых затрат. Приме-
ры численных расчётов для разных видов функций допустимых затрат,
иллюстрирующие данное утверждение, приведены в разд. 4.

Далее покажем, что задача потокового равновесия со смешанным
спросом (3) обобщает задачи потокового равновесия с фиксированным
и эластичным спросом (1) и (2).

Утверждение 1. 1. В задаче потокового равновесия со смешанным
спросом (3) положим dconstw = 0 для всех w ∈ W . Получим задачу пото-
кового равновесия с эластичным спросом (2).
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2. Пусть в задаче потокового равновесия со смешанным спросом (3)
функции затрат заданы таким образом, что Gp(x) > 0 при xp > 0, для
всех p ∈ Pw, w ∈ W и (x, d) ∈ KM . Положим функции допустимых
затрат λw тождественно равными нулю для всех w ∈ W . Получим задачу
потокового равновесия с фиксированным спросом (1).

Доказательство п. 1 очевидно. П. 2 следует из теоремы 1. Утвер-
ждение 1 доказано.

Доказательство условий существования решения для рассматривае-
мой задачи опирается на результаты, полученные в [9] для задачи пото-
кового равновесия с эластичным спросом. Будем использовать условие
коэрцитивности следующего вида [9].

(C1) Существует вещественное число r > 0 такое, что для любого
вектора (x, d) ∈ KM и любого w ∈ W выполнено

dw > r =⇒ ∃p ∈ Pw такой, что xp > 0, Gp(x) > λw(d).

Условия коэрцитивности (лат. coercitio — удерживание, захватыва-
ние), как правило, используются для формулировки условий существо-
вания решения задач (оптимизации, равновесия, вариационного неравен-
ства), поскольку обеспечивают наличие этого решения в ограниченном
множестве.

Теорема 2. Пусть допустимое множество KM непусто, а функции
Ca и λw непрерывны для всех a ∈ A и w ∈ W . Если выполняется условие
(C1), то задача (3) имеет решение.

Доказательство следует доказательству теоремы 2 из [9].

3. Взаимосвязь с задачей аукционного равновесия

В [9,10] показана эквивалентность задач аукционного равновесия и по-
токового равновесия с фиксированным и эластичным спросом. Что ка-
сается задачи потокового равновесия со смешанным спросом, покажем,
что она эквивалентна двустороннему многопродуктовому аукциону, в ко-
тором каждый продукт связан с одним покупателем и множеством про-
давцов, объёмы аукционных заявок и для продавцов, и для покупателей
ограничены снизу нулём и не ограничены сверху и на каждый продукт
может существовать внешний спрос.

Напомним постановку задачи аукционного равновесия [9]. Рассмат-
ривается модель аукциона для n бесконечно делимых продуктов. Обо-
значим через I и J конечные множества индексов продавцов и покупа-
телей, положим N = 1, 2, . . . , n. Для каждого продукта s ∈ N и каждого
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продавца i ∈ I имеется некоторая ценовая функция gis, а величина пред-
ложения xis может выбираться из допустимого интервала [α′

is, α
′′
is]. Ана-

логично для каждого продукта s ∈ N и каждого покупателя j ∈ J име-
ется некоторая ценовая функция hjs, а величина спроса yis выбирается
из допустимого интервала [β′

js, β
′′
js]. Предполагаем, что ценовые функции

в общем случае могут зависеть от всех величин спроса и предложения
всех продуктов. Обозначим x(s) = (xis)i∈I , x = (x(s))s∈N , y(s) = (yjs)j∈J ,
y = (y(s))s∈N , z = (x, y). Тогда gis = gis(w) и hjs = hjs(w). Обозначим
через bs величину внешнего спроса для продукта s, тогда b = (bs)s∈N . До-
пустимое множество задачи представлено уравнениями баланса по каж-
дому продукту

Z =
∏

s∈N

Z(s),

где для s ∈ N

Z(s) =
{
z(s) = (x(s), y(s)) |

∑

i∈I

xis −
∑

j∈J

yjs = bs,

xis ∈ [α′
is, α

′′
is], i ∈ I, yjs ∈ [β′

js, β
′′
js], j ∈ J

}
.

Условие равновесия для этой задачи выглядит следующим образом.
Вектор спроса-предложения z̄ = (x̄, ȳ) ∈ Z представляет собой точку
аукционного равновесия, если существует такой вектор p = (ps)s∈N , что

gis(w)





> ps, если x̄is = α′
is,

= ps, если x̄is ∈ (α′
is, α

′′
is),

6 ps, если x̄is = α′′
is,

(12)

hjs(w)





6 ps, если ȳjs = β′
is,

= ps, если ȳjs ∈ (β′
is, β

′′
is),

> ps, если ȳjs = β′′
is.

(13)

Вектор p представляет собой вектор равновесных цен.
В [9, утверждение 1] показано, что условия равновесия (12)–(13) для

некоторой точки z̄ ∈ Z выполняются тогда и только тогда, когда эта
точка является решением следующего вариационного неравенства: найти
точку z̄ ∈ Z такую, что

∑

s∈N

[∑

i∈I

gis(z̄)(xis − x̄is)−
∑

j∈J

hjs(z̄)(yjs − ȳjs)
]
> 0 ∀z ∈ Z. (14)
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Таким образом, аукционист (управляющий аукционом) должен ре-
шить задачу (14) и найти вектор равновесных цен p = (ps)s∈N и объёмы
покупок-продаж z̄ ∈ Z.

Условия равновесия 1◦–3◦ для задачи (3) потокового равновесия со
смешанным спросом можно переформулировать следующимобразом (см.
в [9] условия равновесия (15)–(16) для задачи с эластичным спросом):
точка (x∗, d∗) ∈ KM является решением задачи (3) тогда и только тогда,
когда для любого w ∈ W найдётся µw такое, что

Gp(x
∗)

{
> µw, если x∗p = 0,

= µw, если x∗p > 0;
p ∈ Pw, (15)

λw(d
∗)

{
6 µw, если d∗w = 0,

= µw, если d∗w > 0.
(16)

Эквивалентность условий 1◦–3◦ и (15)–(16) легко показать, если поло-
жить µw = Gw(x

∗) = min
q∈Pw

Gq(x
∗) для всех w ∈ W .

Сравнивая теперь вариационные неравенства (3) и (14) и их соот-
ветствующие условия равновесия (15)–(16) и (12)–(13), видим, что зада-
ча потокового равновесия со смешанным спросом эквивалентна двусто-
роннему многопродуктовому аукциону, обладающему следующими свой-
ствами:

1) каждый продукт w ∈ W связан с множеством продавцов p ∈ Pw

и одним покупателем;
2) объёмы аукционных заявок для продавцов ограничены снизу ну-

лём и не ограничены сверху;
3) объёмы аукционных заявок для покупателей ограничены снизу

нулём и не ограничены сверху, на каждый продукт w ∈ W может суще-
ствовать внешний спрос dconstw .

Заметим, что если в задаче (3) интерпретировать каждую перемен-
ную dw как общую величину спроса для O/D-пары, то допустимое мно-
жество примет вид

K ′
M =

{
(x, d) |

∑

p∈Pw

xp = dw, xp > 0, dw > dconstw , p ∈ Pw, w ∈ W
}
,

и свойство 3 может быть переформулировано следующим образом:
3a) объёмы аукционных заявок для покупателей ограничены снизу

неотрицательной величиной и не ограничены сверху.
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4. Тестовые расчёты

Когда в задаче потокового равновесия со смешанным спросом для
некоторых O/D-пар одновременно присутствует и постоянный, и пере-
менный спрос, можно интерпретировать величину постоянного спроса
как некоторую гарантированную нижнюю границу, которая в любом слу-
чае должна быть удовлетворена. Таким образом система может обеспе-
чивать потоки по наиболее важным направлениям.

С другой стороны, задача потокового равновесия со смешанным спро-
сом может рассматриваться как некоторый компромисс между интереса-
ми отдельных O/D-пар и системой в целом. Тогда величины постоянного
спроса могут задаваться «снизу» как потребности O/D-пар, а функции
допустимых затрат — «сверху» как некоторый регулирующий механизм
для системы в целом.

Для решения тестовых примеров был использован один из вариантов
комбинированного релаксационного метода из [1] (см. также [8]).

Обозначим для краткости оператор проектирования на KM через π,
u = (x, d) ∈ KM , отображение H состоит из компонент Gp, p ∈ Pw,
w ∈ W , −λw, w ∈ W .

Алгоритм 1

Шаг 0. Пусть заданы точность вычислений ε > 0, параметры ал-
горитма α ∈ (0, 1), β ∈ (0, 1), γ ∈ (0, 2) и начальная точка u0 ∈ KM .
Положим k = 0.

Шаг 1. Если ‖uk − π(uk −H(uk))‖ 6 ε, то достигнута заданная точ-
ность, процесс вычислений останавливается.

Шаг 2. Найдём наименьшее неотрицательное целое число m, удовле-
творяющее условию

〈H(uk)−H(zk,m), uk − zk,m〉 6 (1− α)β−m‖zk,m − uk‖2,

где zk,m — решение вариационного неравенства

〈H(uk) + β−m(zk,m − uk), u− zk,m〉 > 0 ∀u ∈ KM .

Полагаем θk = βm, vk = zk,m.

Шаг 3. Если uk = vk, то останов. Иначе положим

dk = H(vk)−H(uk)− θ−1
k (vk − uk),

σk = 〈H(vk), uk − vk〉/‖dk‖2, uk+1 = π(uk − γσkd
k).

Положим k := k + 1 и перейдём на шаг 1.
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Заметим, что размерность задач потокового равновесия (число воз-
можных путей для всех O/D-пар) для больших сетей может быть очень
большой, но решение часто содержит много нулевых значений. Поэто-
му на практике будем использовать следующий приём. На начальном
шаге выбираем некоторое непустое подмножество P 0

w ⊂ Pw для каждо-
го w ∈ W , затем на каждой итерации ищем новые кратчайшие пути
и включаем их в текущие подмножества. После некоторого числа итера-
ций подмножества P k

w перестают увеличиваться.
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Рис. 1. Пример сети: 39 узлов, 55 дуг, 3 O/D-пары

Будем использовать модельный пример из [3] для непотенциально-
го отображения H, но на другой структуре сети (рис. 1). Представим,
что это упрощённая городская транспортная сеть. Она состоит из трёх
вложенных колец с разным направлением движения, с переходами меж-
ду кольцами (среднее кольцо считается главным) и со съездами в три
жилых района на окраине города.

Множество дуг A разбивается на четыре подмножества, а именно
A = Ah ∪Ax ∪Ae ∪Ab, где

Ah = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6), (6, 1), (8, 7), (9, 8), (10, 9), (11, 10),
(12, 11), (13, 12), (14, 13), (15, 14), (16, 15), (17, 16), (18, 17), (7, 18), (19, 20),
(20, 21), (21, 22), (24, 25), (25, 26), (26, 27), (27, 28), (30, 31), (31, 32), (32, 33),
(33, 34), (36, 19)} — магистральные дуги,
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Ax = {(22, 38), (28, 39), (34, 37), (7, 21), (8, 19), (11, 27), (12, 25), (15, 33),
(16, 31), (9, 2), (13, 4), (17, 6)} — выходные дуги,

Ae = {(37, 36), (38, 24), (39, 30), (22, 8), 24, 11), (28, 12), (30, 15), (34, 16),
(36, 7), (2, 18), (4, 10), (6, 14)} — входные дуги,

Ab = {(22, 23), (23, 24), (28, 29), (29, 30), (34, 35), (35, 36)} — обходные
дуги.

Пусть задана функция t :R → R и масштабирующий коэффициент
τ > 0. Функции затрат Ca по дугам a = (i, j) зависят от вектора потоков
по дугам f и имеют вид

Ca =





t(fa), если a ∈ Ax ∪Ab,

10t(fa) + 2τt(fã), если a ∈ Ah, где ã ∈ Ax, ã = (j, s),

t(fa) + τt(fã), если a ∈ Ae, где ã ∈ Ab, ã = (s, j).

Приведём результаты расчётов для разных примеров задач при точ-
ности ε = 0.0001. Во всех примерах, если не оговорено иное, предпола-
гаем, что t(fa) = 1 + 0, 5fa (затраты по дугам являются возрастающи-
ми функциями от потоков по дугам), а также заданы коэффициенты
α = 0.5, β = 0.5, γ = 1.8, τ = 0.5. Рассмотрим для начала самый про-
стой вид функции допустимых затрат — пусть она является постоянной
λw(dw) = 100 для всех w ∈ W . Иными словами, нас интересуют величи-
ны спроса, которые можно передать по сети при данной фиксированной
величине затрат. При таком выборе функций условие коэрцитивности
(C1) выполняется.

Пусть множество O/D-пар W = {(37, 4), (38, 6), (39, 2)} задаёт транс-
портные потоки, направляющиеся утром из окраинных районов города
в центр.

Пример 1. Определим величины фиксированного спроса вектором
(5, 5, 5). Получим решение размерности 9 (по 3 пути для каждой O/D-па-
ры): (0.94, 0.76, 3.3, 0.94, 0.76, 3.3, 0.94, 0.76, 3.3). Величины реальных
затрат все одинаковы и равны 100.9 (заметим, что они превышают зна-
чения функций допустимых затрат, которые равны 100). Значения пере-
менного спроса равны нулю. В этом примере задача фактически сведена
к задаче с фиксированным спросом. Функции допустимых затрат никак
не влияют на решение: тот же результат получится, если их положить
тождественно равными нулю.

Пример 2. Попробуем уменьшить величины фиксированного спро-
са и зададим его вектором (2, 2, 2). Получим решение размерности 9
(по 3 пути для каждой O/D-пары): (0.92, 3.27, 0.75, 0.92, 3.27, 0.75, 0.92,
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3.27, 0.75). Величины реальных затрат все одинаковы, равны 100 и сов-
падают со значениями функций допустимых затрат. Общие величины
спроса равны (4.94, 4.94, 4.94). В этом примере для всех O/D-пар удовле-
творён фиксированный спрос и получены ненулевые величины перемен-
ного спроса. Задача фактически сведена к задаче с эластичным спросом.
Величины фиксированного спроса никак не влияют на решение: тот же
результат получится, если положить их равными нулю.

Пример 3. Предположим, что одно из направлений является прио-
ритетным: зададим значения постоянного спроса вектором (5, 2, 2). По-
лучим решение размерности 12 (по 4 пути для каждой O/D-пары): (0.57,
0.67, 0.46, 3.3, 0.62, 0.43, 3.27, 0.6, 0.78, 0.38, 0.5, 3.26). Величины реаль-
ных затрат равны (100.22, 100, 100), а общие величины спроса — (5, 4.92,
4.92). В этом примере для первой O/D-пары удовлетворён только фикси-
рованный спрос, поэтому значение реальных затрат превышает значение
функции допустимых затрат, а для остальных пар получены ненулевые
величины переменного спроса. Пример 3 иллюстрирует задачу со сме-
шанным спросом, которая не сводится к частным случаям — задачам
с фиксированным и эластичным спросом.

Направим теперь транспортные потоки обратно: вечером люди воз-
вращаются из центра домой, так что в качестве множества O/D-пар при-
мем W = {(4, 37), (6, 38), (2, 39)}.

Пример 4. Значения постоянного спроса, как и в предыдущем при-
мере, задаются вектором (5, 2, 2). Здесь получим решение размерности 12:
(0.04, 0.17, 0.74, 0.86, 2.8, 0.39, 0.05, 2.12, 0.24, 0.42, 2.18, 0.02), но ко-
личество путей для разных O/D-пар неодинаково — (6, 4, 2). Величины
реальных затрат равны (117.3, 100, 100). Общие величины спроса равны
(5, 2.83, 2.22). В этом примере для первой O/D-пары удовлетворён толь-
ко фиксированный спрос, поэтому значение реальных затрат превышает
значение функции допустимых затрат, а для остальных пар получены
ненулевые величины переменного спроса. Полученное решение сильно
отличается от предыдущего примера вследствие того, что в сети пред-
ставлены только дороги с односторонним движением и пути с окраины
в центр не совпадают с путями обратно.

Рассмотрим теперь другие виды функции допустимых затрат. Для
выполнения условия коэрцитивности подходят, например, убывающие
функции вида λw(dw) = 100 − 0.5

(
dw + dconstw

)
для всех w ∈ W . Интер-

претировать такой вид функций можно следующим образом. Как ска-
зано в начале разд. 4, функции допустимых затрат могут задаваться
«сверху» как некоторый регулирующий механизм для системы в целом.
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Тем самым сеть может допускать рост величин спроса, но только при
условии уменьшения затрат. Это требование препятствует увеличению
спроса до бесконечности и обеспечивает существование решения задачи.

Пример 5. Как и в примере 3, предположим, что одно из направле-
ний является приоритетным: зададим значения постоянного спроса век-
тором (5, 2, 2). Получим решение размерности 12 (по 4 пути для каждой
O/D-пары): (0.57, 0.66, 3.29, 0.48, 0.58, 0.4, 3.18, 0.53, 0.74, 0.36, 3.14,
0.45). Величины реальных затрат равны (98.42, 97.66, 97.65), в то время
как значения функций допустимых затрат — (97.5, 97.66, 97.65). Общие
величины спроса равны (5, 4.685, 4.693). В этом примере для первой
O/D-пары удовлетворён только фиксированный спрос, поэтому величи-
ны реальных затрат превышают значение функции допустимых затрат,
а для остальных пар получены ненулевые величины переменного спроса.

Наконец, приведём пример возрастающей функции допустимых за-
трат λw(dw) = 95+0.25

(
dw+dconstw

)
для всех w ∈ W . Такой вид функции

является более натуральным с точки зрения O/D-пары: при увеличе-
нии спроса растут затраты на его выполнение. Для существования ре-
шения задачи, т. е. для выполнения условия коэрцитивности требуется,
чтобы функции допустимых затрат росли медленнее, чем функции за-
трат по дугам.

Пример 6. Как и в примере 3, предположим, что одно из направле-
ний является приоритетным: зададим значения постоянного спроса век-
тором (5, 2, 2). Получаем решение размерности 12 (по 4 пути для каж-
дой O/D-пары): (0.54, 0.48, 0.7, 3.28, 0.54, 0.38, 3.12, 0.5, 0.72, 0.43, 0.33,
3.07). Величины реальных затрат равны (97.26, 96.13, 96.14). Значения
функций допустимых затрат равны (96.25, 96.13, 96.14), общие величины
спроса — (5, 4.54, 4.55). В этом примере для первой O/D-пары удовлетво-
рён только фиксированный спрос, поэтому величины реальных затрат
превышают значение функции допустимых затрат, а для остальных пар
получены ненулевые величины переменного спроса.

В заключение следует отметить, что предложенная модель потоко-
вого равновесия со смешанным спросом выглядит перспективной для
изучения и может быть использована в практических приложениях.
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Abstract. We formulate the network equilibrium problem with mixed
demand which generalizes the problems of network equilibrium with fixed
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