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Отношение делимости является старым и достаточно популярным
объектом в различных областях математического знания: алгебре, тео-
рии чисел, комбинаторике слов и т. д. Мы рассматриваем определение
делимости на классической предметной области — натуральном ряде [5].

Итак, пусть In = {1, 2, . . . , n} — отрезок натурального ряда с отно-
шением делимости: a | b, если число a ∈ In является делителем числа
b ∈ In. Таким образом, множество In с бинарным отношением

a 6 b ⇄ a | b (1)

является частично упорядоченным множеством (ЧУМ), которое обозна-
чим через Cn = (In,6).

Если взять вместо In весь натуральный ряд N, то множество (N,6)
будет решёткой со следующими классическими операциями: max(a, b) =
[a, b] и min(a, b) = (a, b), где [a, b] и (a, b) — наименьшее общее кратное
и наибольший общий делитель чисел a и b соответственно.

Если ввести предикат делимости

ηab =

{
1, если a | b или b | a,

0 иначе.

то ему будет соответствовать граф Gn = (In, Un) с множеством вершин In
и отношением смежности, заданным предикатом ηab.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда
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Если n = 8, то граф G8 = (I8, U8) выглядит следующим образом.
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Рис. 1. Граф G8

Степени вершин и число рёбер графа Gn представлены в следующем
утверждении.

Лемма 1. Если λk — степень вершины k в графе Gn, то

(1) λk = τ(k) +
⌈
n
k

⌉
− 2,

(2) |Un| = n(τ(n)− 1),
где τ(k) — число делителей k и τ(n) — среднее число делителей чисел

из отрезка In.

Доказательство. Вершины, смежные с вершиной k, суть делите-
ли числа k и числа, делящегося на k. Число первых равно τ(k) − 1,
а вторых —

(⌊
n
k

⌋
− 1
)
. Это доказывает утверждение (1). Доказательство

утверждения (2) следует из утверждения (1) и соотношения

τ(n) =
1

n

n∑

k=1

τ(k) =
1

n

n∑

k=1

⌈n
k

⌉
.

Если τk(Gn) — число совокупностей из k независимых вершин в гра-
фе Gn, то может быть доказана

Лемма 2. Справедливы следующие асимптотические соотношения:

τ2(Gn) ∼ n2 − 2n lnn, (2)

τ3(Gn) ∼ n3 − 6n2 lnn. (3)

Формулы (2) и (3) имеют следующую вероятностную интерпретацию.
Если в отрезке [1, n] случайно и независимо выбираются два числа, то
вероятность того, что ни одно из них не является делителем другого
равна

p2(n) ∼ 1−
2 ln n

n
.



56 В. К. Леонтьев56 В. К. Леонтьев56 В. К. Леонтьев

В случае, когда выбираем три числа из отрезка In, соответствующая
вероятность выглядит так:

p3(n) ∼ 1− 6
lnn

n
.

Опустим доказательство леммы 2, так как оно является прямым вы-
числением τ2(n) и τ3(n) и содержит только рутинные выкладки.

Каждое независимое множество в графе Gn будем называть антице-

пью. Пусть S(n) — длина максимальной цепи в графе Gn.

Утверждение 1. S(n) = ⌈log2 n⌉.

Доказательство. Если {a1 < a2 < · · · < am} — цепь в In, то
1 < a2

a1
< · · · < am

a1
также является цепью в I am

a1
. Доказательство за-

канчивается простой индукцией.

Следствие 1. В In существует единственная максимальная цепь

{1, 2, . . . , 2p} при n = 2p.

Следующие параметры Cn = (In,6) являются стандартными для лю-
бого ЧУМ.

Если ζn(x, y) — дзета-функция для Cn, то

ζn(x, y) =

{
1, если x | y,

0 иначе,
(4)

где x, y ∈ In. Этой функции соответствует матрица Zn = ‖ζn(x, y)‖. Об-
ратная к этой матрице имеет вид

Z−1
n = ‖µn(x, y)‖,

где µn(x, y) носит название функции Мёбиуса [5]. Для частичного поряд-
ка, определённого в (1), эта функция выглядит так:

µ(x, y) =

{
µ
( y
x

)
, если x | y,

0 иначе,

где µ(m) — стандартная теоретико-числовая функция Мёбиуса [1]. От-
метим также, что длина интервала I = [a, b], где a, b ∈ Cn и a 6 b, равна
τ
(
b
a

)
, а τ(m) — уже упомянутая выше функция — число делителей m.

Примеры. 1. Если I = [4, 16], то τ
(
16
4

)
= τ(4) = 3 и I = {4, 8, 16}

и |I| = 3.
2. Если I = [3, 4!] = [3, 24] = {3, 6, 12, 24}, то τ

(
24
3

)
= 4.

3. Если I = [5, 60] = {5, 10, 15, 20, 30, 60}, то τ
(
60
5

)
= 6.
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1. Разбиение In на цепи

Разбиение произвольного ЧУМ D на цепи — стандартный метод ре-
шения перечислительных и экстремальных задач дискретной математи-
ки [1,2]. Классическим результатом в этом направлении является теоре-
ма 1 [5].

Пусть l(D) — максимальная мощность антицепи в D. Эта величина
называется шириной D.

Теорема 1 (Дилуорса). Минимальное число цепей в разбиении D
на цепи равно ширине D.

Эта теорема широко используется в комбинаторном анализе и служит
фундаментом для получения многих значительных результатов [6].

Пусть Ar — множество чисел вида {r · 2k}, лежащих в отрезке [1, n],
r — нечётное число. Таким образом, Ar — 2k-кратные нечётного числа r,
лежащие в отрезке In. Положим по определению

l(n) =

{
n
2 при n ≡ 0 (mod 2),
n+1
2 при n ≡ 1 (mod 2).

(5)

Ясно, что каждое множество Ar является цепью и длина этой цепи
равна |Ar| =

⌈
log2

n
2

⌉
.

Утверждение 2. Справедливо следующее представление:

In =

l(n)⋃

r=1

Ar, (6)

где l(n) определено выше.

Примеры. 1. Для n = 8

I8 = {1, 2, 22, 23} ∪ {3, 2 · 3} ∪ {5} ∪ {7}.

2. Для n = 12

I12 = {1, 2, 22, 23} ∪ {3, 2 · 3, 22 · 3} ∪ {5, 2 · 5} ∪ {7} ∪ {9} ∪ {11}.

3. Для n = 15

I15 = {1, 2, 4, 8} ∪ {3, 6, 12} ∪ {5, 10} ∪ {7, 14} ∪ {9} ∪ {11} ∪ {13} ∪ {15}.
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2. Алгоритм разбиения In на l(n) цепей

Изложенный ниже алгоритм носит рекурсивный характер и состоит
из построения разбиения In+1 по уже найденному разбиению In.

1. Если n+1 ≡ 1 (mod 2), то число n+1 входит в искомое разбиение
отдельным блоком, т. е.

In+1 = Vn ∪ {n+ 1},

где Vn — разбиение In.

2. Если n + 1 ≡ 0 (mod 2) и n + 1 = 2q, то элемент q принадлежит
некоторому блоку из разбиения In. В этот же блок включаем элемент
n+ 1.

Примеры. 1. Если n = 13, то из полученного разложения для I12
выводим

I13 = {1, 2, 22, 23} ∪ {3, 2 · 3, 22 · 3} ∪ {5, 2 · 5} ∪ {7} ∪ {9} ∪ {11} ∪ {13}.

2. Отсюда имеем разложение для n = 14

I14 = {1, 2, 4, 8} ∪ {3, 6, 12} ∪ {5, 10} ∪ {7, 14} ∪ {9} ∪ {11} ∪ {13}.

3. Антицепи в In

Антицепь, или независимое множество в In, — это подмножество
чисел, никакие два из которых не находятся в отношении делимости.
Примером антицепи является множество простых чисел из In. Эта ан-
тицепь не может быть расширена путём добавления новых элементов
и в то же время не является максимальной по мощности антицепью при
n > 11.

Прежде чем перейти к более тщательному изучению антицепей в In,
рассмотрим одно специальное преобразование, действующее на подмно-
жествах In.

Пусть A = {1 6 a1 < a2 < · · · < am 6 n}. Тогда положим по опреде-
лению [3]:

TA = {2a1, a2, . . . , am}.

Таким образом, преобразование T удваивает минимальный элемент мно-
жества A и не трогает остальных элементов. При этом мощность TA
может стать меньше мощности A, так как в TA могут появиться одина-
ковые элементы. Ясно также, что TA ⊆ In, если a1 6

n
2 .
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Лемма 3. Если A— независимое множество в In и a1 6 n
2 , то TA —

независимое множество в In.

Доказательство. Если TA не является антицепью, то это может
быть по двум причинам: либо 2a1 | ar для некоторого r, либо ar | 2a1 для
какого-то r. Первый случай невозможен, так как тогда a1 | ar вопреки
определению антицепи. Если же реализуется второй случай, то

2a1
ar

> 1. (7)

Но a1 < ar и 2a1 < 2ar, откуда с учётом (7) вытекает, что ar = 2a1.
Последнее также не совместимо с определением антицепи.

Лемма 4. Если A — антицепь в In и a1 6 n
2 , то |A| 6 l(n), где l(n)

определено в (5).

Доказательство. В силу леммы 3 ясно, что итерации преобразова-
ния T переводят любую антицепь из интервала In в интервал [l(n) + 1,
. . . , n] и, таким образом, мощность антицепи не превосходит длины этого
интервала.

Следствие 2. max |A| = l(n).

Теорема 2. Для числа антицепей rn справедлива следующая оценка:

2l(n) < rn < 3l(n). (8)

Доказательство. Нижняя граница следует из того, что в интерва-
ле [l(n)+1, . . . , n] любое подмножество чисел является независимым. Для
получения верхней оценки используем приведённую выше теорему Ди-
луорса. Рассмотрим разбиение интервала I(n) на l(n) непересекающихся
цепей

In =

l(n)⋃

i=1

Vi.

В силу дизъюнктности этого разбиения имеем равенство

|In| = n =

l(n)∑

i=1

|Vi|. (9)

Так как каждая антицепь из In содержит не более одного элемента
из каждой цепи Vi, для числа антицепей имеем верхнюю оценку

rn <

l(n)∏

i=1

(1 + |Vi|). (10)
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Используя неравенство о среднем арифметическом и среднем геомет-
рическом, из (9), (10) с помощью леммы 4 получаем

rn <

(
n∑

i=1

1 + |Vi|

l(n)

)l(n)

=

(
1 +

n

l(n)

)l(n)

< 3n.

Замечание 1. Вместо теоремы Дилуорса можно использовать по-
строенное выше разбиение IN на l(n) цепей.

Замечание 2. Теорему 1 можно интерпретировать как оценку числа
монотонных функций, заданных на ЧУМ Cn [1, 2].

Замечание 3. Нижнюю оценку в (8) можно улучшить очевидным
образом:

rn > 2
n
2 + 2

n
4 ,

добавив антицепи из интервала
[
n
4 ,

n
2

]
. Однако это не меняет асимптоти-

ческий характер границ в (8).
Любопытно сравнить оценки (8) с аналогичными оценками для числа

монотонных булевых функций [1, 2].
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