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Аннотация. Задача о независимом множестве разрешима за поли-
номиальное время для графов, не содержащих пути Pk при любом
фиксированном k. Если же запрещается порождённый путь Pk, то
при k > 6 сложностной статус этой задачи неизвестен. Рассматрива-
ются промежуточные случаи, когда запрещён порождённый путь Pk

и некоторые его остовные надграфы. Доказывается полиномиаль-
ная разрешимость задачи о независимом множестве в следующих
случаях: 1) запрещаются надграфы, у которых минимальная сте-
пень вершины меньше k/2; 2) запрещаются надграфы, у которых
дополнительный граф имеет более k/2 рёбер; 3) запрещаются над-
графы, из которых с помощью операции пересечения графов можно
получить Pk. Библиогр. 12.

Ключевые слова: независимое множество, запрещённый подграф,
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Введение

Под классом графов понимается множество графов, замкнутое от-
носительно переименования вершин. Класс графов называется наслед-

ственным, если он замкнут относительно удаления вершин, и монотон-

ным, если он замкнут относительно удаления вершин и рёбер. Любой
наследственный класс X может быть задан множеством запрещённых

подграфов Y: X состоит из всех графов, не содержащих порождённых
подграфов, изоморфных графам из Y. В этом случае используется обо-
значение X = Free(Y), а графы из X называют Y-свободными. Если
Y — конечное множество, то класс Free(Y) называется конечно опреде-

лённым. Всякий монотонный класс является наследственным, поэтому
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может быть задан множеством запрещённых (порождённых) подграфов.
При этом множество запрещённых подграфов для монотонного класса
имеет очевидную особенность: вместе со всяким содержащимся в нём
графом оно содержит также все графы, получающиеся из него добавле-
нием рёбер.

Независимое множество в графе — это множество не смежных меж-
ду собой вершин. Задача о независимом множестве состоит в том, что-
бы в данном графе найти независимое множество наибольшей мощности.
Задача о независимом множестве NP-трудна и остаётся такой для многих
классов графов; такие классы называем НМ-сложными. Известно также
немало классов графов, для которых она может быть решена за поли-
номиальное время, их называем НМ-простыми. Есть информация и об-
щего характера, относящаяся не к отдельным классам, а к семействам
классов. Так, в [4] установлено, что конечно определённый монотонный
класс X является НМ-сложным, если T ⊆ X , и НМ-простым в против-
ном случае. Здесь T — класс всех графов, у которых каждая компо-
нента связности является деревом с не более чем тремя листьями. Эту
дихотомию пока не удалось распространить на наследственные классы.
В [1] доказано, что любой конечно определённый наследственный класс,
включающий класс T , является НМ-сложным. Движение во встречном
направлении связано с разработкой полиномиальных алгоритмов для
классов, определяемых запрещёнными подграфами из T . Если говорить
только о классах, определяемых одним запрещённым подграфом из T ,
то наибольшие продвижения здесь состоят в установлении НМ-простоты
следующих классов:

• Free(mK2) при любом m [2],
• Free(S1,1,2), где S1,1,2 — граф, получаемый из графа K1,3 подраз-

биением одного ребра [3],

• Free(K2+K1,3), где K2+K1,3 — дизъюнктное объединение графов
K2 и K1,3 [11],

• Free(P5) [9],
• Free(P6) [6].
Имеется также ряд результатов о НМ-простоте некоторых подклассов

классов, определяемых запрещёнными подграфами из T (см., например,
[5, 8, 10, 12]).

Как видно, в отличие от монотонных классов, для конечно определён-
ных наследственных классов имеется значительный разрыв в наших зна-
ниях о НМ-простых и НМ-сложных классах. По-видимому, трудно рас-
считывать на ликвидацию этого разрыва в ближайшем будущем, и имеет



Задача о независимом множестве 7Задача о независимом множестве 7Задача о независимом множестве 7

смысл испытать другие подходы к проблеме разделения простых и слож-
ных классов. Одним из направлений может быть рассмотрение семейств
классов графов, промежуточных между семействами монотонных и на-
следственных классов. Для этих промежуточных семейств можно наде-
яться получить результаты дихотомического характера типа упомянуто-
го выше, либо хотя бы приблизиться к этому.

Если наследственный класс определяется одним запрещённым под-
графом G, то множество запрещённых подграфов, состоящее из всех
остовных надграфов графа G, определяет монотонный класс. Если огра-
ничить добавление рёбер какими-либо правилами, получится класс, за-
ключённый между этими двумя. Вводя ограничения на множество до-
бавляемых рёбер, получаем возможность определять семейства классов
графов, промежуточные между семействами монотонных и наследствен-
ных классов. Здесь мы рассматриваем три типа ограничений на добавле-
ние рёбер к графу Pk (пути с k вершинами) и доказываем НМ-простоту
наследственных классов, у которых

• множество запрещённых подграфов состоит из всех надграфов гра-
фа Pk с минимальной степенью вершин меньше k/2;

• множество запрещённых подграфов состоит из всех надграфов гра-
фа Pk, дополнительный граф которых имеет больше k/2 рёбер;

• множество запрещённых подграфов состоит из всех надграфов гра-
фа Pk, из которых с помощью операции пересечения графов можно по-
лучить Pk.

В статье применяются следующие обозначения:
〈G〉 — множество всех остовных надграфов графа G;
N(a) — множество вершин рассматриваемого графа, смежных с вер-

шиной a;
если X — подмножество множества вершин графа G, то G[X] — под-

граф графа G, порождённый множеством X; G − X — подграф, по-
лученный удалением из графа G всех вершин множества X; N(X) —
множество всех вершин графа, смежных с вершинами из множества X;
degX(a) — число вершин в множестве X, смежных с вершиной a.

1. Запрещаются граф Pk и все его надграфы

Вначале рассмотрим класс Free(〈Pk〉) всех графов, не содержащих
подграфа Pk. НМ-простота этого класса следует из результатов рабо-
ты [4], но мы приведём здесь простое доказательство именно для этого
класса с оценкой трудоёмкости, которая в явном виде в [4] не дана.

Лемма 1. Задача о независимом множестве решается для графов
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с n вершинами из класса Free(〈Pk〉) за время O(nk−1) при любом фик-

сированном k > 2.

Доказательство. При k = 2 утверждение очевидно, далее прово-
дим индукцию по k. Допустим, что k > 2 и имеется алгоритм Ak−1, на-
ходящий наибольшее независимое множество в графах из Free(〈Pk−1〉)
за время O(nk−2). Пусть G = (V,E) — граф с n вершинами из класса
Free(〈Pk〉). Наибольшее независимое множество графа есть объединение
наибольших независимых множеств его компонент связности. Компонен-
ты связности могут быть найдены, скажем, с помощью поиска в глубину,
за время O(n2). Поэтому можно предполагать, что входной граф G свя-
зен.

За время O(nk−1) можно найти в графе G простой путь из k − 1
вершин или убедиться, что такого нет. В последнем случае применяется
алгоритм Ak−1. Пусть P — путь из k−1 вершин в графе G, а A — множе-
ство вершин этого пути. Граф G−A принадлежит классу Free(〈Pk−1〉).
В самом деле, если P ′ — путь из k− 1 вершин в этом графе, а Q — путь,
соединяющий вершину из P с вершиной из P ′ и не содержащий других
вершин этих двух путей, то из пути Q и отрезков путей P и P ′ можно со-
ставить k-вершинный путь. Поэтому наибольшее независимое множество
в графе G можно найти следующим образом: перебираем все независи-
мые множества в графе G[A], для каждого такого множества U находим
с помощью алгоритма Ak−1 наибольшее независимое множество в гра-
фе G − (A ∪ N(U)) и объединяем его с U . Наибольшее из полученных
множеств будет наибольшим независимым множеством графа G. Всего
алгоритм Ak−1 придётся выполнить не более 2k−1 раз, и общая трудо-
ёмкость будет O(nk−1). Лемма 1 доказана.

2. Запрещаются граф Pk и его надграфы ограниченной степени

Подграф произвольного графа, имеющий k вершин и гамильтонов
путь, назовём гамильтоновым k-подграфом. Через 〈G, δ < d〉 для гра-
фа G обозначим множество всех остовных надграфов графа G, у ко-
торых минимальная степень вершины меньше d. В этом разделе пред-
метом рассмотрения будет класс Free(〈Pk, δ < k/2〉). Его можно опре-
делить также как класс графов, у которых в каждом гамильтоновом
k-подграфе степень каждой вершины не меньше k/2. Будет доказана

Теорема 1. Класс Free(〈Pk, δ < k/2〉) НМ-прост при любом k > 4.

Сумма G1+G2 двух графов — это объединение графов с непересекаю-
щимися множествами вершин, а соединение G1◦G2 получается из суммы
добавлением всех рёбер, соединяющих вершины графа G1 с вершинами
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графа G2. Граф, не являющийся суммой или соединением графов, будем
называть неразложимым. Это означает, что этот граф и дополнитель-
ный к нему связны. Очевидно, что наибольшее независимое множество
графа G1+G2 есть объединение наибольших независимых множеств гра-
фов G1 и G2, а наибольшее независимое множество графа G1 ◦ G2 есть
большее из этих двух множеств.

Лемма 2. Если G — неразложимый графиз класса Free(〈P2s, δ < s〉),
то в любом его подграфе, изоморфном графу Ks,s, ни одна из долей Ks,s

не является независимым множеством графа G.

Доказательство. Среди всех полных двудольных подграфов гра-
фа G, у которых каждая доля содержит не менее s вершин и хотя бы
одна из долей является независимым множеством графа G, выберем
подграф H с максимальным по включению множеством вершин. Пусть
H ∼= Kp,q, A и B — его доли, причём A — независимое множество в G.
Так как G неразложим, существует вершина x /∈ A∪B, смежная с A∪B.
Допустим, что x смежна с вершиной y ∈ A. Ввиду максимальности H
в множестве A существует вершина z, не смежная с x. Но тогда верши-
ны x, y, z вместе с любыми другими s − 2 вершинами из A и любыми
s − 1 вершинами из B порождают гамильтонов 2s-подграф, в котором
вершина z имеет степень s − 1, а это запрещённый подграф для класса
Free(〈P2s, δ < s〉). Остаётся случай, когда x не смежна ни с одной верши-
ной из A. Тогда в множестве B имеется смежная с x вершина u, а ввиду
максимальности H в B есть и не смежная с x вершина v. Но тогда вер-
шины x, u, v вместе с любыми другими s− 2 вершинами из B и любыми
s − 1 вершинами из A порождают гамильтонов 2s-подграф, в котором
вершина v имеет степень s− 1. Лемма 2 доказана.

Костепенью вершины графа будем называть степень этой вершины
в дополнительном графе.

Лемма 3. При любом k > 3 каждый неразложимый граф из класса

Free(〈Pk, δ < k/2〉), у которого костепени всех вершин не меньше k/2,
принадлежит классу Free(〈Pk〉).

Доказательство. Рассмотрим граф G = (V,E), удовлетворяющий
условиям теоремы. Допустим, в нём имеется простой путь из k вершин.
Выберем множество X ⊆ V , порождающее гамильтонов k-подграф в гра-
фе G и такое, что минимальная степень вершины в графе G[X] прини-
мает наименьшее значение среди всех таких подграфов.

Обозначим наименьшую степень вершины в графе G[X] через d. Так
как d > k/2, по теореме Дирака в G[X] имеется гамильтонов цикл. Пусть
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C = (x0, x1, . . . , xk−1, x0) — такой цикл, причём x0 — вершина степени d.
Поскольку костепень вершины x0 не меньше k/2, существует вершина

y ∈ V −X, не смежная с x0. Предположим, что degX(y) < d. Вершины
кратчайшего пути от y до X, дополненного при необходимости до пу-
ти из k вершин отрезком цикла C, порождают гамильтонов k-подграф,
в котором степень вершины y меньше d. Это противоречит выбору мно-
жества X. Значит, degX(y) > d.

Допустим, на цикле C есть две соседние вершины, смежные с y. Хотя
бы одна из вершин x1, xk−1 отлична от этих двух, пусть такова x1. Тогда
множество (X − {x1}) ∪ {y} порождает гамильтонов k-граф, в котором
степень вершины x0 меньше d. Значит, не более половины вершин цик-
ла C смежны с y. Так как degX(y) > d > k/2 и y не смежна с x0, имеется
единственная возможность: k чётно, d = k/2, вершина y смежна со все-
ми вершинами множества X1 = {x1, x3, . . . , xk−1} и не смежна со всеми
вершинами множества X0 = {x0, x2, . . . , xk−2}. Если предположить, что
вершина z ∈ X0 смежна с x0, то окажется, что множество (X − z) ∪ {y}
порождает гамильтонов k-подграф, в котором степень вершины x0 мень-
ше d. Значит, x0 тоже смежна со всеми вершинами в X1 и не смежна со
всеми в X0.

Пусть в множестве X0 имеются две смежные вершины, скажем, x2i
и x2j , 0 < i < j. Тогда множество (X −{x2j+1)}∪{y} порождает гамиль-
тонов k-подграф: гамильтонов путь в нём образует последовательность
(x2j+2, x2j+3, . . . , xk−1, x0, x1, . . . , x2i, x2j , x2j−1, . . . , x2i+1, y). В этом под-
графе степень вершины x0 меньше k/2. Значит, X0 — независимое мно-
жество, а так как степень каждой из его вершин в графе G[X] не мень-
ше k/2, каждая из них смежна со всеми вершинами из X1. Однако
по лемме 2 это невозможно. Лемма 3 доказана.

На основании леммы 3 можно предложить следующий алгоритм ре-
шения задачи о независимом множестве для класса Free(〈Pk, δ < k/2〉).
На входе алгоритма — граф G из этого класса, на выходе — независимое
множество S.

1. Проверить, есть ли в графе G вершина с костепенью, меньшей
чем k/2. Если a — такая вершина, то применить алгоритм рекурсивно
к графам G−a и G−N(a). Взять в качестве S большее из двух найденных
независимых множеств и завершить работу.

2. Проверить, связен ли граф G. Если нет, найти множество вер-
шин X, порождающее компоненту связности. Применить алгоритм ре-
курсивно к графам G[X] и G − X. Положить S равным объединению
двух полученных независимых множеств и завершить работу.
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3. Проверить, связен ли граф G. Если нет, найти множество вер-
шин X, порождающее компоненту связности этого графа. Применить
алгоритм рекурсивно к графам G[X] и G−X. Положить S равным боль-
шему из двух полученных независимых множеств и завершить работу.

4. Найти множество S с помощью алгоритма Ak (см. доказательство
леммы 1).

Для завершения доказательства теоремы 1 осталось показать, что
время работы этого алгоритма ограничено сверху полиномом от числа
вершин n. Обозначим это время через t(n). Так как степени вершин мож-
но вычислить за время O(n2) и так же оценивается время нахождения
компоненты связности, при подходящих константах a, b, c имеем

t(n) 6 max{t(n− 1) + an2, max
16i6n−1

{t(i) + t(n− i) + bn2}, cnk−1}.

Отсюда при k > 4 следует, что t(n) = O(nk−1).

3. Запрещаются надграфы графа Pk с большим дефицитом

Дефицитом графа будем называть число рёбер в дополнительном
графе. Через 〈G,def > d〉 обозначим множество всех остовных надграфов
графа G, имеющих дефицит больше d.

Теорема 2. Класс Free(〈Pk,def > k/2〉) является НМ-простым при

любом k > 6.

Доказательство. Докажем, что при любом k > 6 каждый неразло-
жимый граф из класса Free(〈Pk,def > k/2〉) либо принадлежит классу
Free(〈Pk, δ < k/2〉), либо имеет вершину, не принадлежащую независи-
мому множеству мощности, большей 2.

Пусть G = (V,E) — граф из класса Free(〈Pk,def > k/2〉), содержа-
щий простой путь из k вершин. Рассмотрим всевозможные подмноже-
ства множества V , порождающие гамильтоновы k-подграфы. Дефицит
каждого такого подграфа не превосходит k/2, минимальная степень вер-
шины в таком подграфе не меньше чем k/2−1. Если в каждом таком под-
графе минимальная степень не меньше k/2, то G ∈ Free(〈Pk, δ < k/2〉).
В противном случае имеется X ⊆ V , порождающее гамильтонов k-под-
граф, в котором минимальная степень δ удовлетворяет неравенствам
k/2 − 1 6 δ < k/2. Таким образом, δ =

⌊
k−1
2

⌋
. Пусть a — вершина

степени δ в G[X]. Остальные вершины из X разделим на два подмноже-
ства: Y — вершины, смежные с a, и Z — не смежные с a. Каждая из Y
имеет степень k − 1, а каждая из Z — степень k − 2. При этом |Y | = δ,
а |Z| = k − 1− δ.
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Если a смежна со всеми вершинами вне X, то наибольшая мощность
независимого множества, которому она принадлежит, равна 2. Пусть
b /∈ X — вершина, не смежная с a, но смежная хотя бы с одной вершиной
из X. Построим новое множество X ′, добавив к X вершину b и удалив
одну из вершин в соответствии со следующим правилом: если в Z име-
ется вершина, смежная с b, то удаляется любая вершина из Y , а если b
не смежна ни с одной вершиной из Z, то удаляется любая вершина из Z.
В любом случае X ′ порождает гамильтонов k-подграф. В первом случае
дефицит этого подграфа не меньше чем |Z| + 1 = k − δ > k

2 , во втором
он не меньше чем 2(|Z| − 1) = 2(k − 2− δ) = 2(k − 2−

⌊
k−1
2

⌋
) = 2

⌊
k−2
2

⌋
.

Легко проверить, что 2
⌊
k−2
2

⌋
> k

2 при k > 6. Таким образом, в любом
случае G[X ′] — запрещённый подграф для класса Free(〈Pk,def > k/2〉).
Теорема 2 доказана.

4. Классы, замкнутые относительно самопересечений

Пересечением графов G1 = (V1, E1) и G2 = (V2, E2) называется граф
G1 ∩G2 = (V1 ∩ V2, E1 ∩ E2), а объединением — граф G1 ∪G2 = (V1 ∪ V2,
E1 ∪ E2). Пусть G = (V,E) — граф. Для инъективного отображения α,
определённого на множестве V , через Gα обозначаем граф (V α, Eα), где
V α = {α(x) | x ∈ V }, Eα = {(α(x), α(y)) | (x, y) ∈ E}. Любой граф ви-
да Gα1 ∩Gα2 ∩ · · · ∩Gαk , где α1, α2, . . . , αk — инъективные отображения
множества V , будем называть самопересечением графа G. В частности,
любой граф вида G1∩G2∩ . . .∩Gk, где G1, G2, . . . Gk — графы, изоморф-
ные G и имеющие множество вершин V , есть самопересечение графа G.
Если граф H является самопересечением графа G, то пишем G

∩
→ H.

Нетрудно видеть, что отношение
∩
→ транзитивно.

Лемма 4. Если H — порождённый подграф графа G, то G
∩
→ H.

Доказательство. Пусть граф G имеет множество вершин V , а под-
граф H порождается множеством U ⊂ V . Возьмём какие-либо инъ-
ективные отображения α и β на множестве V , оставляющие вершины
из U неподвижными, а на остальные вершины действующие так, что
α(V − U) ∩ β(V − U) = ∅. Тогда Gα ∩Gβ = H. Лемма 4 доказана.

Теорема 3. Каждый монотонный класс замкнут относительно само-

пересечений. Каждый класс, замкнутый относительно самопересечений,

является наследственным.

Доказательство. Первое утверждение следует из того, что самопе-
ресечение любого графа изоморфно его подграфу, а второе — из леммы 4.
Теорема 3 доказана.
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Обозначим через 〈
∩
→ G〉 множество всех таких графов H, что H

∩
→ G.

Оставшаяся часть настоящего раздела посвящена доказательству следу-
ющего утверждения.

Теорема 4. Класс Free(〈
∩
→ Pk〉) НМ-простой при любом k.

Гамильтонов цикл в графе с множеством вершин {1, 2, . . . , n} будем
называть стандартным, если пары (1, 2), (2, 3), . . . , (n−1, n), (n, 1) явля-
ются его рёбрами. Если в графе есть такой цикл, то цикловым рассто-

янием между вершинами i и j назовём расстояние между ними на этом
цикле, т. е. величину min(|i − j|, n − |i − j|). Хорда цикла — это ребро,
соединяющее две вершины цикла, но не принадлежащее ему. Длиной

хорды называем расстояние на цикле между её вершинами.
Введём две операции над графами.
1) Вращение. Пусть G — граф с множеством вершин {1, 2, . . . , n},

α — циклический сдвиг на этом множестве: α(x) = x+ 1 при x 6 n − 1,
α(n) = 1. Операция вращения преобразует граф G в граф G◦ = G∩Gα∩

Gα2
∩ . . . ∩Gαn−1

. Очевидно, что G
∩
→ G◦.

Если в графе G имеется стандартный гамильтонов цикл, то такой
цикл будет и в графе G◦. При этом относительно этого цикла при лю-
бом i = 2, 3, . . . , ⌊n/2⌋ в графе G◦ либо имеются все возможные хорды
длины i, либо нет ни одной такой хорды. Такие графы называют цирку-

лянтными.
2) Кручение. Пусть G — граф с множеством вершин {1, 2, . . . , n}, α —

подстановка на этом множестве, определяемая следующим образом:

α(x) =

{
x при x 6 k,
n+ k + 1− x при x > k.

Операцию преобразования графа G в граф Gα будем называть кручени-

ем порядка k. Если в графе G имеется стандартный гамильтонов цикл
с хордами (1, k + 1) и (k, n), то в графе Gα тоже будет стандартный
гамильтонов цикл.

Лемма 5. Если G — граф с нечётным числом вершин n, имеющий

гамильтонов цикл и не являющийся полным, то G
∩
→ Cn.

Доказательство. Предполагаем, что граф G имеет множество вер-
шин {1, 2, . . . , n}, n = 2s + 1, и в нём имеется стандартный гамильтонов
цикл. Покажем, что последовательностью вращений, кручений и пере-
сечений граф G можно преобразовать в граф Cn. Граф, образующий-
ся на разных этапах этих преобразований, обозначаем одной и той же
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буквой H, вначале H = G. В ходе всех преобразований сохраняются
два свойства:

• G
∩
→ H;

• в H имеется стандартный гамильтонов цикл.
Все хорды, упоминаемые далее в этом доказательстве, суть хорды отно-
сительно стандартного гамильтонова цикла. Преобразования выполня-
ются в три этапа.

1. Выполним вращение и получим циркулянтный граф H.
2. Устраним хорды длины s, если такие имеются. Применим к гра-

фу H кручение α порядка s. Так как обе хорды (1, s + 1) и (s, 2s + 1)
имеют длину s, они присутствуют в графе H, следовательно, в гра-
фе Hα тоже имеется стандартный гамильтонов цикл. Покажем, что для
любого j ∈ {2, . . . , s − 1} существует пара вершин с цикловым рассто-
янием j, переходящая под действием подстановки α в пару с цикло-
вым расстоянием s. Действительно, при нечётном j такой является пара
((j+1)/2, 2s+2−(j+1)/2), переходящая в пару ((j+1)/2, s+(j+1)/2),
а при чётном — пара (s − j/2 + 1, s + j/2 + 1), она переходит в пару
(s − j/2 + 1, 2s + 1 − j/2). Поскольку граф H не полный, найдётся та-
кое j, что хорд длины j в нём нет. Тогда преобразуем H в граф (H∩Hα)◦,
в котором не будет хорд длины s.

3. Устраним остальные хорды. Допустим, в графе H есть хорды дли-
ны k < s и нет хорд большей длины. Выполним кручение порядка k.
Если k чётное, то пара (k/2 + 1, n− k/2) с цикловым расстоянием k+1
перейдёт при этом в пару (k/2+1, 3k/2+1), имеющую цикловое расстоя-
ние k. Если k нечётное, то рассмотрим пару ((k+3)/2, n−(k+1)/2). Если
k < s−1, то её цикловое расстояние равно k+2, если же k = s−1, то оно
равно s. В результате кручения она перейдёт в пару ((k+3)/2, (3k+3)/2)
с цикловым расстоянием k. В любом случае пара с цикловым расстоя-
нием, большим k, переходит в пару с цикловым расстоянием k. Значит,
в графе (H ∩ Hα)◦ не будет хорд длины k и выше. Повторяя эти дей-
ствия, в конечном счёте получим граф, имеющий стандартный гамиль-
тонов цикл и не имеющий хорд, т. е. Cn. Лемма 5 доказана.

Лемма 6. При любом k > 3 любой двусвязный граф из класса

Free(〈
∩
→ Pk〉) либо является полным графом, либо не содержит нечёт-

ных циклов длины больше k.

Доказательство. Пусть G — двусвязный граф из Free(〈
∩
→ Pk〉)

содержащий нечётный цикл длины n > k, H — подграф, порождённый
множеством вершин такого цикла. Тогда H — полный подграф, иначе
по леммам 3 и 4 было бы G

∩
→ H

∩
→ Cn

∩
→ Pk. Значит, мощность наи-
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большей клики в графе G не меньше n. Допустим, граф G не полный.
Пусть X — наибольшая клика в G, x — вершина вне X, смежная с вер-
шиной y ∈ X и не смежная с вершиной z ∈ X. Так как граф G двусвяз-
ный, существует путь из x в X, не содержащий вершину y. Пусть P —
кратчайший из таких путей. Поскольку в графе G нет порождённого
подграфа Pk, число вершин в P не превосходит k− 1. Добавив к множе-
ству вершин этого пути вершины y, z и необходимое количество других
вершин из X, получим множество из n вершин, порождающее подграф,
содержащий цикл длины n и не являющийся полным. Но выше было
показано, что таких подграфов в графе G не существует. Лемма 6 дока-
зана.

Утверждение теоремы 4 следует из леммы 5 и следующих двух фак-
тов, первый из которых доказан в [4], а второй — в [7].

1. Если X — НМ-простой наследственный класс графов, то класс всех
графов, у которых каждый блок принадлежит X , тоже НМ-простой.

2. При любом k класс всех графов, не содержащих нечётных циклов
длины, большей k, НМ-простой.
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Abstract. The independent set problem is solvable in polynomial time
for the graphs not containing the path Pk for any fixed k. If the induced
path Pk is forbidden then the complexity of this problem is unknown for
k > 6. We consider the intermediate cases that the induced path Pk and
some of its spanning supergraphs are forbidden. We prove the solvabil-
ity of the independent set problem in polynomial time for the following
cases: (1) the supergraphs whose minimal degree is less than k/2 are
forbidden; (2) the supergraphs whose complementary graph has more
than k/2 edges are forbidden; (3) the supergraphs from which we can
obtain Pk by means of graph intersection are forbidden. Bibliogr. 12.

Keywords: independent set, forbidden subgraph, path, supergraph,
polynomial time.
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