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Аннотация. Будем говорить, что буквы x и y чередуются в сло-
ве w, если при удалении из w всех букв кроме x и y получается либо
слово вида xyxy . . . , либо слово вида yxyx . . . (каждое из этих слов
может иметь как чётную, так и нечётную длину). Граф G = (V,E)
представим в виде слова, если существует конечное слово w над ал-
фавитом V , в котором буквы x и y чередуются тогда и только тогда,
когда xy ∈ E.

Графы, представимые в виде слов, включают многие важные
классы графов, например: графы пересечения хорд, 3-раскрашива-
емые графы и графы сравнимости. В настоящей статье даётся пол-
ный обзор известных результатов по теории графов, представимых
в виде слов, включая самые последние достижения в этой области.
Табл. 2, ил. 11, библиогр. 48.

Ключевые слова: представление графов, ориентация, слово,
паттерн.

Введение

Теория графов, представимых в виде слов, является молодым, но
довольно перспективным направлением. Это понятие было впервые вве-
дено С. В. Китаевым по мотивам работы [36], посвящённой изучению
полугрупп Перкинса, которые играют центральную роль в теории полу-
групп с 1960 г., в частности, как инструмент для построения примеров
и контрпримеров [42]. Однако первым систематическим исследованием
графов, представимых в виде слов, следует назвать работу [34], с которой
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и началось развитие этой теории. К настоящему моменту имеется око-
ло 20 статей, в которых изучается данное направление, а также книга
С. Китаева и В. Лозина [33], посвящённая теории графов, представи-
мых в виде слов. Для работы с такими графами имеется программный
продукт, сделанный М. Гленом [23], заметно облегчающий проведение
исследований.

В [33] можно найти много примеров о связи графов, представимых
в виде слов, с различными прикладными задачами, что обуславлива-
ет интерес к изучению этих графов. Они имеют применение в алгебре,
теории графов, информатике, комбинаторике слов и теории расписаний.
В частности, с теоретико-графовой точки зрения они важны потому, что
обобщают несколько фундаментальных классов графов (например, гра-
фы пересечения хорд [12], 3-раскрашиваемые графы [4] и графы сравни-
мости [39]). Связь с теорией расписаний описана в [26].

Естественным образом возникают следующие вопросы.

• Все ли графы представимы в виде слов?
• Если нет, то можно ли охарактеризовать графы, представимые или

не представимые в виде слов?
• Как много имеется графов, представимых в виде слов?
• Чему равно число представимости графа, т. е. минимальная длина

слова, представляющего заданный граф?
• Насколько трудно (с алгоритмической точки зрения) определить,

является ли граф представимым в виде слова или нет?
• Какие операции над графами сохраняют свойства представимости

или непредставимости графа в виде слова?
• Какие графы из наиболее интересного для читателя класса графов

представимы в виде слов?

В настоящей статье предлагается полный обзор по графам, предста-
вимым в виде слов. Хотя часть из представленных результатов встреча-
лись ранее в [33], в обзоре отражены также новейшие достижения в этой
области. С другой стороны, некоторые обобщения теории графов, пред-
ставимых в виде слов [30], которые обсуждаются в [33, гл. 6], в насто-
ящий обзор не включены. Также ввиду ограниченности объёма статьи
часть доказательств опущена, хотя основные идеи доказательств авторы,
по возможности, пытаются в тексте отразить.

Отметим, что другие виды взаимосвязи между словами и графами
встречались в литературе довольно часто. Наиболее известный из них —
это слова Прюфера для деревьев [45]. Аналогичные взаимосвязи из-
вестны для пороговых графов [13], графов букв [43], графов переста-
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новок [38], графов пересечений вписанных многоугольников [37], почти
периодических слов (с переходом к числу Белла для свойств наслед-
ственных графов [3]) и ряда других графов [7, 19]. Более детальную ин-
формацию можно найти в [33, гл. 8].

Статья структурирована следующим образом. В разд. 1 вводятся по-
нятия графов, представимых в виде слов, а также числа представимости
таких графов. Далее рассматриваются графы с числом представимости
не более 3 и графы с большим числом представимости. В разд. 2 даётся
определение перестановочно представимых графов и обосновывается его
важность. Графы, представимые в виде слов, избегающих заданного пат-
терна, обсуждаются в разд. 3. Разд. 4 посвящён технике полутранзитив-
ных ориентаций, которая играет ключевую роль при изучении графов,
представимых в виде слов. Непредставимые в виде слов графы исследу-
ются в разд. 5, а операции на графах — в разд. 6. В частности, рассмат-
риваются операции дополнения, подразбиения рёбер, стягивания рёбер,
соединения графов ребром, склеивания графов по клике, замены верши-
ны модулем, декартово произведение, корневое произведение и переход
к рёберным графам. В разд. 7 представлены результаты, касающиеся вы-
числительной сложности, а в разд. 8 изучается представимость в виде
слов плоских графов. Наконец, в разд. 9 приводятся открытые проблемы
и направления для дальнейших исследований.

1. Графы, представимые в виде слов. Основные определения

Все неопределяемые в статье понятия можно найти в стандартных
учебниках по теории графов [18, 48] или теории слов [5, 6]. Все рассмат-
риваемые в работе графы являются простыми, т. е. не содержат петель
и/или параллельных рёбер.

Пусть w — слово над некоторым алфавитом, а x и y — две его раз-
личные буквы. Будем говорить, что x и y чередуются в w, если после
удаления из w всех букв кроме копий x и y, получится либо слово вида
xyxy . . . , либо слово вида yxyx . . . (длина каждого из этих слов может
быть как чётной, так и нечётной). Например, в слове 2311251324132 бук-
вы 2 и 3 чередуются, так же как и буквы 4 и 5, а любая другая пара
букв не чередуется.

Определение 1. Граф G = (V,E) представим в виде слова, если су-
ществует такое слово w, содержащее каждую букву из алфавита V , что
буквы x и y, x 6= y, чередуются в w тогда и только тогда, когда xy ∈ E.
Будем также говорить, что слово w представляет G, и называть w пред-

ставляющим словом.
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Заметим, что определение 1 не зависит от выбора меток вершин, так
что граф G может считаться непомеченным. Отметим также, что слов,
представляющих один и тот же граф, может быть бесконечно много.
Например, каждый полный граф Kn можно представить произвольным
числом конкатенаций одной и той же перестановки π над множеством
{1, 2, . . . , n}, а для представления безрёберного графа En с множеством
вершин V = {1, 2, . . . , n} подходит любое слово вида w112 . . . nn(n−1) . . .
1w2, где w1 и w2 — произвольные слова над алфавитом V .

Класс графов, представимых в виде слов, является наследственным,
т. е. замкнутым относительно удаления вершин (действительно, если сло-
во w представляет граф G, то слово w′, полученное из w удалением всех
копий буквы v, представляет граф G \ {v}). Это наблюдение помогло
найти единственную известную на сегодняшний день асимптотику для
числа графов, представимых в виде слов [17], которая приведена ниже.

Теорема 1 [17]. Число n-вершинных графов, представимых в виде

слов, равно 2
n2

3
+o(n2).

1.1. k-Представимость и число представимости графа. Сло-
во w называется k-униформным, если каждая буква встречается в w
ровно k раз. Например, слово 243321442311 3-униформно, а любая пере-
становка является 1-униформным словом.

Определение 2. Граф G называется k-представимым в виде слова

(далее будем для краткости писать k-представимым), если существу-
ет k-униформное слово w, представляющее его. В таком случае будем
говорить, что w k-представляет G.

Следующая теорема показывает эквивалентность определений 1 и 2.

Теорема 2 [34]. Граф представим в виде слова тогда и только тогда,

когда он k-представим для некоторого k.

Доказательство. Очевидно, что k-представимость влечёт предста-
вимость в виде слова. Докажем обратное. Пусть слово w0 представляет
граф G, причём каждая буква встречается в w0 не более k раз. Обозна-
чим через A множество букв, встречающихся ровно k раз. Если A 6= V ,
то рассмотрим слово w′, полученное удалением из w0 всех букв из A.
Пусть p(w′) является его начальной перестановкой (т. е. перестановкой,
которая получается удалением из w′ всех кроме первой копий каждой
буквы). Нетрудно проверить [34], что слово w1 = p(w′)w0 также пред-
ставляет граф G. Если оно не является k-униформным, то повторяем
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ту же самую процедуру до тех пор, пока не получим k-униформное сло-
во, представляющее G. Теорема 2 доказана.

Например, если k = 3 и w0 = 3412132154, то w1 = 34253412132154
и w2 = 534253412132154 представляют тот же самый граф, причём по-
следнее слово является 3-униформным.

Используя те же аргументы, что и в теореме 2, можно доказать, что
каждый граф, представимый в виде слова, имеет бесконечно много слов,
которые его представляют.

Теорема 3 [34]. Любой k-представимый граф G является (k + 1)-
представимым.

Отметим, что слово и его циклический сдвиг могут, вообще говоря,
представлять разные графы (например, 112 и 121). Однако в случае уни-
формного слова циклический сдвиг всегда представляет тот же самый
граф.

Утверждение 1 [34]. Пусть w = uv является k-униформным словом,

представляющим граф G, где u и v — некоторые слова над алфавитом V .

Тогда слово w′ = vu также представляет G.

Из теоремы 2 вытекает корректность следующего определения.

Определение 3. Числом представимости графа G называется ми-
нимальное k, для которого G является k-представимым. Для непред-
ставимых графов (существование которых будет показано ниже) можно
считать k = ∞. Обозначим через R(G) число представимости графа G
и положим Rk = {G | R(G) = k}.

Очевидно, что R1 = {G | G полный граф}. В следующем пункте дано
описание класса R2.

1.2. Графы с числом представимости 2. Сначала приведём четы-
ре примера классов графов с числом представимости 2, а именно: безрё-
берные графы, деревья и леса, циклы и лестницы. Далее установим, что
графы с числом представимости 2 суть в точности графы пересечения
хорд (определение этого класса приведено ниже в п. 5).

1. Безрёберные графы. Поскольку при n > 2 граф En не является
полным, то R(En) > 2. С другой стороны, как показано выше, En пред-
ставим в виде конкатенации двух перестановок, а значит, R(En) = 2.

2. Деревья и леса. Покажем по индукции, что любое дерево T яв-
ляется 2-представимым, а значит, при наличии в T не менее трёх вершин
R(T ) = 2. Если в дереве 1 или 2 вершины, то его можно представить
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словом 11 или 1212 соответственно. Пусть любое дерево на n − 1 вер-
шинах 2-представимо при n > 3. Рассмотрим дерево T на n вершинах,
и пусть x является в нём листом, соединённым с вершиной y. Удалив x,
получим дерево T ′, которое можно представить 2-униформным словом
вида w1yw2yw3, где подслова w1, w2 и w3 не содержат буквы y (отметим,
что некоторые из этих подслов могут оказаться пустыми). Тогда нетруд-
но убедиться, что слово w1yw2xyxw3 (так же как и слово w1xyxw2yw3)
2-представляет исходное дерево T .

Если лес F содержит несколько компонент (деревьев), то конкате-
нация 2-униформных слов, представляющих каждое дерево, очевидно
2-представляет F . Таким образом, для любого леса F хотя бы с двумя
деревьями имеем R(F ) = 2.

3. Циклы. Для 2-представления цикла Cn сначала найдём представ-
ление пути Pn на n вершинах, используя вышеописанный метод 2-пред-
ставления деревьев, затем сдвинем полученное слово на 1 позицию впра-
во (это слово все ещё будет представлять Pn по утверждению 1) и по-
меняем местами первые две буквы. Проиллюстрируем это на примере
цикла C6. Следуя индукции из предыдущего примера, строим 2-пред-
ставление пути P6:

1212 → 121323 → 12132434 → 1213243545 → 121324354656.

Сдвиг на 1 позицию вправо даёт слово 612132435465. Меняя местами
первые две буквы этого слова, получим слово 162132435465, 2-представ-
ляющее C6.

Т а б л и ц а 1

2-представление лестницы Ln при n = 1, 2, 3, 4

n 2-представление лестницы Ln

1 11′
11′

2 1′212′
21′2′1

3 12′1′323′
32′3′121′

4 1′213′2′434′
43′4′231′2′1

4. Лестницы. Лестницей Ln называется граф, содержащий 2n вер-
шин и 3n− 2 рёбер, который получен из двух копий пути Pn добавлением
рёбер, соединяющих копии одной и той же вершины. Пример лестни-
цы при n = 4 представлен на рис. 1. В [32] по индукции доказано, что
R(Ln) = 2 при n > 2. Табл. 1 даёт 2-представления Ln при n = 1, 2, 3, 4.

5. Графы пересечения хорд. Граф G называется графом пересе-

чения хорд, если его вершинам можно поставить в соответствие хорды
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Рис. 1. Лестница L4

некоторой окружности так, что две вершины смежны тогда и только то-
гда, когда соответствующие им хорды пересекаются (как кривые на плос-
кости). На рис. 2 приведён пример такого графа и соответствующее ему
семейство хорд.

Рис. 2. Семейство хорд и соответствующий ему граф пересечения хорд

Следующая теорема завершает характеризацию класса R2.

Теорема 4. Имеет место равенство R2 = {G | G является графом

пересечения хорд, отличным от полного графа}.

Доказательство. Пусть G — граф пересечения хорд. Рассмотрим
соответствующее ему семейство хорд. Можно считать, что все концы
хорд различны. Начав с произвольного конца хорды, пойдём по окруж-
ности по часовой стрелке, записывая номера всех хорд, концы которых
встречаются при обходе. В результате получится 2-униформное слово w,
в котором буквы x и y чередуются тогда и только тогда, когда соот-
ветствующие им хорды x и y пересекаются, т. е. вершины x и y смеж-
ны в G. Например, для графа на рис. 2 получим слово 13441232, кото-
рое 2-представляет изображённый граф. Обратно, пусть G 2-представим
в виде слова w. Выберем на окружности 2n точек, пометим их по цик-
лу буквами слова w и проведём хорды, соединяющие точки с одинако-
выми метками. Нетрудно видеть, что данное семейство хорд порожда-
ет граф G. Таким образом, G является графом пересечения хорд тогда
и только тогда, когда G ∈ R2, за исключением полных графов, которые
лежат в классе R1. Теорема 4 доказана.
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Отметим, что хотя класс графов пересечений хорд является наслед-
ственным, до настоящего времени неизвестно его представление на язы-
ке запрещённых подграфов. Таким образом, теорема 4 может быть ис-
пользована для проверки принадлежности тех или иных графов к этому
классу.

1.3. Графы с числом представимости 3. В отличие от графов
с числом представимости 2, полной характеризации 3-представимых гра-
фов в настоящее время неизвестно. Однако об этом классе имеется ряд
интересных результатов, представленных ниже.

1. Граф Петерсена. В 2010 г. А. Коновалов и P. Линтон с помощью
компьютера не только показали, что граф Петерсена (рис. 3) не является
2-представимым, но и нашли два различных 3-представления для него:

• 138729607493541283076850194562,
• 134058679027341283506819726495.

Рис. 3. Граф Петерсена

Приведём доказательство того, что граф Петерсена не лежит в клас-
се R2.

Теорема 5 [27]. Граф Петерсена не является 2-представимым.

Доказательство. Предположим, что граф Петерсена 2-предста-
вим. Пусть w является 2-униформным словом, которое его представляет.
Обозначим через x такую букву в слове w, что число букв между двумя
копиями x минимально. Поскольку граф Петерсена однородный степе-
ни 3, нетрудно видеть, что между двумя копиями x будет ровно три
различные буквы (если бы букв было больше, то среди них были хотя
бы две одинаковые, что противоречит выбору x).

Из соображений симметрии и по утверждению 1 можно считать, что
x = 1 и слово w начинается с 1. Тогда буквы 2, 5 и 6 лежат между дву-
мя копиями 1. Так как граф Петерсена рёберно-транзитивный (т. е. для
любых двух рёбер e1, e2 существует автоморфизм, переводящий e1 в e2;
в частности, любое ребро можно сделать «внутренним»), а вершины 2,
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5 и 6 попарно не смежны, можно считать, что w = 12561w16w25w32w4,
где wi, i ∈ {1, 2, 3, 4}, являются какими-то (возможно, пустыми) словами,
не содержащими букв 1, 2, 5, 6. Чтобы чередоваться с 6, но не чередовать-
ся с 5, буква 8 должна быть в w1 и w2. Аналогично, чтобы чередоваться
с 2 и не чередоваться с 5, буква 3 должна быть в w3 и w4. Но тогда w
содержит подслово 8833, т. е. 8 и 3 несмежны; противоречие. Теорема 5
доказана.

2. Призмы. Призмой Prn называется граф, состоящий из двух копий
цикла Cn с вершинами 12 . . . n и 1′2′ . . . n′ (здесь n > 3 и вершины обоих
циклов перечислены в циклическом порядке), соединённых рёбрами ви-
да ii′ для i = 1, . . . , n. Например, трёхмерный куб является призмой Pr4.

Теорема 6 [34]. Каждая призма Prn 3-представима.

В [34] также было показано, что треугольная призма Pr3 не является
2-представимой. Аналогичное утверждение верно и для всех остальных
призм.

Теорема 7 [32]. Никакая призма Prn не является 2-представимой.

Из теорем 6 и 7 следует, что Prn ∈ R3 для всех n > 3.

3. Раскраска графов в R3. Теорема 12 ниже показывает, что R3

не включает в себя класс двудольных графов, а значит, и класс c-рас-
крашиваемых графов для любого c > 3.

Естественно задать обратный вопрос: верно ли, что класс R3 лежит
в классе c-раскрашиваемых графов для некоторого c? Простой аргумент,
связанный с заменой вершины в 3-представимой треугольной призме Pr3
полным подграфом определённого размера, позволяет доказать следую-
щий результат.

Теорема 8 [32]. Класс R3 не является подклассом c-раскрашивае-

мых графов ни для какого c.

4. Подразбиения графов. Следующая теорема оказывается полез-
ным инструментом для построения 3-представимых графов.

Теорема 9 [34]. Пусть G = (V,E) — 3-представимый граф и x, y ∈ V .

Обозначим через H граф, полученный из G добавлением к нему пути

длины не менее 3, соединяющего x и y. Тогда H также 3-представим.

Напомним определения некоторых операций над графами. Подразби-

ением графа G называется граф, полученный из G заменой каждого реб-
ра xy простым путём из x в y. Подразбиение называется k-подразбиени-

ем, если каждый из этих путей имеет длину не меньше k. Стягиванием

ребра называется операция замены его концов одной вершиной, смежной
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со всеми соседями хотя бы одного из концов этого ребра, и удаления об-
разовавшихся петель и параллельных рёбер. Неориентированный граф G
является минором неориентированного графа H, если G может быть по-
лучен из H операциями стягивания рёбер, удаления вершин и удаления
рёбер.

Теорема 10 [34]. Для любого графа G существует бесконечно много

3-представимых графов H, содержащих минор G, причём все эти при-

меры могут быть получены из G с помощью 3-подразбиения.

Для доказательства теоремы показывается, что 3-подразбиение любо-
го графа G всегда 3-представимо. Также из теоремы 9 и доказательства
теоремы 10 в [34] следует, что граф, полученный из безрёберного гра-
фа добавлением путей длины не меньше 3 между некоторыми парами
вершин, 3-представим.

Наконец, отметим, что 2-подразбиение всех рёбер даёт двудольный
граф, который представим по теореме 13 (см. разд. 2).

1.4. Графы с большим числом представимости. Из теоремы 28
мы увидим, что верхняя оценка на длину кратчайшего униформного сло-
ва, представляющего n-вершинный граф G, не превосходит 2n2, т. е. до-
статочно 2n копий каждой буквы. Далее покажем существование класса
графов, которые требуют ровно ⌊n/2⌋ копий каждой буквы для своего
представления. Это самое длинное кратчайшее слово, представляющее
граф, известное в настоящий момент.

Граф-корона Hk,k — это граф, получаемый из полного двудольного
графа Kk,k удалением совершенного паросочетания.

По теореме 13 Hk,k может быть представлен конкатенацией переста-
новок, поскольку Hk,k, как и всякий двудольный граф, является графом
сравнимости (см. разд. 2). Известно, что для представления Hk,k тре-
буется k перестановок. Можно ли найти более короткое представление?
Ниже показано, что да, но представление все равно получается длинным
(линейным по k).

Очевидно, что H1,1 ∈ R2 и H2,2 ∈ R2 (H2,2 можно представить словом
121′2′212′1′). Кроме того, H3,3 = C6 ∈ R2 и H4,4 = Pr4 ∈ R3, как показано
выше. Следующая теорема определяет число представимости R(Hk,k)
для k > 5.

Теорема 11 [25]. При k > 5 число представимости графа Hk,k равно

⌈k/2⌉.

Обозначим через Gk граф, полученный из графа-короны Hk,k до-
бавлением всесмежной (т. е. смежной со всеми остальными вершинами
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графа) вершины. Отметим, что Gk содержит n = 2k + 1 вершин.
Граф Gk является наихудшим известным примером с точки зрения

длины кратчайшего представляющего слова.

Теорема 12 [34]. Число представимости графа Gk равно ⌊(2k+1)/2⌋.

Неизвестно, существуют ли n-вершинные графы, число представимо-
сти которых лежит между ⌊n/2⌋ и 2n (эта оценка следует из теоремы 28).

2. Перестановочно представимые графы и их значение

Ориентация графа называется транзитивной если из наличия дуг
u → v и v → z следует существование дуги u → z. Неориентированный
граф является графом сравнимости, если у него существует транзитив-
ная ориентация. Легко показать, что наименьшим графом, не имеющим
такой ориентации, является цикл C5.

Определение 4. Граф G = (V,E) перестановочно представим, ес-
ли он может быть представлен словом вида p1p2 . . . pk, где каждая pi
является перестановкой над V . Если в таком слове использовано k пере-
становок, то говорим, что G перестановочно k-представим.

Например, цикл C4 является перестановочно 2-представимым, в чём
можно убедиться, рассмотрев слово 13243142.

Следующая теорема является простым следствием того факта, что
любой частичный порядок можно задать как пересечение линейных по-
рядков.

Теорема 13 [36]. Граф перестановочно представим тогда и только

тогда, когда он является графом сравнимости.

Следующая теорема устанавливает связь между представимостью
в виде слова и перестановочной представимостью.

Теорема 14 [34]. Граф G, полученный из графа H добавлением все-

смежной вершины, представим в виде слова тогда и только тогда, ко-

гда H перестановочно представим.

Колесом Wn называется граф, полученный из цикла Cn добавлени-
ем всесмежной вершины. Нетрудно убедиться, что никакой нечётный
цикл C2n+1 при n > 2 не является графом сравнимости, а значит, все
нечётные колеса W2n+1 непредставимы при n > 2. На самом деле W5

является наименьшим непредставимым графом и единственным таким
графом на 6 вершинах. В разд. 5 приведены другие примеры непредста-
вимых графов.
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Как прямое следствие теоремы 14 получается следующее свойство
подграфов, индуцированных окружением (множеством соседей) каждой
вершины представимого графа.

Теорема 15 [34]. Если граф G представим в виде слова, то окруже-

ние любой вершины в G является перестановочно представимым.

Из теорем 13 и 15 следует, что окружение любой вершины в пере-
становочно представимом графе является графом сравнимости. Обрат-
ное к теореме 15 утверждение неверно, что можно продемонстрировать
на двух примерах на рис. 4 из работ [27] и [17] соответственно.

Рис. 4. Непредставимые графы, в которых окружение
каждой вершины образует граф сравнимости

Кликой в графе называется подмножество попарно смежных вершин.
Известно, что задача поиска в заданном графе G клики максимальной
мощности является NP-трудной [8,20]. Однако в классе графов, предста-
вимых в виде слов, эта проблема полиномиально разрешима, что следует
из теоремы 15, как показано ниже.

Теорема 16 [28, 29]. Задача о максимальной клике полиномиально

разрешима для графов, представимых в виде слов.

Доказательство. Пусть граф G представим в виде слова. Тогда
по теореме 15 окружение каждой его вершины индуцирует граф сравни-
мости. Известно [20], что задача о максимальной клике полиномиально
разрешима для графов сравнимости. Значит, и задача поиска максималь-
ной клики в графе G также разрешима за полиномиальное время.

3. Графы, представимые в виде слов
с запрещёнными паттернами

Паттерном называется слово над алфавитом {1, 2, . . . , k} для неко-
торого k, содержащее каждую букву из {1, 2, . . . , k} хотя бы один раз.
Паттерн τ = τ1τ2 . . . τm встречается в слове w = w1w2 . . . wn, если най-
дутся такие 1 6 i1 < i2 < · · · < im 6 n, что τ1τ2 . . . τm изоморфно
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(в смысле порядка) wi1wi2 . . . wim . Говорим, что w избегает τ (или явля-
ется τ -избегающим), если τ не встречается в w . Например, в слове 42316
встречается пять паттернов 213 (а именно, 426, 436, 416, 216, 316), но нет
паттерна 132. Изучение паттернов в словах и перестановках является
очень популярным направлением (см., например, [2, 9, 11, 16, 31, 40, 46]).

В этом смысле естественным является вопрос [33, разд. 7.8]: если дан
паттерн или набор паттернов, то какие классы графов представляются
в виде слов, избегающих данных паттернов?

В качестве простейшего примера рассмотрим класс графов, предста-
вимых в виде слов, избегающих паттерна 21. Очевидно, что такие слова
имеют вид w = 11 . . . 122 . . . 2 . . . nn . . . n. Следовательно, если буква x
встречается в слове хотя бы дважды, то соответствующая вершина яв-
ляется изолированной. При этом множество вершин, соответствующее
буквам, которые встречаются ровно один раз, образуют клику. Таким
образом, 21-избегающие слова представляют графы, являющиеся объ-
единением полного графа и множества изолированных вершин.

Рис. 5. Отношение между классами графов

Данному направлению посвящены работы [21,41], их результаты при-
водятся далее. До сих пор за исключением теоремы 17 и следствия 1
ниже только 132-избегающие и 123-избегающие слова рассматривались
с точки зрения представления графов в виде таких слов. Результаты этих
исследований представлены на рис. 5. На этом рисунке (и вообще в этом
разделе) мы упрощённо называем τ -представимыми графы, представи-
мые в виде τ -избегающих слов (во избежание путаницы ранее введённое
понятие k-представимого графа в этом разделе использоваться не будет).

Отметим, что в отличие от стандартного представления графов в ви-
де слов, добавление дополнительных требований на отсутствие паттер-
нов налагает существенные ограничения на нумерацию вершин (т. е. на
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то, каким образом помечены вершины графа). Например, 132-избега-
ющее слово 543212345 представляет граф слева на рис. 6, в то время
как граф справа невозможно представить в виде 132-избегающего сло-
ва. Действительно, никакие две буквы из множества {1, 2, 3, 4} не могут
встречаться в слове ровно один раз, так как иначе соответствующие вер-
шины будут смежны. Пусть 1, 2 и 3 встречаются хотя бы дважды. Если
буква 5 встречается один раз, то она вместе с буквой 1 слева от неё и бук-
вой 2 справа от неё образует паттерн 132. Если буква 5 встречается хотя
бы дважды, то между первой и второй её копиями каждая из остальных
букв встречается ровно один раз, а среди букв из множества {1, 2, 3} хотя
бы две встретятся либо слева от первой копии 5, либо справа от второй
копии 5. В любом из этих случаев паттерн 132 неизбежен.

Поэтому говорим, что граф G не является τ -представимым, если ни
при какой нумерации вершин его нельзя представить в виде τ -избегаю-
щего слова.

Рис. 6. 132-представимая (слева) и не 132-представимая (справа)
нумерация одного и того же графа

Следующая теорема имеет огромный потенциал для изучения τ -пред-
ставимых графов для паттернов τ длины 4 или больше.

Теорема 17 [41]. Пусть G — граф, представимый в виде слова, избе-

гающего паттерна τ длины k+1. Пусть x — вершина в графе G степени

d(x) > k. Тогда каждое слово w, которое не содержит τ и представля-

ет G, содержит не более k копий буквы x.

Доказательство. Если в слове w имеется не менее k + 1 копий
буквы x, то в нём есть фактор (подслово из подряд идущих букв) вида
xw1x . . . wkx, где все k соседей x в G встречаются в каждом из wi. Но то-
гда w содержит все паттерны длины k + 1 и, в частности, содержит τ ;
противоречие. Теорема 17 доказана.

Следствие 1 [41]. Пусть слово w, представляющее граф G, избе-

гает некоторого паттерна длины k + 1. Если вершина y имеет степень

не менее k и x смежна с y, то x встречается в w не более k + 1 раз.
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3.1. 132-Представимые графы. В [21] доказано, что минимальный
по числу вершин непредставимый граф W5 также является минималь-
ным 132-непредставимым графом (при этом неизвестно, существуют ли
другие 132-непредставимые графы на 6 вершинах).

Теорема 18 [21]. Если граф G 132-представим, то существует та-

кое 132-избегающее слово w, представляющее G, что каждая буква в w
встречается не более чем дважды.

Из теорем 18 и 4 вытекает, что каждый 132-представимый граф яв-
ляется графом пересечения хорд. Отсюда по теоремам 4 и 7 никакая
призма Prn, n > 3, не 132-представима. Естественно возникает вопрос:
всякий ли граф пересечения хорд 132-представим? Отрицательный ответ
на него даёт

Теорема 19 [41]. Не все графы пересечения хорд 132-представимы.

В частности, объединение двух графов K4 является 132-непредставимым

графом пересечения хорд.

Теорема 20 [21]. Любое дерево 132-представимо.

Отметим, что в случае представления графов в виде слов, избега-
ющих паттернов, теорема 2 не всегда работает, поскольку расширение
представляющего слова до униформного может породить запрещённый
паттерн. Например, хотя полный граф Kn можно представить 132-избе-
гающим словом n(n − 1) . . . 1, как было показано в [41], при n > 4 этот
граф нельзя представить в виде 2-униформного 132-избегающего сло-
ва. Однако в [41] показано, что любое дерево можно представить 2-уни-
формным словом, тем самым усиливая теорему 20. Ещё один результат
про представление графа в виде униформного 132-избегающего слова
приведён в теореме 26.

Теорема 21 [21]. Любой цикл 132-представим.

Доказательство. Обозначим вершины цикла Cn через 1, 2, . . . , n
по часовой стрелке и представим полученный граф в виде 132-избегаю-
щего слова (n − 1)n(n − 2)(n − 1)(n − 3)(n − 2) . . . 45342312. Теорема 21
доказана.

Теорема 22 [21]. При n > 1 полный граф Kn 132-представим. Более

того, при n > 3 имеется 2+Cn−2+
∑n

i=0Ci различных 132-представлений

для Kn, где Cn = 1
n+1

(2n
n

)
— это n-е число Каталана. Кроме того, K1

может быть представлен словом вида 11 . . . 1, а K2 — словом вида 1212 . . .
или 2121 . . . любой длины.
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Из доказательства теоремы 22 следует [21], что при n > 3 длина
представляющего 132-избегающего слова для Kn лежит в множестве
{n, n+ 1, n + 2, n+ 3}.

3.2. 123-Представимые графы.

Теорема 23 [41]. Любой 123-представимый граф является графом

пересечения хорд.

Теорема 24 [41]. Любой цикл 123-представим.

Доказательство. Слово, приведённое в доказательстве теоремы 21,
очевидно, является и 123-избегающим. Теорема 24 доказана.

Теорема 25 [41]. Звезда K1,6 не 123-представима.

Нетрудно проверить, что K1,6 является графом пересечения хорд, так
что не все такие графы 123-представимы. Также из теоремы 25 следу-
ет, что не все деревья 123-представимы. Заметим, что звезда K1,5 123-
представима в виде слова 56465321412.

На основе теорем 19 и 25 можно построить граф пересечения хорд
на 15 вершинах, который не является ни 123-, ни 132-представимым [41].

Заметим, что в отличие от 132-представимости, полный граф Kn

можно представить в виде 123-избегающего 2-униформного слова n(n−1)
. . . 1n(n−1) . . . 1, как отмечено в [41]. Там же показано, что путь Pn мож-
но 123-представить в виде 2-униформного слова.

В завершение раздела приведём общую теорему о представлении в ви-
де униформного слова применительно к 123- и 132-представлениям.

Теорема 26 [41]. Пусть τ ∈ {123, 132}, а граф G содержит k компо-

нент связности G1, G2, . . . , Gk, каждая из которых τ -представима. Тогда

граф G τ -представим тогда и только тогда, когда не более чем одну

из компонент нельзя τ -представить в виде 2-униформного слова.

4. Полутранзитивные ориентации и представимые графы

Полуциклом называется ориентированный граф, полученный из цик-
ла заменой ориентации одного ребра. Другими словами, полуцикл пред-
ставляет собой ориентированный путь x1x2 . . . xn и дугу x1xn. Говорим,
что полуцикл в ациклическом ориентированном графе образует срез, ес-
ли он не порождает транзитивного подграфа (т. е. в нём нет некоторой
дуги xixj при i < j). Заметим, что вершины xi и xj в срезе должны
быть несмежны (дуги xjxi нет из-за ацикличности графа). Ясно, что
срез содержит не менее четырёх вершин.
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Определение 5. Ориентация графа называется полутранзитивной,
если она ациклическая и не содержит срезов.

Из определения сразу следует, что всякая транзитивная ориентация
является полутранзитивной. Обратное неверно, что легко заметить на
примере ориентированного пути.

Как будет видно из теоремы 27, поиск полутранзитивной ориентации
графа эквивалентен распознаванию его представимости в виде слова,
а эта задача NP-полна (см. теорему 38). Поэтому эффективного способа
построения полутранзитивной ориентации в общем случае скорее всего
не существует.

Следующая теорема характеризует графы, представимые в виде слов,
в терминах ориентаций.

Теорема 27 [29]. Граф G представим в виде слова тогда и только

тогда, когда G допускает полутранзитивную ориентацию.

Доказательство. Необходимость. Пусть G представим в виде
k-униформного слова w. Ориентируем каждое ребро графа так, чтобы
начальная вершина каждой дуги появлялась в слове w раньше, чем ко-
нечная. Покажем, что такая ориентация полутранзитивна. Пусть в ор-
графе есть полуцикл, включающий ориентированный путь x1x2 . . . xt
и дугу x1xt. Тогда для всех i = 1, . . . , t − 1 и j = 1, . . . , k j-я копия бук-
вы xi встречается в w раньше j-й копии буквы xi+1. Поскольку x1xt ∈ E,
то (j + 1)-я копия буквы x1 должна идти в w после j-й копии буквы xt
(для всех j = 1, . . . , k − 1). Следовательно, для любых i, j ∈ {1, . . . , t}
буквы xi и xj чередуются в w, а значит, полуцикл ориентирован транзи-
тивно, т. е. G не содержит среза.

Доказательство достаточности довольно громоздко, поэтому приве-
дём его схематически. Детальное описание алгоритма, строящего по по-
лутранзитивной ориентации представление графа в виде слова, можно
найти в [29].

Для любого подмножества A ⊂ V ориентированного графа G =
(V,E) назовём перестановку π над множеством A правильной, если для
любой дуги uv ∈ E, где u, v ∈ A, буква u встречается в π раньше v.
Нетрудно видеть, что в ациклическом графе для любого подмножества
вершин существует хотя бы одна правильная перестановка. Пусть зада-
на полутранзитивная ориентация графа G = (V,E). Для произвольной
вершины v ∈ V положим I(v) = {x | xv ∈ E} и O(v) = {y | vy ∈ E}. Обо-
значим через A(v) множество всех вершин из V \I(v), из которых имеется
путь в вершину v, а через B(v) — множество всех вершин из V \ O(v),
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в которые можно попасть из вершины v. Наконец, положим

T (v) = V \ (A(v) ∪B(v) ∪ I(v) ∪O(v) ∪ {v}).

Ввиду ацикличности ориентации множества A(v), B(v), I(v), O(v) и T (v)
попарно не пересекаются (при этом некоторые из них могут быть пусты-
ми). Обозначим через A, B, I, O, T правильные перестановки для соот-
ветствующих множеств. В [29] доказано, что если ориентация полутран-
зитивна, то 2-униформное слово W (v) = AITAvOIvBTOB порождает
такой граф H(v), что G ⊆ H(v) и NG(v) = NH(v)(v). Тогда конкатенация
слов W (v) по всем вершинам представляет граф G. Теорема 27 доказана.

Из доказательства теоремы 27 вытекает оценка 2n2 на длину мини-
мального униформного слова, представляющего граф. Однако её можно
немного улучшить.

Теорема 28 [29]. Пусть G — неполный представимый в виде слова

граф. Тогда он 2(n−κ(G))-представим, где κ(G) — размер максимальной

клики в G.

Доказательство. Пусть K — клика максимального размера в G.
Рассмотрим конкатенацию W слов W (v) из доказательства теоремы 27
по всем вершинам v ∈ V \K. Пусть W представляет граф H. Посколь-
ку G является подграфом каждого из графов H(v), все рёбра графа G
присутствуют в H. С другой стороны, для любого антиребра uv 6∈ E(G)
хотя бы один из его концов (например u) не лежит в K. Но тогда uv 6∈
E(H(u)), а значит, и uv 6∈ E(H). Следовательно, H = G, т. е. G будет
2(n − κ(G))-представимым. Теорема 28 доказана.

Естественным следствием теоремы 28 является принадлежность за-
дачи распознавания представимости графа в виде слова классу NP. Дей-
ствительно, длина представляющего слова не превосходит 2n2, а чередо-
вание любой пары букв в слове проверяется за O(n2) операций.

М. Халлдорсон показал, что проверка полутранзитивности ориента-
ции также может быть выполнена за полиномиальное время и чисто
графовыми методами (см. [33, замечание 4.2.3]).

Следующая теорема показывает, что класс графов, представимых
в виде слов, включает в себя все 3-раскрашиваемые графы.

Теорема 29 [29]. Любой 3-раскрашиваемый граф представим в виде

слова.

Доказательство. Пусть вершины графа раскрашены цветами 1,
2 и 3. Ориентируем все рёбра так, чтобы цвет начальной вершины был
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меньше цвета конечной. Очевидно, что эта ориентация полутранзитивна,
так как она ациклична и любой путь имеет длину не больше 2 (а в срезе
должно быть хотя бы 4 вершины). Значит, по теореме 27 граф предста-
вим в виде слова. Теорема 29 доказана.

Из теоремы 29 и теоремы Брукса [18] следует, например, представи-
мость всех графов максимальной степени 3 (в частности, графа Петер-
сена, что было показано ранее). Другие применения теоремы 29 можно
найти ниже.

5. Непредставимые графы

В разд. 2 уже говорилось, что нечётные колёса W2n+1 непредставимы
при n > 2, а W5 — минимальный по числу вершин непредставимый граф.
Учитывая наследственность класса представимых графов, получаем, что
весь класс W графов, содержащих какое-либо колесо W2n+1 (n > 2) в ка-
честве индуцированного подграфа, непредставим. Заметим, что каждый
граф из W обязательно содержит вершину степени 5 или больше, а также
треугольник. Естественно спросить, существуют ли непредставимые гра-
фы максимальной степени 4 или без треугольников. На оба эти вопроса
ответ положительный. Граф на рис. 4 справа, найденный в [17], отвечает
на первый вопрос, а ответ на второй вопрос даёт следующая конструк-
ция, предложенная в [28]. Пусть M — 4-хроматический граф с охватом
не меньше 10 (такие графы существуют по теореме Эрдёша [18,33]). Для
каждого пути длины 3 в M добавим к M ребро, соединяющее его концы.
Тогда полученный граф без треугольников будет непредставимым [28].

5.1. Число непредставимых графов. Согласно вычислительному
эксперименту, проведённому Х. Ченом, существуют 1, 25 и 929 неизо-
морфных непредставимых связных графов на шести, семи и восьми вер-
шинах соответственно. Эти результаты были подтверждены и распро-
странены Э. Аркюном, И. Гентом и К. Джефферсоном до девяти (68 545
графов) и десяти вершин (4 880 093 графов) с помощью методов цело-
численного программирования.

На рис. 7 представлены все 25 найденных Х. Ченом неизоморфных
непредставимых графа на семи вершинах. Отметим, что 15 из этих гра-
фов содержат W5 (единственный непредставимый граф на шести вер-
шинах), так что лишь 10 непредставимых графов на семи вершинах
на рис. 7 являются минимальными.

5.2. Непредставимые рёберные графы. Рёберным графом для
графа G = (V,E) называется граф с множеством вершин E, где две
вершины смежны тогда и только тогда, когда соответствующие рёбра
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Рис. 7. 25 неизоморфных непредставимых графов на 7 вершинах

в G имеют общий конец; такой граф обозначается через L(G). Рёберные
графы можно использовать для построения непредставимых графов, что
следует из нижеприведённых теорем.

Теорема 30 [35]. Пусть n > 4. Для любого колеса Wn его рёберный

граф L(Wn) непредставим.

Теорема 31 [35]. Пусть n > 5. Тогда для любого полного графа Kn

его рёберный граф L(Kn) непредставим.

Следующая теорема позволяет с помощью m-кратного применения
операции перехода к рёберным графам (обозначим результат этой проце-
дуры для графа G через Lm(G)) почти любой граф превратить в непред-
ставимый.

Теорема 32 [35]. Если связный граф G не является путём, циклом

или звездой K1,3, то граф Lm(G) непредставим при m > 4.

6. Представление графов в виде слов и операции на графах

В этом разделе рассмотрим некоторые основные операции на графах:
в частности, дополнение графа, подразбиение рёбер, стягивание рёбер,
соединение двух графов ребром, склеивание двух графов по клике, за-
мена вершины модулем, декартово произведение, корневое произведение
и переход к рёберным графам.
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Мы не рассматриваем добавление/удаление рёбер, которые очевидно
не сохраняют (не)представимость графа в виде слова, хотя в некоторых
ситуациях они могут её сохранять. Например, как показали Дж. Ким
и М. Ким, удаление рёбер сохраняет представимость графа в виде слов
для представимых графов, не содержащих подграфа K4 (см. также тео-
рему 33 ниже).

1. Дополнение. Дополнение к представимому графу может как
быть, так и не быть представимым в виде слова. Например, для любого
графа на 5 вершинах его дополнение представимо в виде слова. С дру-
гой стороны, дополнение непредставимого графа W5 будет объединени-
ем 5-цикла и изолированной вершины, а значит, является представимым
(например, в виде слова 112542643653). Нетрудно также построить при-
мер непредставимого графа, дополнение которого также непредставимо.
Например, граф G = W5 ∪ C5 ∪K1 обладает таким свойством, посколь-
ку и он сам, и его дополнение содержат W5 в качестве индуцированного
подграфа.

2. Подразбиение и стягивание рёбер. Подразбиение графа по-
лучается подразбиением его отдельных рёбер и рассматривалось в п. 2.3
с точки зрения 3-представимости. Заменив в теореме 10 «3-представи-
мый» на «представимый в виде слова», получим более слабое, но верное
утверждение, которое нетрудно доказать напрямую через полутранзи-
тивные ориентации. Действительно, ориентируя путь длины 3 так, что-
бы его внутренние вершины образовали источник и сток степени 2, мы
никак не сможем создать в графе ни ориентированного цикла, ни сре-
за. Следующая теорема показывает, что для некоторых классов графов
подразбиение рёбер сохраняет представимость, а для некоторых — нет.

Теорема 33. Подразбиение рёбер сохраняет представимость в виде

слова для графов, не содержащих подграфа K4. При этом существуют

представимые графы, не содержащие подграфа K5, подразбиение кото-

рых непредставимо.

По теореме 10 стягивание ребра в представимом графе может приве-
сти к непредставимому графу, хотя для некоторых классов (например,
для путей) эта операция сохраняет представимость. Стягивание ребра
непредставимого графа может также привести как к представимому, так
и к непредставимому графу. Например, стягивание любого ребра W5 да-
ёт представимый граф, а в непредставимом графе, состоящем из двух
копий W5, стягивание любого ребра приводит к непредставимому графу.
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3. Соединение графов ребром и склеивание по клике. По-
скольку представимость является наследственным свойством, ясно, что
если хотя бы один из двух графов непредставим, то в результате их
склейки по клике или соединения ребром также получится непредстави-
мый граф.

С другой стороны, пусть графы G1 и G2 представимы. Тогда склеи-
вание их по одной вершине или соединение ребром даст представимый
граф. Последнее утверждение легко показать через полутранзитивные
ориентации. Действительно, по теореме 27 и G1, и G2 можно ориентиро-
вать полутранзитивно, а склеивание графов по вершине или соединение
их ребром (ориентированным произвольно) не приведёт к образованию
циклов или срезов. Более того, в [32] было показано, что если Gi яв-
ляется ki-представимым (i = 1, 2), то графы, полученные склеивани-
ем G1 и G2 по вершине и соединением их по ребру, будут max(k1, k2)-
представимыми.

К сожалению, склеивание представимых графов по клике размера
больше 1 может привести к непредставимым графам. Соответствующие
примеры для клик размера 2 (ребро) и 3 (треугольник) можно найти
в [33, п. 5.4.3]. Склеивание представимых графов по кликам большего
размера остаётся открытым вопросом.

4. Замена вершины модулем. Подмножество вершин X ⊆ V
в графе G образует модуль, если все вершины из X имеют одно и то же
множество соседей вне X (т. е. в V \ X). Операция замены вершины x
графа G модулем H заключается в удалении из G вершины x, добавле-
нии графа H и всех рёбер вида yz, где y ∈ H, z ∈ N(x).

Теорема 34 [32]. Пусть граф G представим в виде слова и x ∈ V (G).
Пусть G′ получен из G заменой x модулем M , где M является графом

сравнимости. Тогда G′ также представим в виде слова. Более того, если

R(G) = k1 и R(M) = k2, то R(G′) = max{k1, k2}.

5. Декартово произведение графов. Декартовым произведением

G�H графов G = (V (G), E(G)) и H = (V (H), E(H)) называется граф
с множеством вершин V (G) × V (H), в котором вершины (u, u′) и (v, v′)
смежны тогда и только тогда, когда или u = v и u′ смежна с v′ в H, или
u′ = v′ и u смежна с v в G.

Следующую теорему доказал Б. Саган в 2014 г. Доказательство через
полутранзитивные ориентации можно найти в [33, п. 5.4.5].

Теорема 35. Пусть G и H представимы в виде слов. Тогда их де-

картово произведение G�H представимо в виде слова.
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6. Корневое произведение графов. Пусть имеются графы G и H,
причём одна из вершин графа H выделена в качестве корня. Тогда кор-

невым произведением G и H называется граф G ◦H, определяемый сле-
дующим образом: рассматривается |V (G)| копий графа H и каждая вер-
шина vi графа G склеивается с корнем i-й копии графа H.

Следующая теорема аналогична теореме 35.

Теорема 36 [33]. Пусть G и H представимы в виде слов. Тогда их

корневое произведение G ◦ H также представимо (для любого выбора

корня).

Доказательство. Поскольку склеивание vi в G с корнем i-й копии
графа H сохраняет представимость графа в виде слова, произведя эту
операцию для всех вершин графа G, получим представимый граф G◦H.
Теорема 36 доказана.

7. Переход к рёберному графу. Эта операция уже рассматрива-
лась выше в разд. 5. На основании полученных результатов видно, что
при переходе к рёберному графу представимый граф может стать как
представимым, так и непредставимым. Также известны примеры непред-
ставимых графов, чьи рёберные графы непредставимы. Однако до сих
пор неизвестно, существует ли непредставимый граф, рёберный к кото-
рому был бы представим.

7. Вопросы вычислительной сложности

В этом разделе представим результаты, касающиеся вычислительной
сложности задачи, а именно: сложность распознавания класса предста-
вимых графов и сложность некоторых классических NP-трудных задач
на графах из этого класса.

Несмотря на то, что задача о максимальной клике полиномиально
разрешима в классе представимых графов (теорема 16), многие класси-
ческие оптимизационные задачи остаются в этом классе NP-трудными.
Это следует из теоремы 29 и того, что соответствующие проблемы NP-
трудны для 3-раскрашиваемых графов.

Обоснование представленных в табл. 2 результатов по сложности,
а также строгие формулировки задач можно найти в [33, п. 4.2]. Ниже
обсудим доказательство того факта, что задача определения представи-
мости графа в виде слова является NP-полной.

Пусть P является частично упорядоченным множеством, а x и y —
два его элемента. Говорим, что x покрывает y, если x > y и нет такого
элемента z в P , что x > z > y. Граф покрытий GP частично упорядо-
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Т а б л и ц а 2

Известные результаты по сложности для представимых графов

Задача Сложность

Распознавание представимости графа в виде слова NP-полна
Приближение числа представимости графа NP-трудна

с точностью n1−ε для любого ε > 0
Кликовое покрытие NP-трудна

Определить, является ли граф k-представимым NP-полна
для любого фиксированного k, 3 6 k 6 ⌈n/2⌉

Доминирующее множество NP-трудна
Раскраска вершин NP-трудна

Максимальная клика P
Максимальное независимое множество NP-трудна

ченного множества P имеет множество вершин P , причём xy является
ребром в GP тогда и только тогда, когда x покрывает y или наоборот.

В. Лимузи заметил в 2014 г., что полутранзитивные ориентации гра-
фов без треугольников в точности совпадают с 2-хорошими ориентация-
ми, рассмотренными О. Претцелем в [44] (там же можно найти определе-
ние k-хороших ориентаций). Поэтому из утверждения 1 в [44] вытекает

Теорема 37. Класс представимых в виде слов графов без треуголь-

ников — это в точности класс графов покрытий частично упорядоченных

множеств.

В. Лимузи также указал, что задача распознавания графов покры-
тий частично упорядоченных множеств является NP-полной [10]. Отсюда
вытекает следующая, ключевая

Теорема 38. Задача распознавания графов, представимых в виде

слов, NP-полна.

8. Представление плоских графов в виде слов

Что касается плоских графов, очевидно, не все они представимы в ви-
де слова (например, все нечётные колёса W2n+1непредставимы). Однако
имеет место следующая

Теорема 39 [28]. Плоские графы без треугольников представимы.

Доказательство. По теореме Грёцша [47] каждый плоский граф
без треугольников 3-раскрашиваем, а значит, представим в виде слова
по теореме 29. Теорема 39 доказана.
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Классификация представимых плоских графов является интересной
открытой проблемой. Далее рассматриваются некоторые виды триан-
гуляций и подразбиений плоских графов. Ключевыми инструментами
при их рассмотрении являются 3-раскрашиваемость и полутранзитив-
ные ориентации.

8.1. Представление в виде слов триангуляций полимино. По-

лимино — это плоская геометрическая фигура, сформированная некото-
рым числом одинаковых квадратов, присоединённых друг к другу по рёб-
рам. Если углы квадратов считать вершинами, а стороны — рёбрами, то
получится граф, который также будем называть полимино. Наиболее ин-
тересны выпуклые полимино, т. е. такие, в которых множество квадратов
любого ряда (горизонтального или вертикального) образует связную об-
ласть. Под триангуляцией полимино понимается триангуляция всех его
внутренних граней.

Рис. 8. Нечётное колесо в триангуляции полимино

При триангуляции всех внутренних граней выпуклого полимино мо-
жет образоваться нечётное колесо (рис. 8). Оказывается, отсутствие та-
ких колёс влечёт 3-раскрашиваемость, а значит, и представимость по-
лученной триангуляции, что составляет основную идею доказательства
следующей теоремы.

Теорема 40 [1]. Триангуляция выпуклого полимино представима то-

гда и только тогда, когда она 3-раскрашиваема. Существуют не 3-рас-

крашиваемые триангуляции невыпуклых полимино, представимые в ви-

де слов.

Назовём прямоугольником с домино фигуру, полученную из прямо-
угольного полимино удалением одного из внутренних рёбер (рис. 9).

Теорема 41 [24]. Триангуляция любого прямоугольника с домино

представима тогда и только тогда, когда она 3-раскрашиваема.

8.2. Представление почти триангуляций в виде слов. Почти

триангуляция — это планарный граф, в котором каждая внутренняя
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Рис. 9. Триангуляция прямоугольника с домино

грань является треугольником (рассмотренные выше триангуляции по-
лимино являются на самом деле почти триангуляциями).

Следующая теорема обобщает теоремы 40 и 41.

Теорема 42 [22]. Почти триангуляция без K4 представима в виде

слова тогда и только тогда, когда она 3-раскрашиваема.

Характеризация представимых в виде слов почти триангуляций, со-
держащих K4, остаётся открытой проблемой.

Рис. 10. Цилиндрическая решётка

8.3. Триангуляция цилиндрических решёток. Цилиндрическая

решётка — это граф, образованный вертикальными (параллельными об-
разующим) отрезками и горизонтальными (параллельными плоскостям
основания) окружностями на поверхности цилиндра. Цилиндрическая
решётка также получается склеиванием левого и правого концов прямо-
угольной решётки (рис. 10). Часть решётки, заключённая между двумя
соседними вертикальными отрезками, называется сектором. Под триан-
гуляцией цилиндрической решётки будем понимать триангуляцию всех
граней, лежащих в объединении секторов (т. е. всех граней, кроме двух
оснований).
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Представимость триангуляций цилиндрических решёток полностью
характеризуется следующими двумя теоремами (в зависимости от числа
секторов).

Теорема 43 [15]. Триангуляция цилиндрической решётки с более

чем тремя секторами представима тогда и только тогда, когда она не со-

держит W5 или W7 в качестве индуцированного подграфа.

Теорема 44 [15]. Триангуляция цилиндрической решётки с тремя

секторами представима тогда и только тогда, когда она не содержит

ни одного из графов на рис. 11 в качестве индуцированного подграфа.

Рис. 11. Запрещённые подграфы для триангуляций
цилиндрических решёток с тремя секторами

8.4. Подразбиения графов треугольной решётки. Граф тре-

угольного замощения T∞ — это бесконечный граф, индуцированный за-
мощением плоскости равносторонними треугольниками. Граф треуголь-

ной решётки G получается из T∞ выбором произвольного конечного
числа треугольных ячеек и включением в G всех их вершин и рёбер.
Говорим, что ячейка входит в G, если все её рёбра принадлежат G.

Операция подразбиения ячейки состоит в добавлении внутрь ячейки
вершины и трёх рёбер, соединяющих её с вершинами ячейки (другими
словами, ячейка заменяется плоской копией графа K4). Соответственно
подразбиение множества ячеек S получается последовательным подраз-
биением каждой ячейки из S (при этом само множество S называется
подразбиваемым множеством). Подразбиением графа треугольной ре-
шётки называется граф, полученный подразбиением некоторого множе-
ства ячеек.
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Если подразбиение G представимо в виде слова, то и соответствую-
щее ему подразбиваемое множество будем называть представимым. Го-
ворим, что подразбиваемое множество максимально, если подразбиение
любой другой ячейки приводит к непредставимому графу.

Ребро графа треугольной решётки G, которое принадлежит ячейке
из T∞, не входящей в G, называется граничным. Ячейка, содержащая
хотя бы одно граничное ребро, называется граничной; остальные ячейки
в G называются внутренними.

Нетрудно заметить, что при подразбиении внутренней ячейки полу-
чается индуцированный подграф, изображённый в нижнем левом углу на
рис. 7. Следовательно, подразбиение любой внутренней ячейки приводит
к непредставимому графу. Оказывается, что это единственное препят-
ствие для представимомсти подразбиения графа треугольной решётки.

Теорема 45 [14]. Подразбиение графа треугольной решётки G пред-

ставимо тогда и только тогда, когда подразбиваемое множество не содер-

жит внутренних ячеек графа G.

Отметим, что теорему 45 можно также применить для поиска мак-
симальных представимых подразбиений ячеек двумерного треугольника
Серпинского SG(n) (детали можно найти в [14]).

9. Направления дальнейших исследований

В этом разделе перечисляются открытые проблемы и направления
дальнейших исследований, связанных с графами, представимыми в виде
слов.

• Охарактеризовать (не-)представимые плоские графы.
• Описать представимые почти триангуляции, содержащие K4.
• Описать все графы, представимые в виде слов, избегающих пат-

терна τ , где понятие «паттерн» можно определять разными способами
(см. [11, 31]).

• Правда ли, что граф-корона имеет самое длинное представляющее
слово среди всех двудольных графов с заданным чётным числом вер-
шин?

• Существуют ли представимые n-вершинные графы, представление
которых требует более ⌊n/2⌋ копий каждой буквы?

• Является ли рёберный граф непредставимого графа всегда непред-
ставимым?

• Описать представимые графы на языке запрещённых подграфов.
Последняя проблема представляется наиболее фундаментальной.
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Abstract. Letters x and y alternate in a word w if after deleting all let-
ters but x and y in w we get either a word xyxy . . . or a word yxyx . . .
(each of these words can be of odd or even length). A graph G = (V,E)
is word-representable if there is a finite word w over an alphabet V such
that the letters x and y alternate in w if and only if xy ∈ E. The word-
representable graphs include many important graph classes, in particu-
lar, circle graphs, 3-colorable graphs and comparability graphs. In this
paper we present the full survey of the available results on the theory
of word-representable graphs and the most recent achievements in this
field. Tab. 2, illustr. 11, bibliogr. 48.

Keywords: representation of graphs, orientation, word, pattern.
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