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Аннотация. Рассматривается задача синтеза схем из функциональ-
ных элементов, реализующих булевы функции от n переменных и до-
пускающих короткие полные проверяющие тесты относительно про-
извольных константных неисправностей на выходах элементов. До-
казано, что существует базис, состоящий из двух булевых функций
от не более чем четырёх переменных, в котором любую булеву функ-
цию можно реализовать схемой, допускающей указанный тест длины
не более 2. Ил. 1, библиогр. 33.

Ключевые слова: схема из функциональных элементов, констант-
ная неисправность, полный проверяющий тест.

Введение

В работе рассматривается задача синтеза легкотестируемых схем, ре-
ализующих заданные булевы функции. Логический подход к тестирова-
нию электрических схем предложен С. В. Яблонским и И. А. Чегис в [19];
этот подход также применим к тестированию схем из функциональных
элементов (см. [20, 21, 13]). Пусть имеется схема из функциональных эле-
ментов S с одним выходом, реализующая булеву функцию f(x̃n), где
x̃n = (x1, . . . , xn). Под воздействием некоторого источника неисправно-
стей один или несколько элементов схемы S могут перейти в неисправное
состояние. В результате схема S вместо исходной функции f(x̃n) будет
реализовывать некоторую булеву функцию g(x̃n), вообще говоря, отлич-
ную от f . Все такие функции g(x̃n), получающиеся при всевозможных
допустимых для рассматриваемой задачи неисправностях элементов схе-
мы S, называются функциями неисправности данной схемы.

∗)Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (про-
ект 14–21–00025 П).
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Введём следующие определения [20, 21, 13]. Проверяющим тестом

для схемы S называется такое множество T наборов значений перемен-
ных x1, . . . , xn, что для любой отличной от f(x̃n) функции неисправности
g(x̃n) схемы S в T найдётся набор σ̃, на котором f(σ̃) 6= g(σ̃). Диагно-

стическим тестом для схемы S называется такое множество T набо-
ров значений переменных x1, . . . , xn, что T является проверяющим те-
стом и, кроме того, для любых двух различных функций неисправности
g1(x̃

n) и g2(x̃
n) схемы S в T найдётся набор σ̃, на котором g1(σ̃) 6= g2(σ̃).

Число наборов в T называется длиной теста. В качестве тривиального
диагностического (и проверяющего) теста длины 2n для схемы S всегда
можно взять множество, состоящее из всех двоичных наборов длины n.
Тест называется полным, если в схеме могут быть неисправны сколь-
ко угодно элементов, и единичным, если в схеме может быть неисправен
только один элемент. Единичные тесты обычно рассматривают для неиз-
быточных схем [13], т. е. для таких схем, в которых любая допустимая
неисправность любого одного элемента приводит к функции неисправ-
ности, отличной от исходной функции, реализуемой данной схемой.

Любое множество булевых функций будем называть (схемным) ба-

зисом.

Пусть вид неисправностей элементов фиксирован, B — произвольный
функционально полный базис и T — полный проверяющий тест для неко-
торой схемы из функциональных элементов S в базисе B. Введём следу-
ющие обозначения: DB

ПП(T ) — длина теста T ; DB
ПП(S) = minDB

ПП(T ), где
минимум берётся по всем полным проверяющим тестам T для схемы S;
DB

ПП(f) = minDB
ПП(S), где минимум берётся по всем схемам S в базисе B,

реализующим функцию f ; DB
ПП(n) = maxDB

ПП(f), где максимум берётся
по всем булевым функциям f от n переменных. Функция DB

ПП(n) назы-
вается функцией Шеннона длины полного проверяющего теста. По ана-
логии с функциями DB

ПП можно ввести функции DB
ЕП, DB

ЕД и DB
ПД для

единичного проверяющего, единичного и полного диагностического те-
стов соответственно, зависящие от T , S, f и n (в определениях функций
DB

ЕП(f) и DB
ЕД(f) дополнительно предполагается неизбыточность схем).

Так, например, DB
ЕД(n) — функция Шеннона длины единичного диагно-

стического теста.

Перечислим основные результаты, касающиеся задачи тестирования
схем из функциональных элементов. Класс допустимых неисправностей
функциональных элементов ограничим константными неисправностями
на выходах элементов, при которых значение на выходе любого неис-
правного элемента становится равным некоторой булевой константе. Не-
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исправности на выходах элементов называются однотипными констант-
ными типа p, если эта константа одна и та же для каждого неисправного
элемента и равна p, и произвольными константными, если эта константа
может быть равна как 0, так и 1 для каждого неисправного элемента
независимо от неисправностей других элементов. Для удобства над бук-
вой D после символов, обозначающих базис, через точку с запятой будем
ставить символы «0, 1», «0» или «1» в случаях, когда в схемах допускают-
ся произвольные константные неисправности, однотипные константные
неисправности типа 0 или типа 1 на выходах элементов соответственно.
Вполне разумно предполагать, что если в базисе содержится булева кон-
станта α, то у элемента, её реализующего, не может быть неисправности
типа α.

Для удобства сперва будут перечислены результаты для произволь-
ных, а затем — для однотипных константных неисправностей на выходах
функциональных элементов.

В [30] для базиса Жегалкина B1 = {&,⊕, 1, 0} была получена оцен-
ка DB1; 0,1

ЕП (n) 6 n + 3. В дальнейшем результат работы [30] был обоб-
щён С. С. Колядой в [5] на случай произвольного функционально полно-
го конечного базиса. Последний результат, в свою очередь, был усилен
Д. С. Романовым, который в [16] для любого функционально полного
базиса B получил оценку DB; 0,1

ЕП (n) 6 4 (правда, в указанной работе
использовалось несколько другое определение неизбыточных схем). Для
полных проверяющих тестов Н. П. Редькин в [10, 12] для любого полного
конечного базиса B2 получил оценку

DB2; 0,1
ПП (n) 6 2(2⌊

n
2
⌋ + 2⌈

n
2
⌉ + n).

Д.С.Романов в [15] доказал, что существует базисB3, состоящий из не бо-
лее чем 46 булевых функций от не более чем семи переменных, для кото-
рого 2 6 DB3; 0,1

ПП (n) 6 4. В [13, с. 113, теорема 9] с использованием идей
С. В. Яблонского установлено, что для любого полного базиса B функ-
ция DB; 0,1

ЕД (n) асимптотически не превосходит 2n+1

n . Аналогично можно
показать, что

DB;p
ЕД (n) .

2n

n
, p = 0, 1.

В [17] для базисов B′
1 = {&,⊕,∼} и B′′

1 = {&,⊕, 1} получены неравенства

D
B′

1; 0,1
ЕД (n) 6 22 и D

B′′

1 ; 0,1
ЕД (n) 6 22, а также доказано, что существует

конечный полный базис B4, для которого DB4; 0,1
ЕД (n) 6 6.

Для базиса B5 = {&,∨,¬} в [11, 14] получены оценки DB5;p
ПП (n) 6 n

и DB5;p
ЕД (n) 6 2n + 1 для p = 0, 1. Первая из этих двух оценок впослед-
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ствии была улучшена Ю. В. Бородиной, которая в [1] установила, что
DB5;p

ПП (n) = 2. Вторая оценка улучшена в [9], где, в частности, доказано,
что DB5;p

ЕД (n) = 2. Для базиса B6 = {&,¬} в [8], в том числе, получены

равенства DB6;p
ЕП (n) = 3 для p = 0, 1. Ю. В. Бородина в базисе B7 = { | }

(штрих Шеффера) получила оценку DB7; 1
ПП (n) > n+ 1 [3]. Ей же для ба-

зиса Жегалкина B1 удалось найти точное значение функций Шеннона
DB1; 1

ЕП (n) = 1 [2] и DB1; 0
ПП (n) = 1 [4] (совместно с П. А. Бородиным). В [7],

в частности, установлено равенство DB1; 0
ЕД (n) = 2, а в [6] — неравенство

DB7; 1
ПД (n) a>

2
n
2

4√n
.

Зарубежные авторы в основном занимались развитием результата
из [30], используя реализацию булевых функций схемами из функцио-
нальных элементов на основе представления этих функций полиномами
Жегалкина и их вариациями (в англоязычной терминологии — канони-
ческими выражениями Рида— Маллера), а также введение в указанные
схемы дополнительных входов (точек управления) и/или выходов (точек
наблюдения), что выходит за рамки сформулированной выше задачи.
Результаты такого рода были получены, например, в [22–29, 31–33]. При
этом иногда предъявляемые множества входных наборов схем позволя-
ли распознать не все рассматриваемые неисправности, а лишь некото-
рый достаточно большой их процент, что подтверждалось результатами
компьютерного моделирования для конкретных или случайных булевых
функций; таким образом, эти множества не являлись тестами в указан-
ном выше понимании.

В данной работе будут рассматриваться только полные проверяющие
тесты, а в качестве неисправностей функциональных элементов — про-
извольные константные неисправности на выходах элементов. Для крат-
кости вместо DB; 0,1

ПП (f) и DB; 0,1
ПП (n) будем писать соответственно DB(f)

и DB(n).
Будем говорить, что функциональный элемент E′ расположен в схе-

ме S или в цепочке Z выше (ниже) функционального элемента E, если
в этой схеме (цепочке) существует ориентированный путь от E′ к E (со-
ответственно от E к E′).

Вместо «вход схемы S (элемента E), отвечающий переменной xi» для
краткости будем писать «вход xi схемы S (соответственно элемента E)».
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Формулировки и доказательства основных результатов

Рассмотрим в качестве базиса множество

B8 = {h(x, y, z, t), x ⊕ y ⊕ z, x},

где h(x, y, z, t) — булева функция, заданная следующей таблицей:

x y z t h(x, y, z, t) x y z t h(x, y, z, t)
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1 1 0 0 1
0 1 0 1 1 1 1 0 1 1
0 1 1 0 ∗ 1 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 1 1 1

(вместо звёздочки может стоять как 0, так и 1). Если вместо звёздочки
стоит 0, то функция h может быть задана следующей несложной фор-
мулой:

h(x, y, z, t) = x(y ∼ zt) ∨ yz.

Любой функциональный элемент, реализующий функцию вида h(x, y,
z, t) (вида x⊕y⊕z или x), будем называть контролирующим элементом

(соответственно сумматором или инвертором).
Выделим два возможных представления функции f(x̃n):

f(x̃n) = xi, (1)

где i ∈ {1, . . . , n},

f(x̃n) ≡ 0 или 1. (2)

Теорема 1. Для любой булевой функции f(x̃n) справедливо равен-

ство

DB8(f) =





0, если f представима в виде (1),

1, если f представима в виде (2),

2, если f не представима в виде (1) или (2).

Следствие 1. Для любого n > 1 справедливо равенство DB8(n) = 2.
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Доказательство теоремы 1. Вместо DB8(f) для краткости бу-
дем писать D(f). Можно считать, что в базисе B8 содержится функция
x&y: достаточно отождествить входы «x», «y» и «z» у произвольного
контролирующего элемента (КЭ) и получить двухвходовой элемент, ре-
ализующий функцию вида x&y от своих входов (это следует из равенств
h(0, 0, 0, 0) = h(0, 0, 0, 1) = h(1, 1, 1, 0) = 0, h(1, 1, 1, 1) = 1) и допускаю-
щий те же самые неисправности (а именно, неисправности типов 0 и 1
на его выходе), что и исходный КЭ. Любой функциональный элемент,
реализующий функцию вида x& y, будем называть конъюнктором.

Если функция f представима в виде (1), то её, очевидно, можно ре-
ализовать схемой, не содержащей функциональных элементов. У такой
схемы нет ни одной функции неисправности, поэтому пустое множество
является для неё полным проверяющим тестом, откуда следует равен-
ство D(f) = 0.

Пусть функция f представима в виде (2), т. е. f(x̃n) ≡ α, α ∈ {0, 1}.
Поскольку она не представима в виде (1), выход любой схемы, реализу-
ющей функцию f , не может совпадать ни с одним из её входов, поэтому
он является выходом некоторого функционального элемента. Тогда при
неисправности типа α на выходе этого элемента получающаяся схема бу-
дет реализовывать константу α, которую надо отличить от функции f
хотя бы на одном наборе, откуда следует, что D(f) > 1.

Докажем неравенство D(f) 6 1. Реализуем функцию f схемой S
в базисе B8, содержащей один инвертор и один КЭ. На вход инвер-
тора подадим переменную x1, его выход соединим со входом «t» и —
в случае α = 1 — со входом «y» КЭ; на входы «x», «z» и — в случае
α = 0 — на вход «y» этого КЭ подадим переменную x1. Пользуясь таб-
лицей значений функции h(x, y, z, t), нетрудно проверить, что указанная
схема реализует функцию f ≡ α и имеет две отличные от f функции
неисправности — константу α и функцию x1. Действительно, в случае
α = 1 схема S реализует функцию h(x1, x1, x1, x1) ≡ 1, а в случае α = 0 —
функцию h(x1, x1, x1, x1) ≡ 0; при неисправности типа α (типа α) КЭ
данная схема будет реализовывать функцию α (соответственно α); если
же КЭ в схеме S исправен, то при неисправности типа β инвертора она
станет реализовывать функции

h(x1, β, x1, β) =

{
x1, если β = 0,

1, если β = 1,
в случае α = 1,

h(x1, x1, x1, β) =

{
0, если β = 0,

x1, если β = 1,
в случае α = 0.
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Каждую из функций α, x1 можно отличить от функции f на любом
наборе длины n, первая слева компонента которого равна α. Поэтому
схема S допускает полный проверяющий тест длины 1, откуда D(f) 6 1.
В итоге для любой функции f вида (2) получаем равенство D(f) = 1.

Пусть теперь функция f не представима в виде (1) или (2). Выход
любой схемы, реализующей эту функцию, не может совпадать ни с одним
из её входов, поэтому он является выходом некоторого функционально-
го элемента. Тогда при неисправности типа 0 (1) этого элемента полу-
чающаяся схема будет реализовывать константу 0 (соответственно 1),
которую надо отличить от функции f хотя бы на одном наборе. Отсюда
следует, что в любой полный проверяющий тест для рассматриваемой
схемы должен входить хотя бы один набор, на котором функция f при-
нимает значение 1 (соответственно 0), поэтому D(f) > 2.

Докажем неравенство D(f) 6 2. Представим функцию f полиномом
Жегалкина:

f(x̃n) = K1 ⊕ · · · ⊕Km ⊕ c, (3)

где m > 1, c ∈ {0, 1}, а K1 — самая короткая конъюнкция в этом полино-
ме. Пусть Ki = xj1(i) & . . .& xjti(i), i = 1, . . . ,m. Положим σ̃1 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

),

0̃n = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

). Если f(σ̃1) 6= f(0̃n) (назовём это случаем А), то пусть

σ̃2 = 0̃n и k = 0. Тогда из представления (3) следует, что f(σ̃2) = c,
f(σ̃1) = 1⊕ · · · ⊕ 1︸ ︷︷ ︸

m

⊕ c, поэтому m нечётно.

Если же f(σ̃1) = f(0̃n) (назовём это случаем Б), то без ограниче-
ния общности будем считать, что j1(1) = 1, . . . , jk(1) = k, где k = t1,
т. е. K1 = x1 & . . . & xk, и положим σ̃2 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

). Посколь-

ку K1 — самая короткая конъюнкция в полиноме Жегалкина для функ-
ции f , в каждую конъюнкцию K2, . . . ,Km входит хотя бы одна перемен-
ная из числа xk+1, . . . , xn. Отсюда и из представления (3) следует, что
f(0̃n) = c, а f(σ̃2) = 1⊕ 0⊕ · · · ⊕ 0︸ ︷︷ ︸

m−1

⊕ c = c, т. е. f(0̃n) 6= f(σ̃2). Тогда

f(σ̃1) 6= f(σ̃2), (4)

в частности, σ̃1 6= σ̃2, т. е. k < n. (Отметим, что соотношение (4) верно
также в случае А.) Если в полиноме Жегалкина для функции f присут-
ствует слагаемое x1& . . .&xk&xk+1, то будем без ограничения общности
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считать, что это слагаемое Km. Представим K1 в виде K ′
1 ⊕ Km+1, где

K ′
1 = x1 & . . . & xk & xk+1, Km+1 = x1 & . . .& xk & xk+1. Тогда

f(x̃n) = K ′
1 ⊕K2 ⊕ · · · ⊕Km ⊕Km+1 ⊕ c

= K ′
1 ⊕K2 ⊕ · · · ⊕Kr ⊕ c = (K ′

1 ⊕ 1)⊕K2 ⊕ · · · ⊕Kr ⊕ c, (5)

где r = m − 1 при Km = Km+1 и r = m + 1 при Km 6= Km+1 (в случае
r = 1 полагаем K2 ⊕ · · · ⊕Kr = 0). Заметим, что

c = f(0̃n) = f(σ̃1)

= K ′
1(σ̃1)⊕K2(σ̃1)⊕ · · · ⊕Kr(σ̃1)⊕ c = 0⊕ 1⊕ · · · ⊕ 1︸ ︷︷ ︸

r−1

⊕ c

в силу (3), (5) и предположения случая Б. Следовательно, 1⊕ · · · ⊕ 1︸ ︷︷ ︸
r−1

= 0,

т. е. r нечётно.
В случае А положим r = m. Тогда r нечётно и σ̃2 = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k

)

в каждом из случаев А и Б (напомним, что k = 0 в случае А). Введём
для удобства обозначение

q =

{
1 в случае А,

2 в случае Б.

Как было отмечено выше, в случае Б в каждую конъюнкцию Ki =
xj1(i) & . . . & xjti(i), где i = q, q + 1, . . . , r (при r > q), входит хотя бы
одна переменная из числа xk+1, . . . , xn. Аналогичный факт, очевидно,
верен и в случае А, в котором q = 1, r = m и k = 0. Без ограничения
общности xj1(i) — одна из этих переменных.

Реализуем функцию f(x̃n) схемой S в базисе B8 в соответствии с пред-
ставлением (3) (где m = r) в случае А и представлением (5) — в случае Б
(см. рис. 1). Каждую конъюнкцию Ki, i = q, . . . , r (при r > q), реали-
зуем цепочкой Zi из ti − 1 конъюнкторов E&

i,1, . . . , E
&
i,ti−1, занумерован-

ных «сверху вниз», на входы которой последовательно подадим пере-
менные xj1(i), xj2(i), . . . , xjti(i) (в частности, переменная xj1(i) будет пода-

на на один из входов элемента E&
i,1 — верхнего конъюнктора цепочки Zi;

в случае ti = 1 в этой цепочке не содержится элементов, а её выход совпа-
дает со входом «xj1(i)» схемы S). Слагаемое K ′

1⊕1 = x1 & . . .& xk & xk+1

в случае Б реализуем цепочкой Z1 из двух инверторов и k конъюнк-
торов, верхним и нижним элементами в которой являются инверторы;
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на вход одного инвертора подадим переменную xk+1, а на «правые» вхо-
ды конъюнкторов — последовательно переменные x1, . . . , xk; выход ниж-
него конъюнктора соединим со входом другого инвертора.

 ...  

 
 
 

...

 

 

...

... ...

 
 

 

  

  

 

...

...

...

Рис. 1. Схема S:
1 — цепочка Z1 в случае А; 2 — цепочка Z1 в случае Б;

3 — при tq > 1; 4 — из цепочки Zq; 5 — из цепочки Zq при tq > 2; если
tq = 2, вместо этого конъюнктора на вход КЭ подаётся переменная xj1 (q);

6 — при tr > 1; 7 — может отсутствовать

Затем выходы всех построенных цепочек Z1, . . . , Zr соединим со вхо-
дами цепочки Z⊕, состоящей из r−1

2 сумматоров (напомним, что r нечёт-
но; в случае r > 3 в этой цепочке все три входа верхнего сумматора
и по два входа каждого из остальных r−3

2 сумматоров последовательно
соединяются с выходами цепочек Z1, . . . , Zr, в частности, выход цепоч-
ки Z1 соединяется с одним из входов верхнего сумматора; в случае r = 1
в цепочке Z⊕ не содержится элементов, а её выход совпадает с выходом
цепочки Z1).
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Для каждого определённого выше конъюнктора E&
i,s, i = q, . . . , r;

s = 1, . . . , ti−1, построим КЭ EC
i,s, вход «y» которого соединим с выходом

этого конъюнктора, а входы «z» и «t» — с теми входами схемы S или
выходами элементов, с которыми в цепочке Zi соединяются входы конъ-
юнктора E&

i,s, причём вход «z» КЭ EC
i,s соединим либо со входом «xj1(i)»

схемы S (при s = 1), либо с выходом конъюнктора E&
i,s−1 (при s > 1). За-

тем соединим все построенные КЭ EC
i,s в цепочку ZC через их входы «x»,

оставшиеся незанятыми; при этом вход «x» верхнего КЭ соединим с вы-
ходом цепочки Z⊕ (в случаях r < q или r > q и tq = · · · = tr = 1
считаем, что цепочка ZC не содержит элементов, а её выход совпадает
с выходом цепочки Z⊕). Пусть элементы EC

i,s идут в цепочке ZC «сверху
вниз» в порядке возрастания индекса i, а для элементов EC

i,s с одинако-
вым индексом i — в порядке убывания индекса s. Таким образом, если,
например, tq > 1 и tr > 1, то верхним элементом в цепочке ZC будет
EC

q,tq−1, а нижним — EC
r,1.

Пусть

c′ =

{
c в случае А,

c в случае Б.

Легко проверить, что

f(σ̃2) = c′ (6)

в каждом из случаев А, Б.
Если c′ = 0, то выход цепочки ZC объявим выходом схемы S. Если же

c′ = 1, то подсоединим к выходу цепочки ZC инвертор I, выход которого
объявим выходом схемы S.

Докажем, что построенная схема S при отсутствии в ней неисправно-
стей реализует функцию f(x̃n). Легко видеть, что на выходе цепочки Zi,
i = q, . . . , r, реализуется конъюнкция Ki, а на выходе цепочки Z1 в слу-
чае Б — слагаемое K ′

1 ⊕ 1. Тогда на выходе цепочки Z⊕ в случае А реа-
лизуется функция K1 ⊕ · · · ⊕Km (напомним, что в этом случае r = m),
а в случае Б — функция (K ′

1 ⊕ 1) ⊕K2 ⊕ · · · ⊕Kr. В каждом из случа-
ев А и Б данная функция равна f(x̃n)⊕ c′ в силу (3), (5).

Рассмотрим далее произвольный КЭ EC
i,s из цепочки ZC . Пусть на его

входы «x», «y», «z» и «t» в схеме S подаются булевы функции ϕx, ϕy, ϕz

и ϕt соответственно, тогда на его выходе реализуется функция h(ϕx, ϕy ,
ϕz, ϕt). Как было отмечено выше, входы «z» и «t» элемента EC

i,s соединя-
ются с теми же выходами элементов или входами схемы S, что и входы
конъюнктора E&

i,s, выход которого соединён со входом «y» элемента EC
i,s.
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Поэтому на выходе конъюнктора E&
i,s в схеме S реализуется функция

ϕy = ϕz & ϕt, а на выходе КЭ EC
i,s — функция

h(ϕx, ϕz & ϕt, ϕz , ϕt) ≡ ϕx. (7)

Соотношение (7) следует из равенств

h(0, 0, 0, 0) = h(0, 0, 0, 1) = h(0, 0, 1, 0) = h(0, 1, 1, 1) = 0,

h(1, 0, 0, 0) = h(1, 0, 0, 1) = h(1, 0, 1, 0) = h(1, 1, 1, 1) = 1.

Таким образом, функция, реализуемая на выходе каждого КЭ в цепоч-
ке ZC , совпадает с функцией, подающейся на его вход «x». В силу по-
строения цепочки ZC это означает, что на её выходе в схеме S реализу-
ется та же булева функция, что и на выходе цепочки Z⊕, т. е. функция
f(x̃n)⊕ c′. Тогда в каждом из случаев c′ = 0 и c′ = 1 на выходе схемы S
реализуется функция f(x̃n).

Докажем, что множество T = {σ̃1, σ̃2} является полным проверяю-
щим тестом для схемы S. Если в данной схеме присутствует и при этом
неисправен инвертор I, то она реализует булеву константу и неисправ-
ность будет обнаружена на одном из наборов σ̃1, σ̃2, поскольку f(σ̃1) 6=
f(σ̃2) в силу (4). Пусть теперь инвертор I, если он присутствует в схе-
ме S, исправен. Тогда очевидно, что функция, реализуемая на выходе
этой схемы, получается из функции, реализуемой на выходе цепочки ZC ,
прибавлением по модулю 2 константы c′. Рассмотрим два случая.

1. Среди конъюнкторов E&
i,s и КЭ EC

i,s, i = q, . . . , r; s = 1, . . . , ti − 1,
есть хотя бы один неисправный элемент. Среди всех таких неисправ-
ных элементов выберем тот, у которого индекс i наибольший; если та-
ких элементов несколько, выберем среди них тот, у которого индекс s
наименьший; если таких элементов два (а именно, E&

i,s и EC
i,s для неко-

торых i и s), выберем из них КЭ EC
i,s. Выбранный элемент обозначим

через Ei,s (без верхнего индекса & или C). Тогда в силу порядка рас-
положения элементов в цепочке ZC любой КЭ EC

u,v, находящийся в этой
цепочке ниже КЭ EC

i,s, исправен, поскольку либо u > i, либо u = i и v < s.
Из этих же соотношений следует, что конъюнктор E&

u,v исправен, поэто-
му на его выходе реализуется конъюнкция функций, подаваемых на его
входы, а на выходе КЭ EC

u,v — функция, подаваемая на вход «x» данно-
го КЭ, по аналогии с (7). Таким образом, на выходе цепочки ZC будет
реализована та же булева функция, что и на выходе элемента EC

i,s. Воз-
можны два подслучая.

1.1. Элемент Ei,s — КЭ EC
i,s. Так как он неисправен, на его выходе,

а значит, и на выходе цепочки ZC будет реализована некоторая булева
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константа. Тогда и на выходе всей схемы S будет реализована булева кон-
станта вне зависимости от того, присутствует в ней инвертор I или нет,
и неисправность будет обнаружена на одном из наборов σ̃1, σ̃2, поскольку
f(σ̃1) 6= f(σ̃2) в силу (4).

1.2. Элемент Ei,s — конъюнктор E&
i,s. Тогда в силу выбора элемен-

та Ei,s он неисправен, а КЭ EC
i,s и все конъюнкторы E&

i,1, . . . , E
&
i,s−1, рас-

положенные в цепочке Zi выше элемента Ei,s (при s > 1), исправны.
Рассмотрим два подслучая.

1.2.1. Элемент Ei,s реализует константу 0. На наборе σ̃1 на входы
этого элемента в схеме S, очевидно, будут подаваться единицы. Тогда
на входы «y», «z» и «t» КЭ EC

i,s на этом наборе поступят значения 0, 1
и 1 соответственно. Значит, на выходе элемента EC

i,s возникнет значе-
ние 0, поскольку h(0, 0, 1, 1) = h(1, 0, 1, 1) = 0. Ввиду написанного выше
это значение «пройдёт» до выхода цепочки ZC , а значение на выходе
схемы S будет равно 0⊕ c′ = c′ = f(σ̃2) 6= f(σ̃1) в силу (4), (6). Поэтому
на наборе σ̃1 неисправность будет обнаружена.

1.2.2. Элемент Ei,s реализует константу 1. На один из входов конъ-
юнктора E&

i,1 по построению схемы S подаётся переменная xj1(i) ∈ {xk+1,
. . . , xn}. На наборе σ̃2 эта переменная примет значение 0, которое «прой-
дёт» по цепочке из исправных конъюнкторов вплоть до одного из вхо-
дов конъюнктора E&

i,s. Тогда на входы «y» и «z» КЭ EC
i,s на этом наборе

поступят значения 1 (с выхода конъюнктора E&
i,s) и 0 (с указанного вхо-

да этого конъюнктора) соответственно. Значит, на выходе элемента EC
i,s

возникнет значение 1, поскольку h(0, 1, 0, 0) = h(0, 1, 0, 1) = h(1, 1, 0, 0) =
h(1, 1, 0, 1) = 1. Ввиду написанного выше это значение «пройдёт» до вы-
хода цепочки ZC , а значение на выходе схемы S будет равно 1⊕c′ 6= f(σ̃2)
в силу (6). Поэтому на наборе σ̃2 неисправность будет обнаружена. Слу-
чай 1 разобран.

2. Все конъюнкторы E&
i,s и КЭ EC

i,s, i = q, . . . , r; s = 1, . . . , ti − 1,
исправны. Рассмотрим два подслучая.

2.1. Неисправен хотя бы один сумматор из цепочки Z⊕. Пусть E⊕ —
нижний из этих неисправных сумматоров, а на его выходе реализуется
булева константа β. Легко видеть, что на те два входа каждого суммато-
ра, расположенного в цепочке Z⊕ ниже элемента E⊕, которые соединены
с выходами некоторых цепочек из Z2, . . . , Zr (напомним, что выход це-
почки Z1 по построению соединён с одним из входов верхнего сумматора
цепочки Z⊕), на наборах σ̃1 и σ̃2 поступают значения 1, 1 и 0, 0 соответ-
ственно. Отсюда и из равенств β⊕1⊕1 = β⊕0⊕0 = β следует, что значе-
ние на выходе нижнего сумматора цепочки Z⊕, т. е. на выходе самой этой
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цепочки, на каждом из наборов σ̃1, σ̃2 равно β. В силу предположения
случая 2 на выходе каждого элемента E&

i,s, i = q, . . . , r; s = 1, . . . , ti − 1,
реализуется конъюнкция функций, подаваемых на его входы, а на вы-
ходе каждого элемента EC

i,s — функция, подаваемая на вход «x» дан-
ного КЭ, по аналогии с (7). Таким образом, на выходе цепочки ZC бу-
дет реализована та же булева функция, что и на выходе цепочки Z⊕,
и на каждом из наборов σ̃1, σ̃2 на выходе цепочки ZC возникнет значе-
ние β. Тогда значение на выходе схемы S на обоих этих наборах будет
равно β⊕c′ и на одном из них неисправность будет обнаружена, посколь-
ку f(σ̃1) 6= f(σ̃2) в силу (4).

2.2. Все сумматоры из цепочки Z⊕ исправны. Тогда неисправными
могут быть только какие-то элементы из цепочки Z1 в случае Б. При
переходе от набора σ̃1 к набору σ̃2 при отсутствии таких неисправностей
меняется значение на входе верхнего инвертора этой цепочки (с 1 на 0),
а значения на всех остальных её входах остаются равными 1. Поэто-
му при наличии неисправности хотя бы одного элемента в цепочке Z1

переход от набора σ̃1 к набору σ̃2 никак не отразится на значении, воз-
никающем на её выходе. Пусть это значение равно β. Выход цепочки Z1

по построению соединён с одним из входов верхнего сумматора цепоч-
ки Z⊕. Легко видеть, что на те два входа каждого сумматора цепоч-
ки Z⊕, которые соединены с выходами некоторых цепочек из Z2, . . . , Zr,
на наборах σ̃1 и σ̃2 поступают значения 1, 1 и 0, 0 соответственно. Да-
лее дословно повторяем рассуждения из подслучая 2.1, начиная со слов
«Отсюда и из равенств. . . ». Случай 2 разобран.

В итоге получаем, что в каждом из случаев А, Б любую функцию
неисправности схемы S можно отличить от функции f(x̃n) хотя бы на од-
ном наборе из множества T . Это означает, что указанное множество яв-
ляется для этой схемы полным проверяющим тестом. Его длина равна 2,
откуда следует неравенство D(f) 6 2. Теорема 1 доказана.

Рассмотрим далее в качестве базиса множество B9 = {hσ1(x, y, z, t),
(x⊕ y ⊕ z)σ2}, где h(x, y, z, t) — та же булева функция, что и в базисе B8,
а σ1, σ2 — фиксированные булевы константы, хотя бы одна из которых
равна 0.

Теорема 2. Для любой булевой функции f(x̃n) справедливо равен-

ство

DB9(f) =





0, если f представима в виде (1),

1, если f представима в виде (2),

2, если f не представима в виде (1) или (2).
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Следствие 2. Для любого n > 1 справедливо равенство DB9(n) = 2.

Доказательство теоремы 2. Ограничимся рассмотрением случая
σ1 = σ2 = 0; случаи σ1 = 1, σ2 = 0 и σ1 = 0, σ2 = 1 рассматриваются
аналогично. Вместо DB9(f) для краткости будем писать D(f). Равенство
D(f) = 0 и неравенства D(f) > 1 и D(f) > 2 в случаях, когда функция f
представима в виде (1), в виде (2) и не представима в виде (1) или (2)
соответственно, доказываются точно так же, как и аналогичные соотно-
шения в теореме 1.

Можно считать, что в базисе B9 содержится функция x: достаточ-
но отождествить все входы у произвольного функционального элемен-
та, реализующего функцию вида h(x, y, z, t) или x⊕ y ⊕ z, и получить
одновходовой элемент-инвертор, реализующий функцию вида x и до-
пускающий те же самые неисправности (а именно, неисправности ти-
пов 0 и 1 на его выходе), что и исходный КЭ (здесь используются равен-
ства h(0, 0, 0, 0) = 1, h(1, 1, 1, 1) = 0). Далее, возьмём произвольный эле-
мент, реализующий функцию вида x⊕ y ⊕ z (вида h(x, y, z, t)), и соеди-
ним его выход со входом инвертора. Полученный блок из двух элемен-
тов, очевидно, реализует булеву функцию вида x⊕y⊕z (вида h(x, y, z, t))
и имеет только две функции неисправности — константы 0 и 1, поэтому
можно рассматривать его как отдельный элемент-сумматор (КЭ) и счи-
тать, что в базисе B9 содержится также функция x⊕y⊕z (соответственно
h(x, y, z, t)). В таком случае в базис B9 входят все функции из базиса B8

и любая схема в базисе B8 является также схемой в базисе B9. Отсюда
и из теоремы 1 следует, что D(f) 6 1, если функция f представима в ви-
де (2), и D(f) 6 2, если функция f не представима в виде (1) или (2).
Теорема 2 доказана.

Используя теоремы 1, 2, следствия 1, 2 и принцип двойственности
(см., например, [18, с. 19, утверждение 3]), а именно, рассматривая схе-
мы, получающиеся заменой всех элементов в схемах из доказательства
теорем 1, 2 на двойственные, нетрудно получить двойственные им ре-
зультаты для базисов

B∗
8 = {h∗(x, y, z, t), x ⊕ y ⊕ z, x},

B∗
9 = {(h∗)σ1(x, y, z, t), (x ⊕ y ⊕ z)σ2},

где h∗(x, y, z, t) — двойственная к h(x, y, z, t) булева функция, а σ1, σ2 —
фиксированные булевы константы, хотя бы одна из которых равна 0.
В частности, при n > 1 справедливы равенства DB∗

8 (n) = DB∗

9 (n) = 2.
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Abstract. We consider the problem of the synthesis of the logic net-
works implementing Boolean functions of n variables and allowing short
complete fault detection tests regarding arbitrary stuck-at faults at the
outputs of gates. We prove that there exists a basis consisting of two
Boolean functions of at most four variables in which we can implement
each Boolean function by a network allowing such a test with length
at most 2. Illustr. 1, bibliogr. 33.
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