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Аннотация. Рассматривается задача минимизации симметричной
квазивыпуклой функции, заданной оракулом на множестве целых
точек квадрата. Сформулирован критерий оптимальности решения,
получена логарифмическая нижняя оценка сложности задачи и раз-
работан алгоритм, у которого число обращений к оракулу превышает
нижнюю оценку не более чем в 3 раза. Библиогр. 14.

Ключевые слова: квазивыпуклая функция, оракул, целочислен-
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Введение

Непустое множество X ⊆ Z
2 называется дискретно-выпуклым, ес-

ли conv(X) ∩ Z
2 = X, где convX обозначает выпуклую оболочку точек

из X. Функция f называется дискретно-квазивыпуклой (DQ) над X, ес-
ли для любых y, x1, . . . , xk ∈ X из условий y ∈ conv{x1, . . . , xk}, y 6= xi
(i = 1, 2, . . . , k) следует, что f(y) 6 max{f(x1), . . . , f(xk)}, и строго дис-

кретно-квазивыпуклой (SDQ), если неравенство строгое.
Область определения функции f обозначим через Xf . Для каждой

функции f , рассматриваемой в этой статье, Xf предполагается дискрет-
но-выпуклым множеством. Будем исследовать только такие DQ-функ-
ции f(x), для которых при любом r неравенству |f(x)| 6 r удовлетворяет
конечное число точек x ∈ Z

2. Это гарантирует существование минимума
функции в любом подмножестве множества Z

2.

∗)Исследование выполнено за счёт гранта Российского научного фонда (про-
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В [4] предлагается алгоритм минимизации SDQ-функции над множе-
ством Qr = {(x1, x2) ∈ Z

2 | |x1| 6 r, |x2| 6 r} с числом обращений к ора-
кулу не более 2 log22 r + 22 log2 r. Оракул, используемый в [4], для двух
заданных точек x, y из Qr проверяет, выполнено или нет неравенство
f(x) 6 f(y). Алгоритм на каждой итерации решает отдельную задачу
минимизации SDQ-функции на отрезке.

Здесь рассматривается задача нахождения точки минимума симмет-
ричной (относительно 0) SDQ-функции на множестве Qr \ {0}. К та-
кой постановке могут быть сведены некоторые важные задачи. Напри-
мер, вычисление НОД чисел a, b ∈ Z сводится к минимизации функции
|ax1 + bx2|, нахождение минимального ненулевого вектора решётки —
к минимизации (a1x1 + a2x2)

2 + (b1x1 + b2x2)
2.

Предполагается, что функция задана оракулом, для любой точки
x ∈ Qr возвращающим f(x). Мы предлагаем алгоритм минимизации
функции с числом обращений к оракулу не более 4 log2 r.

Кроме того, установлена близкая нижняя оценка сложности этой
задачи. А именно, доказано, что любой алгоритм минимизации сим-
метричной SDQ-функции на Qr в худшем случае использует не менее
1,44 log2 r − 2 обращений к оракулу.

В [2] установлена нижняя оценка сложности минимизации SDQ-функ-
ции на Z

n. В [6,11,12] рассматривается задача минимизации DQ-функции
на Z

n в предположении, что оракул функции возвращает как значение
самой функции в точке, так и значение её субградиента. В [7, 9] най-
дены полиномиальные при фиксированной размерности алгоритмы для
задачи, в которой и функция, и ограничения заданы квазивыпуклыми
полиномами. В статье [8] показано, что квазивыпуклую функцию можно
приблизить квазивыпуклым полиномом.

Статья организована следующим образом. В разд. 1 приведены необ-
ходимое и достаточное условия минимума симметричной SDQ-функции,
заданной на двумерной целочисленной решётке. В разд. 2 доказана ниж-
няя оценка числа обращений к оракулу при нахождении этого миниму-
ма. Разд. 3 является вспомогательным: в нём приведён алгоритм мини-
мизации SDQ-функции, заданной на отрезке. В разд. 4 описан алгоритм
минимизации симметричной SDQ-функции на двумерной целочисленной
решётке и получена оценка его сложности.

1. Критерий минимума функции

Следующая теорема представляет собой критерий минимума симмет-
ричной SDQ-функции и является уточнением утверждения из [4] отно-
сительно произвольных SDQ-функций, заданных на Z

2.
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Теорема 1. Пусть f(x) — симметричная относительно начала коор-

динат SDQ-функция, множество Xf симметрично относительно 0. До-

определим функцию f в точках x ∈ Z
2 \Xf следующим образом:

f(x) = max
x∈Xf

f(x) + 1.

Равенство f(a) = min
x∈Xf\{0}

f(x) справедливо тогда и только тогда, когда

выполняется одно из условий:

1) conv(Xf ) — отрезок и координаты вектора a не имеют общих де-

лителей, отличных от 1;
2) существует b ∈ Xf такой, что a и b образуют базис решётки Z

2

и выполняются неравенства

f(a) 6 f(b) 6 min{f(a+ b), f(a− b)}. (1)

Доказательство. Утверждение очевидно, если convXf — отрезок,
поэтому предположим, что аффинная размерность convXf равна 2.

Достаточность. Предположим, что b, удовлетворяющий условиям
теоремы, существует. Докажем, что для всякого x = αa+ βb ∈ Xf \ {0},
где α, β ∈ Z, справедливо неравенство f(x) > f(a).

Так как f(αa + βb) = f
(
(−α)a + (−β)b

)
, достаточно рассмотреть

только случай α > 0. Если α = 0 или β = 0, то a или b соответ-
ственно принадлежит внутренности conv{0, x}, поэтому в обоих случаях
f(x) > f(b) > f(a).

Пусть теперь α > 1, β > 1. Легко убедиться в том, что

a+ b =
β − 1

α+ β − 1
a+

α− 1

α+ β − 1
b+

1

α+ β − 1
x,

т. е. a+b ∈ conv{a, b, x}. Предположим, что f(x) < f(a). Так как f строго
квазивыпуклая, то f(a+b) < max{f(a), f(b), f(x)} = f(b); противоречие.

Осталось рассмотреть случай α > 1, β 6 −1. Легко проверить, что
a− b ∈ conv{a,−b, x}. Предполагая, что f(x) < f(a), получаем противо-
речие: f(a− b) < max{f(a), f(−b), f(x)} = f(−b) = f(b).

Необходимость. Пусть f(a) = min
x∈Xf\{0}

f(x). Выберем треуголь-

ник T наименьшей площади S среди треугольников с вершинами 0, a, b,
где b ∈ Xf . Ясно, что T не содержит целых точек, отличных от вер-
шин, поэтому S = 1/2 (см., например, [1]). Таким образом, множество
X ′ = {x ∈ Xf | |det(a, x)| = 1} непусто, и можно найти f(b) = min

x∈X′

f(x).

Неравенства (1) справедливы, так как |det(a, a ± b)| = 1 и f(b) < f(x)
для всех x ∈ Z

2 \Xf . Теорема 1 доказана.
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2. Нижняя оценка сложности минимизации

Сначала обсудим хорошо известный в математическом программиро-
вании метод нахождения минимума унимодальной функции (т. е. стро-
го квазивыпуклой функции одной переменной). В [3, 14] он описан для
непрерывных функций, однако его легко перенести на случай дискрет-
ных функций следующим образом.

Утверждение 1. Пусть интервал (vk, wk) содержит tk, tk+1, где

vk, wk, tk, tk+1 ∈ Z, tk < tk+1, tk+1 − tk > 2. Если t∗ — точка миниму-

ма SDQ-функции g(t) на (vk, wk), то

t∗ ∈ (vk+1, wk+1) =





(vk, tk+1), если g(tk) < g(tk+1),

(tk, wk), если g(tk) > g(tk+1),

(tk, tk+1), если g(tk) = g(tk+1).

(2)

Предположим, что по формуле (2) построена цепочка вложенных ин-
тервалов (v1, w1) ⊃ (v2, w2) ⊃ · · · ⊃ (vn, wn), в которой (vn, wn) содер-
жит только одну целую точку — она и будет точкой минимума. Стра-
тегия выбора точек t1, . . . , tn−1 сейчас не имеет значения. Обозначим
di = wi − vi (i = 1, 2, . . . , n). Очевидно, что длина цепочки максимальна,
если dk+1 = max{tk+1 − vk, wk − tk} при любом k.

Покажем, что

dk 6 dk+1 + dk+2 (k = 1, 2, . . . , n − 2). (3)

Рассмотрим лишь случай tk+1 − vk > wk − tk, поскольку во втором
случае выкладки аналогичны. Так как tk, tk+2 ∈ (vk, tk+1), то dk+2 >

tk − vk, следовательно, dk+1 + dk+2 > (wk − tk) + (tk − vk) = dk.
Символом ψn обозначим (n + 1)-е число Фибоначчи, т. е. ψ1 = 1,

ψ2 = 2, ψn = ψn−1 + ψn−2 (n > 3).
Из (3) следует, что d1 6 ψn−3dn + ψn−2dn−1. Учитывая соотношения

dn = 2 и dn−1 > 3, получаем d1 6 ψn+1. Отсюда и из формулы Бине

ψn =
(1 +

√
5)n+1 − (1−

√
5)n+1

2n+1
√
5

получаем

Утверждение 2. Для любой стратегии выбора точек t1, t2, . . . най-

дётся функция SDQ-функция f , заданная на отрезке длины d, такая, что

поиск её минимума потребует не менее 1,44 log2 d − 2 обращений к ора-

кулу.
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Заметим, что соображения, приводящие к этому утверждению, мож-
но найти в [5, 10]. Здесь они приводятся для полноты изложения.

Теорема 2. Произвольный алгоритм минимизации симметричной

SDQ-функции на Qr в худшем случае требует не менее 1,44 log2 r − 2
обращений к оракулу.

Доказательство. Для каждого целого числа α ∈ [−r, r] рассмот-
рим функцию

fα(x1, x2) =

{
x21 − 0,1, если x2 = 0,

(x1 sign(x2)− α)2 + 4r2
(
x22 − 1

)
, если x2 6= 0,

заданную на Qr. Функция симметрична. Покажем, что она строго ква-
зивыпуклая. Пусть y = λ1x

1+λ2x
2+ · · ·+λkxk — выпуклая комбинация

точек x1, x2, . . . , xk, все точки различны и имеют целые координаты. Рас-
смотрим возможные случаи.

1. Если 1 6 |y2| < |xj2| для некоторого j, то

fα
(
xj1, x

j
2

)
> 4r2

(
y22 + 2y2

)
> 4r2 + 4r2

(
y22 − 1

)
> fα(y1, y2).

2. Если 0 = |y2| и |xj2| > 2 для некоторого j, то

fα
(
xj1, x

j
2

)
> 4r2 > fα(y1, 0).

3. Если 0 = |y2| и |xj2| = 1 для всякого j, то y можно представить
в виде полусуммы некоторых точек (z1, 1) и (z2,−1). Пусть v1 = z1 − α,
v2 = z2 + α, тогда

k∑

j=1

λjfα
(
xj1, x

j
2

)
>
fα(z1, 1) + fα(z2,−1)

2
=
v21 + v22

2

>
(v1 + v2)

2

4
=

(z1 + z2)
2

4
= y21 > fα(y1, 0).

4. Если |y2| =
∣∣xj2
∣∣ для любого j, то y2 = xj2 для любого j и неравен-

ство fα(y1, y2) < max
j
fα
(
xj1, x

j
2

)
справедливо в силу строгой выпуклости

функции g(t) = (t− α)2.
Теперь для функции g(x1) = fα(x1, 1) применим утверждение 2. Тео-

рема 2 доказана.
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3. Минимизация SDQ-функции на отрезке

В этом разделе приведён алгоритм минимизации SDQ-функции на
отрезке, основанный на утверждении 1. Алгоритм вычисляет последова-
тельность целых чисел d1, d2, . . . , ds−1 и последовательность вложенных
интервалов (v1, w1) ⊃ (v2, w2) ⊃ · · · ⊃ (vs, ws). Интервал (vj+1, wj+1) для
всякого j ∈ {1, . . . , s − 1} содержится в множестве

M = {(vj + dj, wj), (vj , wj − dj), (vj + dj , wj − dj)}.

Если ws−vs не превышает некоторой наперёд заданной константы, то t∗

находится перебором целых точек на s-м интервале. Первые два элемента
множества M назовём интервалами первого типа, последний элемент —
интервалом второго типа.

Для удобства изложения, наравне с SDQ-функцией g(t), заданной
на интервале [1, v], будем рассматривать SDQ-функцию

g′(t) =




g(t) при t ∈ [1, v],

max
x∈[1,v]

g(x) + t при t > v.

Очевидно, что минимальные значения функций g(t), g′(t) совпадают
и достигаются в одной точке.

В описании алгоритма комментарии заключены в квадратные скобки.

Алгоритм 1 (минимизации SDQ-функции h(t) на интервале [α, β])
1. Если h(0) = h(1), то t′ = 0, стоп.
2. Если h(0) > h(1), то полагаем g(t) := h(t), v := β. В противном

случае g(t) := h(−t), v := −α.
3. Если g(2) > g(4), то шаг 7.
4. Если g(1) 6 g(2), то t′ = 1, стоп.
5. Если g(2) 6 g(3), то t′ = 2, стоп.
6. Если g(3) 6 g(4), то t′ = 3, стоп.
7. Найдём l = max{i | g′(2ψi) > g′(2ψi+1)}.

[Требуется l обращений к оракулу в точках 2ψ3, 2ψ4, . . . , 2ψl+2, так
как в точках 2ψ1, 2ψ2 значение функции уже известно.]

8. [Строим последовательность (vj , wj), 1 6 j 6 s. Символом cj обо-
значаем целое число такое, что wj − vj = ψcj . Для всякого j имеем
dj = 2ψcj−2.]
8.1. Положим (v1, w1) = (2ψl, 2ψl+2), c1 = l + 1.
8.2. Предположим, что уже найдены cj , (vj , wj) при j 6 m − 1.

Если (vm, wm) — интервал первого типа, то cm := cm−1 − 1,
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в противном случае cm := cm−1 − 3. Номер s удовлетворяет
неравенству cs 6 2.

8.3. Если cs = 2, то t′ содержится среди чисел vs + 1, vs + 2, vs + 3.
В противном случае t′ = vs + 1.

Замечание 1. 1. Если (vj−1, wj−1) — интервал первого типа, то для
вычисления (vj , wj) при 2 6 j 6 s − 1 требуется лишь одно обраще-
ние к оракулу, так как одно из чисел g′(vj−1 + dj−1) или g′(wj−1 − dj−1)
уже найдено при вычислении vj−1, wj−1. Например, если j = 2, то чис-
ло g′(2ψl+2 − d1) = g′(2ψl) использовалось при нахождении интервала
(v1, w1).

2. Если (vj−1, wj−1), 2 6 j 6 s − 1, — интервал второго типа, то для
вычисления (vj , wj) требуется два обращения к оракулу.

3. При cs = 2 последний интервал содержит ровно три точки vs + 1,
vs +2, vs + 3. Если этот интервал имеет тип 1, то требуется два обраще-
ния к оракулу, поскольку g′(vs + 2) вычислено ранее. Если тип равен 2,
то требуется три обращения к оракулу.

4. При cs = 1 требуется одно обращение к оракулу в точке t′ = vs+1.

Замечание 2. Пусть в последовательности (vj, wj), 1 6 j 6 s, содер-
жится ровно h интервалов второго типа, тогда

l + 1 = (s− h) + 3h+ cs = s+ cs + 2h.

Число обращений к оракулу равно

(s− h) + 2h+ 1 = s+ h+ 1 = l + 2− h− cs 6 l + 1.

Замечание 3. Если t′ > 2ψl (l > 2), то для нахождения t′ требуется
одно вычисление g(t) на шаге 1, два на шаге 3, l на шаге 7 и не более чем
l+ 1 на шаге 8. Общее число обращений к оракулу не превышает 2l+ 4.
При t′ = 2 и t′ = 3 число обращений к оракулу не превышает четырёх.

4. Минимизация симметричной SDQ-функции на Qr

Теперь опишем алгоритм минимизации SDQ-функции. Он строит по-
следовательности векторов a1, . . . , ak, ak+1 ∈ Qr и чисел t2, t3, . . . , tk ∈ Z

следующим образом.

Алгоритм 2 (минимизации SDQ-функции f(t) на множестве Qr)
1. Выберем a1, a2 ∈ Qr такие, что матрица (a1, a2) унимодулярна

и f(a1) > f(a2). Не уменьшая общности, в дальнейшем считаем,
что a1 = (0, 1), a2 = (1, 0).
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2. Допустим, что уже получены векторы ai (i 6 k). Найдём t′ — точку
минимума функции h(t) = f(tak+ak−1) на отрезке [u, v], где u и v —
соответственно наименьшее и наибольшее целые числа, удовлетво-
ряющие условию tak + ak−1 ∈ Qr. Положим a′ := t′ak + ak−1.

3. Если f(a′) > f(ak), то ak — точка минимума функции f(x), стоп.
4. Если |t′| = 1 и f(a′) < f(ak), то a′ — точка минимума, стоп.
5. Положим k := k + 1, tk := t′, ak := a′ и перейдём к шагу 2.

Замечание 4. Для заданного вектора a1 с несократимыми коорди-
натами можно построить унимодулярную матрицу (a1, a2) с помощью
алгоритма Евклида [1]. В [13] можно найти решение вопроса для квад-
ратных матриц любой размерности.

Замечание 5. Покажем, что задача решена, если выполняются усло-
вия шага 3 или шага 4. Поскольку f(a′) 6 f((t′ ± 1)ak + ak−1), в случае
f(a′) > f(ak) выполняется критерий оптимальности из теоремы 1, при
a = ak, b = a′. Случай |t′| = 1 рассмотрен в п. 2 леммы 1, приведённой
далее.

Для доказательства конечности алгоритма 2 исследуем последова-
тельность t3, . . . , tk.

Лемма 1. (1) Если 3 6 s 6 k, то

f(as) 6 min{f(as + as−1), f(as − as−1)}.

(2) Если 3 6 s 6 k − 1, то |ts| > 2.
(3) Если 3 6 s 6 k − 2 и |ts| = 2, то ts+1ts > 0.

Доказательство. (1)

f(as) = min
t∈Z

f(tas−1 + as−2) = f(ts−1as−1 + as−2)

6 min{f(as + (ts−1 + 1)as−1), f(as + (ts−1 − 1)as−1)}
6 min{f(as + as−1), f(as − as−1)}.

(2) Предположим, что |ts| = 1. Тогда

f(as+1) = f(tsas + as−1) = f((tsts−1 + 1)as−1 + tsas−2)

= f((ts−1 + ts)as−1 + as−2) > f(as) > f(as+1);

противоречие.

(3) Пусть |ts| = 2, tsts+1 < 0, тогда

as+2 = (tsts+1 + 1)as + ts+1as−1 = (−2|ts+1|+ 1)as + ts+1as−1.
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Так как f(as+2) < f(as), то

f(−as − sign(ts+1)as−1) = f

(
as+2 + (|ts+1| − 1)as

|ts+1|

)
< f(as),

а это противоречит п. (1). Лемма 1 доказана.

Теперь исследуем последовательность pi, где p1 = 0, p2 = 1, pi =
ti−1pi−1+ pi−2, i > 3, состоящую из первых координат векторов ai, i > 1.

Лемма 2. (1) |pi+1| > |pi|;
(2) sign(pi+1) = sign(tipi);

(3) |pi+1| = |ti||pi|+ δi|pi−1|, где δi = sign(titi−1);

(4) существует последовательность p′0 = 0, p′1 = 1, p′i+1 = t′ip
′
i + p′i−1,

i > 1, такая, что t′i > |ti| − 1 > 2, |pi| > p′i для всякого i > 1.

Доказательство. П. (1) следует из неравенств |p2| > |p1||ti| > 2,
i > 3.

П. (2) следует из п. (1).

(3) Воспользуемся формулой |x+ y| = |x|+ sign(xy)|y|, справедливой
при |x| > |y|. Так как

sign(tipipi−1) = sign(tipi−1) sign(pi)

= sign(tipi−1) sign(ti−1pi−1) = sign(titi−1),

то

|pi+1| = |tipi|+ sign(tipipi−1)|pi−1| = |ti||pi|+ sign(titi−1)|pi−1|.

(4) Построим последовательность p′ следующим образом.
(а) Положим p′i := |pi|, t′i := |ti|, δ′i := δi для всех i.
(б) Если δ′i = 1 для всех i, то p′ построена.
(в) Пусть j — максимальный номер такой, что δ′j = −1. Заметим,

что t′j−1 > 3. Положим p′′i := p′i для всех i 6 j − 2, p′′j−1 := p′j−1 − p′j−2,
p′′i := t′i−1p

′′
i + p′′i−2 для всех i > j. Поскольку p′′j < p′j, p

′′
j+1 < p′j+1, имеем

p′′i 6 p′i для всех i. Положим p′i := p′′i для всех i, δ′j := 1, t′j−1 := t′j−1 − 1
и перейдём к п. (б). Лемма 2 доказана.

Теорема 3. Число T (r) обращений к оракулу в алгоритме 2 не пре-

восходит 4 log2 r.

Доказательство. Пусть m — число двоек и троек в последователь-
ности t2, . . . , tk. Пусть элементы ti1 , . . . , tis этой же последовательности
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получены на шаге 8 алгоритма 1, причём tij > 2ψlj . Для общего чис-

ла обращений к оракулу получаем T (r) 6 4m + 2
s∑
j=1

lj + 4s. Учитывая

неравенство ψn > 2n/2 (n > 2), из леммы 2 выводим

r > |pk| > |p′k| >
k∏

i=2

|t′i| > 2m
s∏

j=1

2ψli > 2
4m+4s+2

∑
lj

4 ,

следовательно, T (r) < 4 log2 r. Теорема 3 доказана.

Авторы благодарят анонимного рецензента за полезные замечания,
которые помогли улучшить изложение статьи.

ЛИТЕРАТУРА

1. Виноградов И. М. Основы теории чисел. М.: Лань, 2009.
2. Золотых Н. Ю., Чирков А. Ю. Нижняя оценка сложности минимиза-

ции строго квазивыпуклой функции на целочисленной решётке // Вестн.
Нижегород. ун-та им. Н. И. Лобачевского. 2012. № 5. C. 93–96.

3. Сухарев А. Г., Тимохов А. В., Фёдоров В. В. Курс методов оптими-
зации. М.: Наука, 1986.

4. Чирков А. Ю. Минимизация квазивыпуклой функции на двумерной
целочисленной решётке // Вестн. Нижегород. ун-та им. Н. И. Лоба-
чевского. Сер. Мат. моделирование и оптим. управление. 2003. № 1.
C. 227–238.

5. Avriel M., Wilde D. J. Optimality proof for the symmetric Fibonacci
search technique // Fibonacci Q. 1966. Vol. 4, No. 3. P. 265–269.

6. Basu A., Oertel T. Centerpoints: A link between optimization and convex
geometry // SIAM J. Optim. 2017. Vol. 27, No. 2. P. 866–889.

7. Heinz S. Complexity of integer quasiconvex polynomial optimization //
J. Complexity. 2005. Vol. 21, No. 4 P. 543–556.

8. Heinz S. Quasiconvex functions can be approximated by quasiconvex polyno-
mials // ESAIM, Control Optim. Calc. Var. 2008. Vol. 14, No. 4. P. 795–801.

9. Hildebrand R., Koppe M. A new Lenstra-type algorithm for quasiconvex
polynomial integer minimization with complexity 2n log n// Discrete Optim.
2013. Vol. 10, No. 1. P. 69–84.

10. Kiefer J. Sequential minimax search for a maximum // Proc. Amer. Math.
Soc. 1953. Vol. 4, No. 3. P. 502–506.

11. Oertel T. Integer convex minimization in low dimensions: Thes. . . . doct.
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Abstract. We consider the minimization problem for a symmetric qua-
siconvex function defined by an oracle on the set of integer points
of a square. We formulate an optimality criterion for the solution, ob-
tain a logarithmic lower bound for the complexity of the problem, and
propose an algorithm for which the number of inquiries to the oracle is
at most thrice the lower bound. Bibliogr. 14.
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