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Аннотация. Исследуются булевы функции, которые сочетают
экстремальные значения характеристик сложности минимизации,
неприменимость локальных методов сокращения трудоёмкости пе-
ребора и невозможность эффективного использования достаточных
условий минимальности. Построены квазициклические функции, ко-
торые обладают свойствами циклических и поясковых функций, до-
минирования множеств вершин, выполнимостью достаточных усло-
вий минимальности, основанных на независимых семействах мно-
жеств. Для таких функций получены экспоненциальные нижние
оценки протяжённости и специальных множеств, а также дважды
экспоненциальная нижняя оценка числа кратчайших и минималь-
ных комплексов граней с различными множествами собственных
вершин. Библиогр. 13.
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Введение

Для представления булевых функций обычно используются две экви-
валентные модели — аналитическая и геометрическая. В аналитической
модели используются понятия булевой функции, импликанты, дизъюнк-
тивной нормальной формы (ДНФ), зависящие от n переменных. В гео-
метрической модели эквивалентными понятиями являются подмноже-
ство вершин, грань, комплекс граней в n-мерном единичном кубе. При
изложении будем использовать следующие понятия и обозначения для
n-мерного единичного куба Bn и множества булевых функций n пере-
менных Pn.
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Гранью единичного куба Bn называется множество вершин

Bn,α1,...,αk

i1,...,ik
= {x̃ = (x1, . . . , xn) ∈ Bn | xi1 = α1, . . . , xik = αk},

где 1 6 i1 6 . . . 6 ik 6 n и αs ∈ {0, 1} для s = 1, . . . , k. Множество
индексов {i1, . . . , ik} называется направлением грани. Рангом и размер-

ностью грани называются числа k и n−k соответственно. Вершина еди-
ничного куба Bn является гранью ранга n и размерности 0. Вершины
(0, . . . , 0) ∈ Bk и (1, . . . , 1) ∈ Bk обозначим через 0̃k и 1̃k соответственно.

Декартово произведение граней g1 = Br,α1,...,αs

i1,...,is
и g2 = Bn−r,β1,...,βt

j1,...,jt

является гранью g = g1 × g2 = Bn,α1,...,αs,β1,...,βt
i1,...,is,j1+r,...,jt+r

.
В единичном кубе Bn введём следующие обозначения:
Bn
m — слой куба с номером m, т. е. множество вершин, в которых

число единичных координат равно m, где 0 6 m 6 n;
Snm−h,m — пояс куба, т. е. множество вершин слоёв куба с номерами

m− h, . . . ,m, где 0 6 h 6 m 6 n;
Gn — множество всех различных граней;
NM =

⋃
g∈M

g ⊆ Bn — множество вершин комплекса граней M ⊆ Gn;

Nf = {α̃ ∈ Bn | f(α̃) = 1} ⊆ Bn — множество единичных вершин
функции f ∈ Pn.

Грань g ⊆ Nf называется гранью функции f , а если любая грань
g′ ⊃ g не содержится в множестве Nf , то максимальной гранью функ-

ции f . Комплекс гранейM ⊆ Gn называется комплексом функции f ∈ Pn,
если NM = Nf .

Множества всех граней и максимальных граней функции f обозна-
чим через Gf и Sf соответственно. Множество максимальных граней
функции f , которые содержат вершину α̃ ∈ Nf , обозначим через Sf (α̃) =
{g ∈ Sf | α̃ ∈ g}. Минимальное число максимальных граней, которые со-
держат вершину функции f , обозначим через σf = min

α̃∈Nf

|Sf (α̃)|.

Мерой сложности комплексов граней (или ДНФ) называется функ-
ционал L, определённый на множестве всех комплексов граней и удо-
влетворяющий аксиомам неотрицательности, монотонности относитель-
но умножения, выпуклости относительно сложения и инвариантности
относительно изоморфизма [10]. Мера сложности называется аддитив-

ной, если сложность любого комплекса граней равна сумме сложностей
граней.

Задача минимизации булевой функции f заключается в нахождении
комплекса граней минимальной сложности L(f), содержащего множе-
ство единичных вершин функции. Множества всех комплексов макси-
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мальных граней функции f и минимальных относительно меры сложно-
сти L обозначим через M(f) и ML(f) соответственно.

Если сложность любой грани равна 1, то аддитивная мера сложности
обозначается через l и называется длиной. Если сложность любой грани
равна рангу грани, то аддитивная мера сложности обозначается через L.
Минимальные комплексы относительно мер сложности l и L называют-
ся кратчайшими и минимальными соответственно. Множество кратчай-
ших и минимальных комплексов функции f обозначим через Ml∩L(f).

Задача минимизации булевых функций для аддитивной меры слож-
ности может быть сформулирована как задача о минимальном покрытии
множества обобщённого вида [11].

Комбинаторная постановка задачи о минимальном покрытии множе-
ства определяется системой множеств 〈X,Y 〉, где X — конечное множе-
ство элементов, Y ⊆ 2X \ {∅} — семейство различных множеств, и неот-
рицательным аддитивным функционалом сложности C : Y → R+. Се-
мейство S ⊆ Y является покрытием множества XS =

⋃
x∈S

y, и его слож-

ность задаётся соотношением C(S) =
∑
y∈S

C(y). Задача о минимальном

покрытии 〈X,Y,C〉 заключается в нахождении семейства S ⊆ Y мини-
мальной сложности C(X,Y ), для которого XS = X.

Для произвольного подмножества A ⊂ X определим две задачи обоб-
щённого вида 〈A,X, Y,C〉: найти семейство S ⊆ Y минимальной слож-
ности, которое (i) покрывает A, т. е. A = XS , или (ii) содержит A,
т. е. A ⊆ XS . Сложность минимального покрытия для таких задач обо-
значим через C(A,X, Y ) и C̃(A,X, Y ) соответственно. Очевидно, что
C̃(A,X, Y ) 6 C(A,X, Y ) для любого A ⊂ X и эти задачи могут быть
сведены к стандартной постановке задачи о минимальном покрытии.

Протяжённостью функции называется диаметр наибольшей из ком-
понент интервального графа, вершинами которого являются максималь-
ные грани функции, а рёбрами — пары пересекающихся граней. Протя-
жённость функции f обозначается через p(f).

Зависимость между единичными вершинами функции определяется
графом зависимости, вершинами которого являются единичные верши-
ны функции, а рёбрами — пары вершин, принадлежащие одной грани.

Расстоянием между вершинами x̃, ỹ ∈ Bn и множествами вершин

X,Y ⊂ Bn называются значения ρ(x̃, ỹ) = |{i | xi 6= yi, i = 1, . . . , n}|
и ρ(X,Y ) = min

x̃∈X, ỹ∈Y
ρ(x̃, ỹ) соответственно.

Используемые, но не определяемые понятия можно найти в [1, 10].



О сложности минимизации квазициклических булевых функций 129О сложности минимизации квазициклических булевых функций 129О сложности минимизации квазициклических булевых функций 129

Целую часть и верхнюю целую часть числа x будем обозначать через
⌊x⌋ и ⌈x⌉ соответственно. Через o(1) обозначаем величину, стремящуюся
к нулю при n → ∞, а через Θ(ϕ(n)) для функции ϕ(n) > 0 обозна-
чаем произвольную функцию ψ(n) > 0, для которой существуют такие
константы c1 > 0 и c2 > 0, что c1ϕ(n) 6 ψ(n) 6 c2ϕ(n) при n→ ∞.

Исследования оптимизационных задач для булевых функций, связан-
ные с нахождением минимальной ДНФ и минимальной сложности пре-
образований, выполняемых для упрощения ДНФ, показывают, что такие
задачи являются естественными задачами оптимизации, содержащими-
ся во втором уровне полиномиальной иерархии [13]. Поэтому основным
направлением исследований является разработка эффективных методов
сокращения трудоёмкости поиска точного решения задачи минимизации.

Локальные подходы позволяют отодвинуть применение переборных
схем и сократить их вычислительную трудоёмкость. Они основаны на ис-
следовании «геометрической» структуры множества максимальных гра-
ней булевой функции. Однако локальные подходы оказываются неэф-
фективными при минимизации булевых функций большой протяжён-
ности, например, для циклических функций [4, разд. 2.2.14]. При этом
задача о минимальном покрытии, если максимальное число элементов,
покрываемых одним множеством, равно k, полиномиально разрешима
при k = 2 и NP-трудна для каждого фиксированного значения k > 3
[2, прил. А3].

Решение задачи минимизации булевой функции для несокращаемо-
го множества максимальных граней, которое называется циклическим

ядром [12], выполняется с использованием переборных схем. Локальные
экстремумы, т. е. тупиковые комплексы функции, в некотором количе-
стве находятся достаточно эффективно. Поиск глобального экстремума,
т. е. минимального комплекса, невозможен без полного перебора всех ло-
кальных экстремумов, если нет эффективно проверяемых достаточных
условий минимальности. Соответственно число тупиковых и число ми-
нимальных комплексов являются обобщёнными характеристиками вы-
полнимости перебора при минимизации конкретной булевой функции.

Результаты исследований различных классов булевых функций с экс-
тремальными и типичными значениями параметров, характеризующих
трудоёмкость различных подходов к минимизации булевых функций,
представлены в обзорных статьях [1,5,8]. Например, «плотные» функции
имеют ограниченную протяжённость, экспоненциальный разброс длин
и дважды экспоненциальное число тупиковых комплексов [1, разд. 3.2.7].
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1. Описание конструкции

Для построения и оценки характеристик квазициклических булевых
функций используются

(i) циклические функции экспоненциальной протяжённости,
(ii) поясковые функции ограниченной протяжённости,
(iii) доминирование множеств в задаче о минимальном покрытии,
(iv) достаточные условия минимальности, основанные на независи-

мых семействах множеств.
(v) преобразования функций, которые сохраняют метрические свой-

ства множеств вершин в единичном кубе.
Квазициклическая функция определяется по циклической и пояско-

вым функциям с использованием операции бесповторного произведения.
Свойства циклических, поясковых функций и бесповторного произведе-
ния обеспечивают возможность применения достаточных условий мини-
мальности для описания кратчайших и минимальных комплексов ква-
зициклических функций.

Определение 1. Булева функция f ∈ Pn называется k-циклической,
если интервальный граф функции является циклом, максимальная раз-
мерность граней равна k и каждое пересечение максимальных граней
содержит одну вершину. Множество k-циклических функций n перемен-
ных обозначим через Cn,k.

Для k-циклической функции f при определённой последовательности
нумерации If = {1, . . . , p + 1} максимальных граней Sf = {gi, i ∈ If}
рёбрами интервального графа будет множество {(gi, gi+1)}pi=1∪ (gp+1, g1)
и протяжённость p(f) равна |Sf | − 1 = p.

Для k-циклической функции f введём следующие обозначения:
kf = {ki, i ∈ If} — размерности максимальных граней;
Af = {α̃i, i ∈ If} — вершины, которые содержатся в пересечении

максимальных граней, где gi∩gi+1 = {α̃i+1} для i = 1, . . . , p и gp+1∩g1 =
{α̃1}, т. е. α̃i, α̃i+1 ∈ gi для i = 1, . . . , p и α̃1, α̃p+1 ∈ gp+1;

df = {di, i ∈ If} — расстояния между вершинами множества Af , где
di = ρ(α̃i, α̃i+1) для i = 1, . . . , p и dp+1 = ρ(α̃p+1, α̃1);

Ikerf = {i ∈ If | ki > 2} — номера ядровых граней, которыми являются
все грани размерности больше 1.

Множество собственных вершин ядровых граней обозначим через

Wf = Nf \ Af =
⋃

i∈Iker
f

(gi \ Af ).
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Для k-циклической функции f∗ соответствующие последовательно-
сти будем обозначать через If∗ , kf∗ = {k∗i , i ∈ If∗}, Af∗ = {α̃∗

i , i ∈ If∗}
и т. д.

Так как d1 + · · · + dp+1 ≡ 0 (mod 2) для k-циклической функции,
функция имеет нечётное число максимальных граней, если для нечётно-
го числа граней расстояние di является нечётным числом. 1-Циклическая
функция всегда имеет чётное число максимальных граней.

Свойства k-циклических функций вытекают из свойств циклическо-
го графа с m вершинами и m рёбрами, для которого мощность макси-
мального независимого множества равна ⌊m/2⌋ и длина кратчайшего рё-
берного покрытия равна ⌈m/2⌉. Поэтому кратчайшие покрытия состоят
при чётном m из несмежных рёбер и их число равно 2, а при нечётном m
из двух смежных и несмежных рёбер, а их число равно m.

Для 1-циклических функций есть ровно два кратчайших покрытия
[4, разд. 2.2.14]. Максимальное значение протяжённости функции f ∈ Pn
по порядку равно 2n и достигается на 1-циклических функциях [3].

Построение k-циклических функций с определёнными свойствами ос-
новано на специальных преобразованиях циклических функций.

Лемма 1. (i) Для функции f ∈ Cn−k,k существует преобразование

в функцию f∗ ∈ Cn,k, для которой есть такое подмножество индексов

I ⊂ If∗ , что ki = k∗i , di = d∗i , если i ∈ If∗ \ I, k∗i = d∗i = k и вершины пе-

ресечения грани g∗i являются минимальной и максимальной вершинами

грани, если i ∈ I, и

p(f∗) > p(f) + |I| > p(f) + 2

⌊
1

4
(p(f) + 1)

⌋
.

(ii) Для функции f ∈ Cn−3k,k и 0 < ∆k < k существует преобразова-

ние в функцию f∗ ∈ Cn,k∗, для которой p(f∗) = p(f), ki 6 k∗i 6 ki + ∆k
для i ∈ If = If∗ и k∗ = max{k∗i , i ∈ If∗}.

Любая грань gi ∈ Sf размерности ki > 2, для которой минимальная
и максимальная вершины являются вершинами пересечения, может быть
заменена монотонной цепью граней, которые содержатся в ней, попарно
пересекаются по максимальным и минимальным вершинам и имеют сум-
марную размерность ki. Поэтому при замене одной такой грани двумя
гранями изменяется чётность числа максимальных граней функции.

Векторы переменных (x1, . . . , xn) и (xr, . . . , xr+k) обозначим через x̃n

и x̃r,r+k соответственно.
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Определение 2. Булеву функцию f ∈ Pn, для которойNf = Snm−h,m,
где 0 6 h 6 m 6 n, будем называть поясковой и обозначать через
Snm−h,m(x̃

n).

Максимальные грани поясковой функции имеют размерность h, а ми-
нимальная и максимальная вершины граней содержатся в слоях куба
Bn
m−h и Bn

m соответственно. Значение поясковой функции не изменяется
при любой перестановке переменных, т. е. поясковая функция является
симметрической. Для поясковой функции f = Snm−h,m имеем

p(f) = ⌈n/h⌉, |Nf | =
m∑

i=m−h

(
n

i

)
, |Sf | =

(
n

m

)(
m

h

)
,

σf = min

{(
n−m+ h

h

)
,

(
m

h

)}
, l(f) = max

{(
n

m− h

)
,

(
n

m

)}
,

L(f) = l(f)(n− h),

слои куба Bn
m−h и Bn

m являются независимыми множествами вершин,
любая максимальная грань входит в некоторый кратчайший и мини-
мальный комплекс.

Если параметры поясковой функции f = Snm−h,m удовлетворяют сле-
дующим условиям:

1 6 h < m 6
n

2
, 0 6

n

2
−m = o(

√
n), 0 < ε 6

h

m
6 1− ε,

то [9]

p(f) = Θ(1), |Nf | ∼ 2n−1,

|Sf | = 2n+mH(h/m)Θ(n−1) > 2n(1+
1
2H(ε))Θ(n−1),

log µL(S
n
m−h,m) ∼

(
n

m

)
log

(
m

h

)
при n→ ∞,

где H(z) = −z log z − (1 − z) log(1 − z) для 0 < z < 1, log — логарифм
по основанию 2. Такая функция имеет ограниченную протяжённость,
дважды экспоненциальное число минимальных комплексов, и число её
максимальных граней экспоненциально превосходит число единичных
вершин.

Определение 3. Для системы множеств 〈X,Y 〉 и подмножеств A,B
множества X выполняется отношение доминирования A ≻ B, если для
любого семейства множеств S ⊆ Y из A ⊆ XS следует, что B ⊆ XS .
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Очевидно, из того, что A1 ≻ B1 и A2 ≻ B2, следует A1∪A2 ≻ B1∪B2.
В задаче о минимальном покрытии для сокращения размерности систе-
мы множеств 〈X,Y 〉 используется отношение доминирования только для
одноэлементных множеств A = {xA} и B = {xB} [12]. В этом случае
достаточно рассматривать множества y ∈ Y , а не семейства множеств
S ⊆ Y , т. е. A ≻ B, если для любого y ∈ Y из xA ∈ y следует, что xB ∈ y.

Определение 4. Независимым семейством множеств для системы
множеств 〈X,Y 〉 называется семейство A = {A | A ⊂ X}, если любое
множество y ∈ Y пересекается не более чем с одним множеством A ∈ A.

Лемма 2. Пусть f = f1 ∨ f2 ∈ Pn−2 и

Df (x̃
n) = xn−1xnf(x̃

n−2) ∨ xn−1xnf1(x̃
n−2) ∨ xn−1xnf2(x̃

n−2)

= xn−1f1(x̃
n−2) ∨ xnf2(x̃n−2). (1)

(i) Для системы 〈NDf
, SDf

〉 множества вершин
{
N0,1
Df
, N1,0

Df

}
образуют

независимое семейство и N0,1
Df

∪N1,0
Df

≻ N0,0
Df

, где

N
σn−1,σn
Df

= NDf
∩Bn,σn−1,σn

n−1,n для σn−1, σn ∈ {0, 1}.

(ii) Для задачи о минимальном покрытии 〈NDf
, SDf

,L〉 выполняется

L(Df ) = L(xn−1f1) + L(xnf2)
и, если M1 ∈ ML(xn−1f1) и M2 ∈ ML(xnf2), то M1 ∪M2 ∈ ML(Df ).

(iii) В единичном кубе Bn грань g принадлежит SDf
тогда и только

тогда, когда или g = g̃ × B2,0
1 и g̃ ∈ Sf1 , или g = g̃ × B2,0

2 и g̃ ∈ Sf2 , или

g = g̃ ×B2,0,0
1,2 и g̃ ∈ Sf \ (Sf1 ∪ Sf2).

Для задачи о покрытии множеств достаточные условия минимально-
сти [11] используют понятие независимого семейства множеств.

Семейство множеств, которые пересекаются с множеством элементов
A ⊆ X, обозначим через YA ⊆ Y . Отметим, что для любого множества
элементов A ⊂ X имеет место однозначное представление в виде объеди-
нения попарно не пересекающихся множеств: XYA = A ∪X≻

A ∪ X̄≻
A ⊆ X,

где A ≻ X≻
A , X̄≻

A = XYA \ (A ∪X≻
A ) и некоторые множества могут быть

пустыми. Тогда для независимого семейства множеств A системы 〈X,Y 〉
выполняется [11, с. 96]

C(X,Y ) >
∑

A∈A

C̃(A,X, Y ), (2)

C(X,Y ) =
∑

A∈A

C̃(A,X, Y ), если X =
⋃

A∈A

(A ∪X≻
A ). (3)
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Определение 5. Бесповторным называется произведение функций,
которые не имеют общих переменных.

Для функций f1 ∈ Pr и f2 ∈ Pn−r введём следующие обозначения:
f1× f2 ∈ Pn — бесповторное произведение функций, где Nf1×f2 явля-

ется декартовым произведением множеств Nf1 ⊆ Br и Nf2 ⊆ Bn−r;
M1 ×M2 = {g = g1 × g2 ∈ Gn | gi ∈ Mi ⊆ M(fi), i = 1, 2} — произве-

дение комплексов граней;
M(f1) ×M(f2) = {M1 ×M2 | Mi ∈ M(fi), i = 1, 2} ⊆ M(f1 × f2) —

произведение множеств комплексов граней M(f1) и M(f2).
Для множеств всех граней и максимальных граней функций выпол-

няется Gf1×f2 = Gf1 ×Gf2 и Sf1×f2 = Sf1 × Sf2 . Отметим, что

l(M1 ×M2) = l(M1)l(M2),

L(M1 ×M2) = L(M1)l(M2) + l(M1)L(M2),
(4)

но может быть l(f1)l(f2) > l(f1 × f2) [1, разд. 3.2.4].

Лемма 3. Для бесповторного произведения функций f1 ∈ Pr и f2 ∈
Pn−r, множества вершин Q1 ⊂ Nf1 и независимого множества вершин

Q2 ⊂ Nf2 функции f2 семейство множеств A = {Q1 × {x̃}, x̃ ∈ Q2} явля-

ется независимым семейством множеств функции f1 × f2 ∈ Pn.

Определим бинарное отношение Rf,L на множествах вершин и ком-
плексах максимальных граней функции f , которое является достаточ-
ным условием принадлежности комплекса множеству Ml∩L(f).

Определение 6. Для пары (Q,M) выполнено (Q,M) ∈ Rf,L, ес-
ли Q — независимое множество вершин функции f , для каждой верши-
ны α̃ ∈ Q все грани g ∈ Sf (α̃) имеют одинаковую сложность, M ∈ M(f)
и |M | = |Q|.

Лемма 4. (i) Если (Q,M) ∈ Rf,L, то M ∈ Ml∩L(f).
(ii) Если (Q1,M1) ∈ Rf1,L и (Q2,M2) ∈ Rf2,L, то

(Q1 ×Q2,M1 ×M2) ∈ Rf1×f2,L и M1 ×M2 ∈ Ml∩L(f1 × f2).

(iii) Если для каждой грани gi ∈ Sfi есть пара (Qi,Mi) ∈ Rfi,L и gi ∈
Mi, где i = 1, 2, то любая максимальная грань функции f1 × f2 входит

в некоторый кратчайший и минимальный комплекс.

2. Основные результаты

Функции, для которых единичными вершинами являются множества
вершин Af и Wf = Nf \Af циклической функции f ∈ Cr,k, где 1 6 k < r,
обозначим через fA и fW соответственно. Тогда



О сложности минимизации квазициклических булевых функций 135О сложности минимизации квазициклических булевых функций 135О сложности минимизации квазициклических булевых функций 135

fA(x̃
r) = 1 для x̃r ∈ Af = {α̃i, i ∈ If},

fW (x̃r) =
∨

i∈If

wi(x̃
r),

где wi(x̃r) = 1, если x̃r ∈ gi \Af и gi ∈ Sf , для i ∈ If = {1, . . . , p + 1}.
Очевидно, что f(x̃r) = fA(x̃

r) ∨ fW (x̃r) и fA(x̃r)fW (x̃r) ≡ 0.
Функция wi(x̃

r) для i ∈ If является компонентой связности функ-
ции fW (x̃r) и представляется ki-мерной гранью куба Br с двумя нулевы-
ми вершинами из множества Af на расстоянии di 6 ki. Следовательно,
wi(x̃

r) ≡ 0, если ki = 1, и fW (x̃r) ≡ 0 для f ∈ Cr,1.
Множество квазициклических функций Fn

r,k(m,h, h1, h2) ⊂ Pn опре-
деляется по циклическим функциям следующим соотношением:

Ff (x̃
n) = f(x̃r)H(x̃r+1,n−2)xn−1xn

∨ fW (x̃r)(H1(x̃
r+1,n−2)xn−1xn ∨H2(x̃

r+1,n−2)xn−1xn),

где f ∈ Cr,k и H,H1,H2 — поясковые функции, для которых

NH = Sn−r−2
m−h,m, NH1 = Sn−r−2

m−h,m−h1
, NH2 = Sn−r−2

m−h2,m
,

и параметры удовлетворяют ограничениям

1 6 k < r < n, 1 6 h1 − 1 6 h2 < h < m 6
n− r − 2

2
.

Функции H(x̃r+1,n−2)xn−1xn, H1(x̃
r+1,n−2)xn−1 и H2(x̃

r+1,n−2)xn обо-
значим через Ĥ(x̃r+1,n), Ĥ1(x̃

r+1,n) и Ĥ2(x̃
r+1,n) соответственно.

Для квазициклической функции справедливо представление

Ff (x̃
n) = FA(x̃

n) ∨ FW (x̃n),

где
FA(x̃

n) = fA(x̃
r)Ĥ(x̃r+1,n),

FW (x̃n) = fW (x̃r)(Ĥ1(x̃
r+1,n) ∨ Ĥ2(x̃

r+1,n))

= FW,1(x̃
n) ∨ · · · ∨ FW,p+1(x̃

n), (5)

FW,i(x̃
n) = wi(x̃

r)(Ĥ1(x̃
r+1,n) ∨ Ĥ2(x̃

r+1,n))

= wi(x̃
r)Ĥ(x̃r+1,n) ∨ wi(x̃r)(Ĥ1(x̃

r+1,n) ∨ Ĥ2(x̃
r+1,n)), i ∈ If . (6)

Для функций ϕ и ψ таких, что Nψ ⊂ Nϕ, сложность и множество
L-минимальных комплексов граней функции ϕ, которые содержат под-
множество Nψ ⊂ Nϕ, обозначим через L̃(ϕ,ψ) и M̃L(ϕ,ψ) соответствен-
но.
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Теорема 1. Для функции Ff ∈ Fn
r,k(m,h, h1, h2) выполняются сле-

дующие утверждения.

(i) SFf
= Sf × SĤ ∪ SFW

и SFW
=
⋃
i∈If

SFW,i
, где

SFW,i
=

{
Swi

× SĤ1
∪ Swi

× SĤ2
для i ∈ Ikerf ,

∅ для i ∈ If \ Ikerf .

(ii) N0,1
FW,i

∪N1,0
FW,i

≻ N0,0
FW,i

для i ∈ Ikerf и тогда N0,1
FW

∪N1,0
FW

≻ N0,0
FW
, где

Nσ1,σ2
F = NF ∩Bn,σ1,σ2

n−1,n для F ∈ Pn и σ1, σ2 ∈ {0, 1}.

(iii) L(Ff ) = L̃(Ff , FA) + L(FW ) и, если M1 ∈ M̃L(Ff , FA) и M2 ∈
ML(FW ), то M1 ∪M2 ∈ ML(Ff ).

(iv) Если функция fA,α̃ ∈ Pn такая, что NfA,α̃
= Af×{α̃}× 0̃2, где α̃ ∈

Bn−r−2
m , то A =

{
NfA,α̃

, α̃ ∈ Bn−r−2
m

}
является независимым семейством

множеств системы 〈NFf
, SFf

〉 и для любой вершины α̃ ∈ Bn−r−2
m верно

L̃(Ff , FA) > L̃(Ff , fA,α̃)
∣∣Bn−r−2

m

∣∣. (7)

(v) Справедливы соотношения

l̃(Ff , FA) = l̃(f, fA)l(Ĥ), L̃(Ff , FA) > L̃(f, fA)l(Ĥ) + l̃(f, fA)L(Ĥ), (8)

при этом равенство достигается, если Ml∩L(f, fA) 6= ∅, т. е. комплекс

M1 ×M2 ∈ M̃l∩L(Ff , FA), если

M1 ∈ M̃l∩L(f, fA), M2 ∈ ML(Ĥ) = Ml(Ĥ).

(vi) Для функции Ff любая максимальная грань входит в некоторый

комплекс M ∈ Ml∩L(Ff ), если любая максимальная грань функции f

входит в некоторый комплекс M̃ ∈ M̃l∩L(f, fA).

Очевидно, что M̃l∩L(f, fA) 6= ∅, когда для максимальных граней
функции f ∈ Cr,k или все грани имеют одинаковую сложность, или по-
следовательные пары пересекающихся граней имеют одинаковую слож-
ность при чётном числе граней (лемма 4(i)).

Следствие 1. Для функции Ff ∈ Fn
r,k(m,h, h1, h2) верны следующие

утверждения.

(i) p(Ff ) > p(f), |SFf
| > |Sf | × |SH |, σFf

> min{σH , σH1 , σH2}.
(ii) Число и мощность связных компонент доминируемых и домини-

рующих множеств не меньше, чем
∣∣Ikerf

∣∣ и min{|NH |, |NH1 |, |NH2 |}.
(iii) Независимое семейство множеств

{
NfA,α̃

, α̃ ∈ Bn−r−2
m

}
для си-

стемы 〈NFf
, SFf

〉 состоит из
(n−r−2

m

)
множеств мощности p(f) + 1.
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Теорема 2. Множество функций Fn
r,k(m,h, h1, h2) при определённых

значениях параметров k, r,m, h, h1 , h2 содержит функции, которые обла-

дают совокупностью следующих свойств:

— их протяжённость экспоненциальна;

— их число максимальных граней экспоненциально превосходит чис-

ло единичных вершин, любая единичная вершина содержится в экспо-

ненциальном числе максимальных граней, а каждая максимальная грань

входит в кратчайший и минимальный комплекс;

— экспоненциально их число связных компонент доминируемых и до-

минирующих множеств единичных вершин, которые имеют экспоненци-

альную мощность;

— минимальность комплексов граней обосновывается достаточными

условиями, которые используют независимое множество экспоненциаль-

ной мощности или независимое семейство множеств, в котором каждое

множество семейства имеет экспоненциальную мощность;

— дважды экспоненциально их число кратчайших и минимальных

комплексов граней, имеющих различные множества собственных вер-

шин.

Изучение квазициклических функций позволяет расширить понима-
ние проблем минимизации булевых функций с использованием извест-
ных подходов. Применение локальных методов сокращения трудоёмко-
сти минимизации для квазициклических булевых функций оказывается
неэффективным. Поэтому актуальными являются исследования классов
булевых функций, для которых эффективно применение локальных ме-
тодов [7] или которые отражают специфику прикладных задач [6].

3. Доказательства

Доказательство леммы 1. (i) Для грани gi ∈ Sf функции f ∈
Cn−k,k грани gi× 0̃k и gi× 1̃k в кубе Bn обозначим через g0i и g1i соответ-
ственно.

Определим функцию f0 ∈ Cn,k, которая совпадает с функцией f

в грани Bn,0,...,0
n−k+1,...,n, т. е. имеет множество максимальных граней

Sf0 =
{
g0i | gi ∈ Sf

}p+1

i=1
⊂ Bn,0,...,0

n−k+1,...,n.

Очевидно, что kf0 = kf и df0 = df .
Для вершины α̃i ∈ Af ⊂ Bn−k через gα̃i обозначим грань размерно-

сти k в кубе Bn с минимальной вершиной α̃0
i = α̃i × 0̃k и максимальной

вершиной α̃1
i = α̃i × 1̃k. Добавление k-мерных граней в k-циклическую
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функцию f0 ∈ Cn,k выполняется для трёх или четырёх последователь-
ных максимальных граней

{
g0i , g

0
i+1, g

0
i+2, g

0
i+3

}
в зависимости от рассто-

яния di, где 1 6 i < i+ 3 6 p+ 1.
Если di = 1, то грани

{
g0i , g

0
i+1

}
заменяются гранями

{
g1i , g

1
i+1

}
⊂

Bn,1,...,1
n−k+1,...,n, добавляются k-мерные грани {gα̃i , gα̃i+2} и грани

{
g0i+2, g

0
i+3

}

не изменяются. Если di > 1, то грань
{
g0i
}

заменяется гранью g1i ⊂
Bn,1,...,1
n−k+1,...,n, добавляются k-мерные грани {gα̃i , gα̃i+1} и грани

{
g0i+1, g

0
i+2

}

не изменяются. Расстояние между этими и последующими добавленны-
ми гранями будет не меньше 2.

Такое преобразование может быть применено не менее
⌊
1
4(p(f) + 1)

⌋

раз, и каждый раз добавляются две грани размерности k, для которых
минимальные и максимальные вершины являются вершинами пересече-
ния граней. В результате получается k-циклическая функция f∗ ∈ Cn,k,
для которой I — множество индексов добавленных граней,

p(f∗) > p(f) + |I|, |I| > 2

⌊
1

4
(p(f) + 1)

⌋
.

(ii) Для последовательности {k∗i | ki 6 k∗i 6 ki + ∆k}p+1
i=1 функция

f∗ ∈ Pn задаётся комплексом граней M = {g∗i | g∗i = gi × ∆g∗i , gi ∈
Sf}p+1

i=1 , где ∆g∗i = 0̃3k при k∗i = ki и ∆g∗i = ∆gi × 0̃2k для i = 1 (mod 3),
∆g∗i = 0̃k × ∆gi × 0̃k для i = 2 (mod 3) и ∆g∗i = 0̃2k × ∆gi для i = 0

(mod 3), где ∆gi = Bk,0,...,0
1,...,k∗i −ki

⊂ Bk, при k∗i > ki для i = 1, . . . , p+ 1.
Очевидно, что размерность грани g∗i равна k∗i , для различных граней

ρ(g∗i , g
∗
j ) > ρ(gi, gj) при i, j = 1, . . . , p + 1, g∗i ∩ g∗i+1 = {α̃∗

i+1}, если i =

1, . . . , p, и g∗p+1 ∩ g∗1 = {α̃∗
1}, где α̃∗

i = α̃i × 0̃3k ∈ Bn для α̃i ∈ Af .
Докажем, что все грани комплекса M максимальны и нет других

максимальных граней функции f∗ ∈ Cn,k∗ . Если максимальная грань g
функции f∗ не содержится в комплексе M , то грань g содержит раз-
личные вершины из различных граней комплекса M . Следовательно,
найдутся такие вершины x̃∗, ỹ∗ ∈ g, что ρ(x̃∗, ỹ∗) = 1, x̃∗ ∈ g∗i и ỹ∗ ∈ g∗j ,
где i, j ∈ 1, . . . , p + 1. Тогда ρ(x̃∗, ỹ∗) > ρ(g∗i , g

∗
j ) > ρ(gi, gj) и для k-

циклической функции расстояние между непересекающимися гранями
не меньше 2 и может быть равно 1 только для двух граней, которые
пересекаются с одной гранью, и вершины пересечения находятся на рас-
стоянии 1. Поэтому можно считать, что x̃∗ ∈ g∗1 и ỹ∗ ∈ g∗2 или ỹ∗ ∈ g∗3 .

Вершины куба Bn−3k, совпадающие с вершинами x̃∗ и ỹ∗ в координа-
тах 1, . . . , n − 3k, обозначим через x̃ и ỹ соответственно. Очевидно, что
ρ(x̃, ỹ) 6 ρ(x̃∗, ỹ∗) = 1.

Рассмотрим возможные случаи.
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(1) В случае x̃∗ ∈ g∗1 , ỹ
∗ ∈ g∗2 и ρ(x̃, ỹ) = 0, т. е. x̃ = ỹ = α̃2, получаем,

что если x̃∗ = x̃, то x̃∗, ỹ∗ ∈ g∗2 ; если ỹ∗ = ỹ, то x̃∗, ỹ∗ ∈ g∗1 ; если x̃∗ 6= x̃
и ỹ∗ 6= ỹ, то ρ(x̃∗, ỹ∗) > 2.

(2) В случае x̃∗ ∈ g∗1 , ỹ
∗ ∈ g∗2 и ρ(x̃, ỹ) = 1 получаем, что если x̃ = α̃2

и ỹ 6= α̃2, то x̃, ỹ ∈ g2 ⊆ g∗2 и x̃∗ 6= x̃ или ỹ∗ 6= ỹ; если x̃ 6= α̃2 и ỹ = α̃2,
то x̃, ỹ ∈ g1 ⊆ g∗1 и x̃∗ 6= x̃ или ỹ∗ 6= ỹ; если x̃∗ 6= x̃ или ỹ∗ 6= ỹ, то
ρ(x̃∗, ỹ∗) > ρ(x̃, ỹ) = 1.

(3) В случае, когда x̃∗ ∈ g∗1 , ỹ
∗ ∈ g∗3 и ρ(x̃, ỹ) 6 1, т. е. x̃ ∈ g1, ỹ ∈ g3

и 1 6 d2 = ρ(α̃2, α̃3) 6 ρ(x̃, ỹ), что возможно только при d2 = 1, x̃ = α̃2

и ỹ = α̃3, получаем, что если x̃∗ = α̃∗
2 и ỹ∗ = α̃∗

3, то x̃∗, ỹ∗ ∈ g∗2 ; если
x̃∗ 6= α̃∗

2 или ỹ∗ 6= α̃∗
3, то ρ(x̃∗, ỹ∗) > ρ(x̃, ỹ) = 1.

Таким образом, пришли к противоречию: вершины либо содержатся
в одной грани, либо не являются соседними. Лемма 1 доказана.

Для грани g = Bn,α1,...,αt

j1,...,jt
⊆ Bn и множества индексов {i1, . . . , ik}, где

1 6 i1 < · · · < ik 6 n, грань в кубе Bn−k, которая получается из грани g
удалением координат i1, . . . , ik, обозначим через g̃i1,...,ik .

Доказательство леммы 2. (i) Любой комплекс граней M функ-
ции Df однозначно представляется в виде объединения непересекающих-
ся комплексов M =M0,0 ∪M0,1 ∪M1,0, где

M0,0 =
{
g ∈M | g ⊆ Bn,0,0

n−1,n

}
,

M0,1 =
{
g ∈M | g ∩Bn,0,1

n−1,n 6= ∅
}
,

M1,0 =
{
g ∈M | g ∩Bn,1,0

n−1,n 6= ∅
}
,

так как
{
N0,1
Df
, N1,0

Df

}
— независимое семейство множеств для 〈NDf

, SDf
〉.

Для комплекса максимальных граней M выполняется

NM0,1 = Nxn−1f1 , NM1,0 = Nxnf2 , NM0,1 ∪NM1,0 = NDf
.

Это означает, что

N0,1
Df

= NM0,1 ∩Bn,0,1
n−1,n ≻ NM0,1 ∩Bn,0,0

n−1,n,

N1,0
Df

= NM1,0 ∩Bn,1,0
n−1,n ≻ NM1,0 ∩Bn,0,0

n−1,n

и, стало быть, N0,1
Df

∪N1,0
Df

≻ (NM0,1 ∪NM1,0) ∩Bn,0,0
n−1,n = N0,0

Df
.

(ii) Из свойств независимости и доминирования семейства множеств{
N0,1
Df
, N1,0

Df

}
и соотношения (2) следует, что

L(Df ) > L̃
(
N0,1
Df
, NDf

, SDf

)
+ L̃

(
N1,0
Df
, NDf

, SDf

)

= L(f1xn−1) + L(f2xn),
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где L̃(A,NDf
, SDf

) — сложность L минимального комплекса M ⊆ SDf
,

который содержит A ⊆ NDf
. Для комплексов M1 ∈ ML(xn−1f1) и M2 ∈

ML(xnf2) выполняется

NM1 ∪NM2 = NDf
, L(M1) + L(M2) = L(xn−1f1) + L(xnf2),

т. е. M1 ∪M2 ∈ ML(Df ).

(iii) Для g ∈ SDf
и грани g̃n−1,n, которая получена из g удалением

координат n− 1 и n, возможны следующие случаи.
Если g ∩Bn,0,1

n−1,n 6= ∅, то

g̃n−1,n ⊆ Nf1 , g ⊆ g̃n−1,n ×B2,0
1 ⊆ Nf1 ×B2,0

1 ⊆ NDf
.

Следовательно, g ∈ SDf
тогда и только тогда, когда g̃n−1,n ∈ Sf1 и g =

g̃n−1,n ×B2,0
1 .

Если g ∩Bn,1,0
n−1,n 6= ∅, то

g̃n−1,n ⊆ Nf2 , g ⊆ g̃n−1,n ×B2,0
2 ⊆ Nf2 ×B2,0

2 ⊆ NDf
.

В этом случае g ∈ SDf
тогда и только тогда, когда g̃n−1,n ∈ Sf2 и g =

g̃n−1,n ×B2,0
2 .

Если g ⊂ Bn,0,0
n−1,n, то

g̃n−1,n ⊆ Nf = Nf1∨f2 , g = g̃n−1,n ×B2,0,0
1,2 ⊆ Nf ×B2,0,0

1,2 ⊆ NDf
.

При этом если g̃n−1,n ∈ Sf1 , то g ⊂ g̃n−1,n × B2,0
1 ⊆ NDf

, а если g̃n−1,n ∈
Sf2 , то g ⊂ g̃n−1,n × B2,0

2 ⊆ NDf
. Поэтому g ∈ SDf

только тогда, когда
g̃n−1,n ∈ Sf \ (Sf1 ∪ Sf2). Лемма 2 доказана.

Доказательство леммы 3. Предположим, что A не является неза-
висимым семейством множеств, т. е. есть два множества {Ai, Aj} ∈ A
и грань g ∈ Gf1×f2 , для которой g ∩ Ai 6= ∅ и g ∩ Aj 6= ∅. Это озна-
чает, что g ∩ (Q1 × {α̃1}) 6= ∅ и g ∩ (Q1 × {α̃2}) 6= ∅ для некоторых
α̃1, α̃2 ∈ Q2. Но тогда грань g̃1,...,r ⊂ Nf2 , получающаяся из g удалением
координат 1, . . . , r, содержит α̃1 и α̃2, что противоречит независимости
множества Q2. Лемма 3 доказана.

Доказательство леммы 4. (i) Для пары (Q,M) ∈ Rf,L комплекс
граней M ∈ M(f) имеет вид M = {gα̃ ∈ Sf (α̃) | α̃ ∈ Q} и для него дости-
гаются нижние оценки длины и сложности минимального покрытия (2).
Следовательно, M ∈ Ml(f), M ∈ ML(f) и M ∈ Ml∩L(f).
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(ii) Очевидно, что для функции f1 × f2 имеем

Nf1×f2 = Nf1 ×Nf2 , Sf1×f2 = Sf1 × Sf2 ,

Sf1×f2(α̃1 × α̃2) = Sf1(α̃1)× Sf2(α̃2)

для любой вершины α̃1 × α̃2 ∈ Nf1×f2 , множество вершин Q = Q1 × Q2

независимо и

M1 ×M2 = {gα̃1×α̃2
= gα̃1

× gα̃2
| α̃1 × α̃2 ∈ Q = Q1 ×Q2,

α̃i ∈ Qi, gα̃i
=Mi ∩ Sfi(α̃i), i = 1, 2} ∈ M(f1 × f2).

При этом любая грань g ∈ Sf1×f2(α̃1 × α̃2) однозначно представляется
в виде g = g1 × g2, где gi ∈ Sfi(α̃i) для i = 1, 2, т. е.

L(g) = L(g1) + L(g2) = Lα̃1
+ Lα̃2

.

Следовательно, (Q1 ×Q2,M1 ×M2) ∈ Rf1×f2,L.

(iii) Для любой грани g ∈ Sf1×f2 справедливо однозначное пред-
ставление g = g1 × g2, где gi ∈ Sfi и gi ∈ Mi для некоторой пары
(Qi,Mi) ∈ Rfi,L при i = 1, 2. Тогда g ∈ M1 × M2 ∈ Ml∩L(f1 × f2).
Лемма 4 доказана.

Доказательство теоремы 1. (i) Для функции Ff используем сле-
дующее представление:

Ff (x̃
n) = F (x̃n−2)xn−1xn ∨ F1(x̃

n−2)xn−1xn ∨ F2(x̃
n−2)xn−1xn,

где

F (x̃n−2) = f(x̃r)H(x̃r+1,n−2),

Fj(x̃
n−2) = fW (x̃r)Hj(x̃

r+1,n−2), j = 1, 2.

Тогда SF = Sf ×H,

SFj
= SfW × SHj

=
⋃

i∈Iker
f

(Swi
× SHj

) для j = 1, 2,

SF ∩ (SF1 ∪ SF2) = ∅ и из леммы 2 следует, что

SFf
= SF ×B2,0,0

1,2 ∪ SF1 ×B2,0
1 ∪ SF2 ×B2,0

2 .

При этом
SFW

= SF1 ×B2,0
1 ∪ SF2 ×B2,0

2 =
⋃

i∈If

SFW,i
,
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где SFW,i
= Swi

× SĤ1
∪ Swi

× SĤ2
, и для функции wi ∈ Pr множество

единичных вершин Nwi
представляется гранью размерности ki в кубе Br

с двумя нулевыми вершинами, расстояние между которыми равно di.
Функцию на кубе Bk, которая имеет ровно две нулевые вершины

α̃, β̃ ∈ Bk, обозначим через v
α̃,β̃

, а если α̃ = 0̃k и β̃ = 1̃d0̃k−d, то функцию
обозначим через vd.

Если π — перестановка координат куба Bk, для которой π(α̃ ⊕ β̃) =
1̃d0̃k−d, то vd(π(x̃ ⊕ α̃)) = v

α̃,β̃
(x̃). При применении к вершинам куба Bk

преобразования π(x̃ ⊕ α̃) грани преобразуются в грани, сохраняются
размерности граней и отношения принадлежности для вершин, граней
и комплексов граней. Поэтому свойства комплексов граней функции v

α̃,β̃
однозначно определяются свойствами комплексов граней функции vd.

В единичном кубе Bk через gi,j и gj обозначим грани Bk,0,1
i,j и Bk,1

j

соответственно, где i, j = 1, . . . , k и i 6= j.
Для функции vd множества кратчайших и минимальных комплексов

граней совпадают, любая максимальная грань входит в некоторый ми-
нимальный комплекс и достаточные условия минимальности основаны
на независимом множестве вершин слоя Bk

1 , так как

v1(x̃
k) = Sk−1

1,k−1(x̃
2,k), Sv1 = ML(v1) = Ker(v1) = {gj}kj=2,

vd(x̃
k) = Sd1,d−1(x̃

d) ∨ Sk−d1,r−d(x̃
d+1,k), 1 < d < k,

Svd = {gi,ji 6= j}di,j=1 ∪ Ker(vd), Ker(vd) = {gj}kj=d+1,

ML(vd) =
{
M ×Bk−d ∪ Ker(vd) |M ∈ ML

(
Sd1,d−1

)}
,

vk(x̃
k) = Sk1,k−1(x̃

k), Svk = {gi,j , i 6= j}ki,j=1, ML(vk) = ML

(
Sk1,k−1

)
,

где Ker(vd) — множество ядровых граней функции vd.

(ii) Отношение доминирования N0,1
FW,i

∪ N1,0
FW,i

≻ N0,0
FW,i

, где i ∈ Ikerf ,
следует из леммы 2, так как выполняется соотношение (6).

(iii) Заметим, что

NFA
= N0,0

FA
, N0,0

FA
∩N0,0

FW
= ∅, g ∩ (N0,1

FW
∪N1,0

FW
) = ∅

для грани g ∈ SFf
\SFW

и g∩NFA
= ∅ для грани g ∈ SFW

, т. е. семейство{
NFA

, N0,1
FW

, N1,0
FW

}
независимо для системы 〈NFf

, SFf
〉 и

L(Ff ) > L̃(Ff , FA) + L̃(Ff , FWxn−1xn) + L̃(Ff , FWxn−1xn),

L̃(Ff , FWxn−1xn) = L̃(Ff , FWxn−1),

L̃(Ff , FWxn−1xn) = L̃(Ff , FWxn).
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Так как семейство
{
N0,1
FW
, N1,0

FW

}
независимо для системы 〈NFW

, SFW
〉,

N0,1
FW

∪N1,0
FW

≻ N0,0
FW

и N0,1
FW

∪N1,0
FW

∪N0,0
FW

= NFW
, из (3) следует, что

L̃(FW , FWxn−1xn) + L̃(FW , FWxn−1xn) = L(FW ).

Поэтому L(Ff ) > L̃(Ff , FA) + L(FW ) и равенство достигается, так как

объединение любых комплексов M1 ∈ M̃L(Ff , FA) и M2 ∈ ML(FW ) яв-
ляется комплексом функции Ff .

(iv) Пусть α̃1, α̃2 ∈ Bn−r−2
m × 0̃2 и π — перестановка координат ку-

ба Bn, для которой π(x̃ × α̃1) = x̃ × α̃2 при любых x̃ ∈ Br. Тогда для
любого комплекса M ∈ M̃(Ff , fA,α̃1

) комплекс π(M) ∈ M̃(Ff , fA,α̃2
) име-

ет такую же сложность L в силу аксиомы инвариантности относительно
изоморфизма. Следовательно, L̃(Ff , fA,α̃1

) = L̃(Ff , fA,α̃2
).

Множество Bn−r−2
m × 0̃2 ⊂ Bn−r является независимым множеством

вершин для функции Ĥ ∈ Pn−r и Af ⊂ Nf ⊂ Br. Поэтому из леммы 3
следует, что семейство A независимо для системы 〈N

f×Ĥ
, S

f×Ĥ
〉. Так как

NfA,α̃
⊂ NFA

для α̃ ∈ Bn−r−2
m , NFA

∩ NFW
= ∅ и SFf

= Sf × SĤ ∪ SFW
,

семейство A будет независимым для системы

〈NFf
, SFf

〉 = 〈Nf×Ĥ ∪NFW
, Sf×Ĥ ∪ SFW

〉

и оценка (7) вытекает из (2).

(v) Любой комплекс максимальных граней M ∈ M̃(Ff , fA,α̃) имеет
вид

M = {gi = gi,A × g
i,Ĥ

∈ SFf
| gi,A ∈ Sf , gi,Ĥ ∈ S

Ĥ
}li=1,

где MA = {gi,A}li=1 ∈ M̃(f, fA) и l = l(M) = l(MA). Следовательно,

l(MA) > l̃(f, fA) и L(MA) > L̃(f, fA).

Для любой грани g
i,Ĥ

∈ S
Ĥ

ранг R
Ĥ

равен L(g
i,Ĥ

) = n−r−h, поэтому

L(Ĥ) = l(Ĥ)RĤ и l(Ĥ) = l(H) =
∣∣Bn−r−2

m

∣∣.
Так как L(g1 × g2) = L(g1) + L(g2) для любых граней g1 и g2, то
∑

gi∈M

(L(gi,A) + L(gi,Ĥ)) = L(MA) + l(MA)RĤ > L̃(f, fA) + l̃(f, fA)RĤ .

Значит, L̃(Ff , fA,α̃) > L̃(f, fA) + l̃(f, fA)RĤ и из (7) получаем

l̃(Ff , FA) > l̃(f, fA)l(Ĥ),

L̃(Ff , FA) > (L̃(f, fA) + l̃(f, fA)RĤ)l(Ĥ) = L̃(f, fA)l(Ĥ) + l̃(f, fA)L(Ĥ).
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Используя соотношения (4), покажем что эти нижние оценки дости-
жимы. Отметим, что M1 × M2 ∈ M(Ff , FA) для любых комплексов
M1 ∈ M(f, fA) и M2 ∈ M(Ĥ). Пусть M2 ∈ ML(Ĥ) = Ml(Ĥ), т. е.
L(M2) = L(Ĥ) и l(M2) = l(Ĥ).

Если M1 ∈ Ml(f, fA), то

l(M1) = l̃(f, fA), l(M1 ×M2) = l(f, fA)l(Ĥ),

т. е. M1 ×M2 ∈ M̃l(Ff , FA).
Если M1 ∈ Ml∩L(f, fA), то

l(M1) = l̃(f, fA), L(M1) = L̃(f, fA),

L(M1 ×M2) = L(f, fA)l(Ĥ) + l(f, fA)L(Ĥ),

т. е. M1 ×M2 ∈ M̃l∩L(Ff , FA).

(vi) Из пп. (i) и (iii) теоремы 1 следует, что SFf
= Sf × S

Ĥ
∪ SFW

и M1 ∪M2 ∈ ML(Ff ) для любых комплексов M1 ∈ M̃L(Ff , FA) и M2 ∈
ML(FW ). Поэтому для грани g ∈ SFf

достаточно рассмотреть два слу-
чая: g ∈ Sf × SĤ или g ∈ SFW

.
Если g ∈ Sf × S

Ĥ
, то грань g однозначно представляется в виде

g = gf × g
Ĥ

, где gf ∈ Sf и g
Ĥ

∈ S
Ĥ

. Всегда есть комплекс граней M
Ĥ

функции Ĥ, для которого gĤ ∈ MĤ ∈ ML(Ĥ) = Ml(Ĥ). Если всегда

есть комплекс Mf функции f , для которого gf ∈ Mf ∈ M̃l∩L(f, fA), то
из теоремы 1(v) следует, что

g = gf × gĤ ∈Mf ×MĤ ∈ M̃l∩L(Ff , FA)

и грань входит в некоторый комплекс из множества Ml∩L(Ff ).
Если g ∈ SFW

, то g ∈ SFW,i
для некоторого i ∈ Ikerf , так как функции

FW,i являются компонентами связности функции FW для i ∈ Ikerf . Для
функции FW,i множество максимальных граней равно SFW,i

= Swi
×SĤ1

∪
Swi

× SĤ2
(теорема 1(i)). Поэтому грань g ∈ SFW,i

однозначно представ-
ляется в виде g = gwi

× g1 или g = gwi
× g2, где gwi

∈ Swi
, g1 ∈ SĤ1

или

g2 ∈ S
Ĥ2

. Функции wi, Ĥ1 и Ĥ2 удовлетворяют условиям леммы 4(iii),
т. е. для любых граней gwi

∈ Swi
, g1 ∈ S

Ĥ1
и g2 ∈ S

Ĥ2
есть комплексы

Mwi
,MĤ1

,MĤ2
, содержащие эти грани, и независимые множества вер-

шин Qwi
, QĤ1

, QĤ2
, одинаковые для различных максимальных граней,

при этом максимальные грани каждой функции, содержащие любую вер-
шину из соответствующего множества, имеют одинаковый ранг.
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Следовательно, выполняются отношения

(Qwi
,Mwi

) ∈ Rwi,L, (QĤ1
,MĤ1

) ∈ RĤ1,L
, (QĤ2

,MĤ2
) ∈ RĤ2,L

.

Очевидно, что для функции FW,i множество вершин

Q = Qwi
×Q

Ĥ1
∪Qwi

×Q
Ĥ2

является независимым множеством и комплекс граней

M =Mwi
×MĤ1

∪Mwi
×MĤ2

таков, что |M | = |Q|. При этом все максимальные грани функции FW,i,
содержащие любую вершину из множества Q, имеют одинаковый ранг.
Следовательно, выполнены условия леммы 4(i) и M ∈ Ml∩L(FW,i). Тео-
рема 1 доказана.

Доказательство теоремы 2. Функция Ff ∈ Fn
r,k(m,h, h1, h2) по-

лучается из функции f ∈ Cr,k для параметров

r =

⌊
n− 2

2

⌋
=
n

2
−Θ(1), r − 4k >

n

4
− 4k = Θ(n),

m =

⌊
n− r − 2

2

⌋
=
n

4
−Θ(1), h =

⌊
m

2

⌋
=
n

8
−Θ(1),

h1 = h2 =

⌊
h

2

⌋
=

n

16
−Θ(1) при n→ ∞.

Построение функции f ∈ Cr,k основано на преобразованиях леммы 1.
На 1-м шаге из функции f0 ∈ Cr−4k,1 получается k-циклическая функ-
ция f1 ∈ Cr−3k,k, для которой число максимальных граней может быть
определённой чётности, не менее 2

⌊
1
4(p(f0) + 1)

⌋
граней имеют размер-

ность k, при этом расстояние между вершинами пересечения этих граней
равно k, а для протяжённости верна оценка

p(f1) > p(f0) + 2

⌊
1

4
(p(f0) + 1)

⌋
.

На 2-м шаге по функции f1 ∈ Cr−3k,k получается k-циклическая
функция f ∈ Cr,k, в которой размерность граней может быть увеличе-
на до значения, не большего k, с сохранением остальных свойств функ-
ции f1, т. е. p(f) = p(f1). По функции f0 ∈ Cr−4k,1, для которой p(f0) =
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2Θ(n) при r − 4k = Θ(n), может быть получена функция f ∈ Cr,k, име-
ющая число максимальных граней определённой чётности, экспоненци-
альные значения протяжённости и числа максимальных граней размер-
ности k.

Тогда из теоремы 1 и следствия 1 получаем следующие оценки: для
протяжённости

p(Ff ) > p(f) = Θ(2r−4k) = 2Θ(n);

для отношения числа максимальных граней и числа единичных вершин
из того, что

|Sf | = p(f) + 1 > Θ(2
n
2−4k),

|SH | > 2(n−r)+mH(h/m)Θ(n−1) = 2
n
2 +

n
4Θ(n−1),

следует, что |SFf
| > |Sf |× |SH | > 2n+Θ(n) > |NFf

|2Θ(n); число максималь-
ных граней σFf

, которые содержат любую вершину, не меньше

min{σH , σH1 , σH2} = min

{(
m

h

)
,

(
m− ⌊h/2⌋
h− ⌊h/2⌋

)
,

(
m

⌊h/2⌋

)}
> 2Θ(n).

Для связных компонент доминируемых и доминирующих множеств еди-
ничных вершин функции (теорема 1(ii)): их число не меньше чем

∣∣Ikerf

∣∣ > 2

⌊
1

4
(p(f0) + 1)

⌋
= Θ(2

n
2
−4k) = 2Θ(n),

а мощность не меньше чем

min
{∣∣N0,1

FW,i

∣∣,
∣∣N1,0

FW,i

∣∣,
∣∣N0,0

FW,i

∣∣} > |Nwi
|min{|NH |, |NH1 |, |NH2 |} = 2Θ(n).

Для независимого семейства множеств, которое используется для обос-
нования минимальности комплексов граней (теорема 1(iv)), число мно-
жеств в семействе равно

∣∣Bn−r−2
m

∣∣ =
(
n− r − 2

m

)
= 2Θ(n),

а мощность каждого множества в семействе равна p(f) + 1 = 2Θ(n).
Из теоремы 1(vi) следует, что любая максимальная грань функции Ff

входит в некоторый комплекс M ∈ Ml∩L(Ff ), если любая максимальная

грань функции f входит в некоторый комплекс M̃ ∈ M̃l∩L(f, fA).
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Для построения комплексов с различными множествами собственных

вершин используем представление пояса куба в виде Sn−r−2
m−h,m =

h⋃
i=0

Ci при

m 6
n−r−2

2 , где множество Ci содержит монотонные последовательности
из i + 1 соседних вершин, с максимальной вершиной в слое m и мини-
мальной вершиной в слое m− i для i = 0, . . . , h [9]. Любая такая после-
довательность вершин содержится в одной максимальной грани пояса
и множество таких граней образует кратчайший и минимальный ком-
плекс поясковой функции. Стало быть, |Ci| =

(n−r−2
m−i

)
−
(n−r−2
m−i−1

)
для

i = 0, . . . , h− 1 и |Ch| =
(n−r−2
m−h

)
.

Функция Ĥ, для которой множество единичных вершин совпадает
с поясом Sn−r−2

m−h,m в грани Bn−r−2 × 0̃2, обладает такими же свойствами.

Множество вершин Bn−r−2
m × 0̃2 представим в виде объединения непе-

ресекающихся множеств Z0 = C0 × 0̃2 и Z0 =
(
Bn−r−2
m × 0̃2

)
\ Z0.

Функцию, для которой множество единичных вершин есть N
Ĥ
\ Z0,

обозначим через HZ . Для функции HZ пусть SHZ
=

⋃
α̃∈Z0

S
Ĥ
(α̃) — мно-

жество максимальных граней, Z0 — независимое множество вершин,
MZ = {gα̃ | gα̃ ∈ S

Ĥ
(α̃), α̃ ∈ Z0} — комплекс максимальных граней,

в котором каждая грань gα̃ содержит монотонную последовательность
соседних вершин с максимальной вершиной α̃ ∈ Z0.

Тогда для MZ выполнены условия леммы 4(i) и MZ ∈ Ml∩L(HZ).
Представим семейство A =

{
NfA,α̃

, α̃ ∈ Bn−r−2
m × 0̃2

}
(см. теорему 1)

в виде A = A1 ∪ A2, где

A1 = {NfA,α̃
= Af × {α̃}, α̃ ∈ Z0}, A2 = NFA

\ A1.

Определим комплекс M1 =MA×MZ , где MA — некоторый комплекс
из множества M̃(f, fA), т. е. NM1 ⊂ NFf

и множество NFA
\NM1 содержит

только вершины из множеств семейства A2. Определим комплекс M2, ко-
торый содержит вершины множества NFA

\NM1 и представляется в виде
M2 =

⋃
α̃∈Z0

M2,α̃, где

M2,α̃ = {g1 × g2 | g1 ∈MA,α̃, g2 ∈ SĤ(α̃)} ∈ M(Ff , NfA,α̃
)

и комплексы MA,α̃ ∈ M̃(f, fA) могут быть различными для различных
вершин α̃ ∈ Z0.

Тогда M = M1 ∪M2 ∈ M̃(Ff , FA) и аналогично теореме 1(v), если

M1,MA,α̃ ∈ M̃l∩L(f, fA) для всех вершин α̃ ∈ Z0, то

L(M) = L̃(f, fA)l(Ĥ) + l̃(f, fA)L(Ĥ), M ∈ M̃l∩L(Ff , FA).
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Пусть комплексы MA,α̃ выбираются из множества M ⊆ M̃l∩L(f, fA),
в котором комплексы имеют различные множества собственных вершин
(например, если |Sf | — нечётное число и все максимальные грани одного
ранга). Если для определения комплекса M2 используются различные
наборы комплексов {MA,α̃ ∈ M, α̃ ∈ Z0}, то получаются комплексы

MA ∈ M̃A ⊆ M̃l∩L(Ff , FA) с различными множествами собственных
вершин.

Тогда комплексы вида MA∪MW ∈ Ml∩L(Ff ), если MA ∈ M̃A иMW ∈
ML(FW ) (теорема 1(iii)), имеют различные множества собственных вер-
шин, число таких комплексов будет не меньше чем |M||Z0|, где |M| > 2
и |Z0| = 2Θ(n). Теорема 2 доказана.
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Abstract. We investigate the Boolean functions that combine various
properties: the extremal values of complexity characteristics of minimiza-
tion, the inapplicability of local methods for reducing the complexity of
the exhaustion, and the impossibility to efficiently use sufficient mini-
mality conditions. Some quasicyclic functions are constructed that pos-
sess the properties of cyclic and zone functions, the dominance of vertex
sets, and the validity of sufficient minimality conditions based on inde-
pendent families of sets. For such functions, we obtain the exponential
lower bounds for the extent and special sets and also a twice exponential
lower bound for the number of shortest and minimal complexes of faces
with distinct sets of proper vertices. Bibliogr. 13.

Keywords: minimization of Boolean functions, complexity, extent,
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