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Аннотация. Изучается двухуровневая задача стохастического про-
граммирования с квантильным критерием. Задачи двухуровневого
программирования можно рассматривать как формализацию про-
цесса взаимодействия двух сторон. Первой стороной является лидер,
принимающий решение первым, а вторая сторона (последователь)
принимает решение, зная стратегию лидера и реализацию случай-
ных параметров задачи. Предполагается, что задача последователя
при заданной реализации случайных параметров и стратегии лидера
линейна. Коэффициенты целевой функции последователя считаются
случайными. Целью лидера является минимизация функции кван-
тили потерь, зависящей от его собственной стратегии и оптимальной
стратегии последователя. Показано, что задача последователя с ве-
роятностью единица имеет единственное решение, когда случайные
параметры имеют абсолютно непрерывное распределение. Доказана
полунепрерывность снизу функции потерь, и получены условия су-
ществования решения задачи. Приведён пример, демонстрирующий,
что непрерывность функции квантили не гарантируется. Сформули-
рована выборочная аппроксимация задачи. Приведены условия схо-
димости выборочной аппроксимации задачи к исходной задаче при
увеличении объёма выборки по стратегии оптимизации и по значе-
нию целевой функции. Показано, что условия сходимости выполне-
ны для почти всех значений уровня надёжности. Рассмотрен модель-
ный пример определения размера налоговой ставки, для которого
проведены численные эксперименты. Табл. 1, ил. 2, библиогр. 13.
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Введение

Аппарат двухуровневых и многоуровневых задач оптимизации ис-
пользуется для моделирования иерархических систем, в которых извест-
ны цели всех субъектов, принимающих решения, и решения, принимае-
мые на каждом из уровней, известны субъектам, находящимся на более
низких уровнях. Двухуровневым задачам посвящены монографии [5,7,9].

При моделировании сложных систем, как правило, не все параметры
известны на этапе моделирования, в связи с чем возникает необходимость
учёта случайных факторов, для анализа влияния которых может быть
использован аппарат стохастического программирования. Если необхо-
димо обеспечить успешное функционирование системы с заданной веро-
ятностью, то качество её функционирования может быть описано с по-
мощью квантильного критерия. Квантильный критерий [3] представляет
собой уровень потерь, непревышение которого гарантируется с заданной
вероятностью. Использование квантильного критерия особенно целесо-
образно для описания сложных иерархических систем, так как к надёж-
ности их функционирования, как правило, предъявляются высокие тре-
бования.

Стохастические постановки двухуровневых задач изучены слабо.
Приведём описание известных результатов для двухуровневых задач сто-
хастического программирования с квантильным критерием. В [6] рас-
сматривалась задача проектирования транспортной сети. В качестве слу-
чайных параметров в задаче выступал спрос на перевозки. Для реше-
ния задачи предложен генетический алгоритм, основанный на статисти-
ческом моделировании. В [10] рассматривалась двухуровневая задача
со случайными параметрами, распределёнными по гауссовскому зако-
ну, при наличии неопределённости, описываемой нечёткими факторами.
Рассматриваемая задача сводилась к детерминированному эквиваленту.
Стохастическая двухуровневая задача конкурентного размещения пред-
приятий с квантильным критерием рассматривалась в работах [2, 11].
В качестве случайных параметров задачи выступает прибыль предпри-
ятий, случайные параметры предполагаются дискретными. В [2] зада-
ча сведена к детерминированной смешанной целочисленной двухуровне-
вой задаче и описан поиск локально-оптимального решения. Процедура
получения верхних оценок оптимальной прибыли, основанная на мето-
дах релаксации, описана в [11]. В [8] исследована двухуровневая зада-
ча со случайными параметрами, имеющими дискретное распределение
и предложена методика перехода к эквивалентной детерминированной
смешанной целочисленной оптимизационной задаче. В настоящей рабо-
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те исследуется двухуровневая задача, в которой коэффициенты целевой
функции последователя предполагаются случайными, а множество допу-
стимых стратегий не зависит от стратегии лидера и реализации случай-
ных параметров. Исследуется широкий класс возможных распределений
случайных параметров, что затрудняет использование методов, разра-
ботанных для специальных распределений. Ряд свойств задачи доказан
для абсолютно непрерывных распределений случайных параметров.

Эффективным подходом к решению задач стохастического програм-
мирования является построение выборочной аппроксимации стохасти-
ческой задачи. В основе данного метода лежит замена целевой функ-
ции задачи её выборочной оценкой и дальнейшая оптимизация получен-
ной оценки. Данный метод для задач стохастического программирования
с вероятностными ограничениями описан и обоснован в [12]. В [1] метод
изложен для общей задачи стохастического программирования с кван-
тильным критерием. В настоящей работе метод применяется для реше-
ния исследуемой двухуровневой задачи.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 1 приводится поста-
новка двухуровневой задачи стохастического программирования с кван-
тильным критерием и линейной задачей последователя со случайными
коэффициентами целевой функции. В разд. 2 исследуются свойства за-
дачи, доказаны полунепрерывность функции квантили и существование
решения задачи. В разд. 3 описывается построение выборочной аппрок-
симации задачи и приводятся условия, гарантирующие сходимость вы-
борочных оценок решения. Доказано, что сходимость имеет место для
почти всех уровней надёжности. В разд. 4 приводится модельная задача
исследуемого типа, предназначенная для определения размера налого-
вой ставки. В разд. 5 описаны результаты численных экспериментов.

1. Постановка задачи

Пусть u — стратегия лидера, выбираемая из множества U ⊂ Rn,
y — стратегия последователя, принадлежащая пространству Rm. Пусть
X — случайный вектор, определённый на вероятностном пространстве
(Rm,L(Rm),P), где L(Rm) — сигма-алгебра измеримых по Лебегу под-
множеств Rm. Будем считать, что X(x) = x для всех x ∈ Rm.

Замечание 1. Поскольку любой случайный вектор размера m, опре-
делённый на абстрактном вероятностном пространстве, индуцирует ве-
роятностную меру на измеримом пространстве (Rm,B(Rm)), а значит,
и на измеримом пространстве (Rm,L(Rm)), где B(Rm) — сигма-алгебра
измеримых по Борелю подмножеств Rm, можно без ограничения общ-
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ности считать, что случайный вектор X определён на вероятностном
пространстве (Rm,L(Rm),P) и X(x) = x для всех x ∈ Rm. Вместо бо-
релевской сигма-алгебры рассматривается бо́льшая сигма-алгебра изме-
римых по Лебегу множеств, чтобы обеспечить полноту вероятностного
пространства, необходимую для исследования случайных величин, опре-
деляемых как оптимальное решение задачи оптимизации со случайными
параметрами. Более подробно данный вопрос освещён в [13].

Задача последователя при фиксированных значениях u и x является
задачей линейного программирования и имеет следующий вид:

(A2u+ x)⊤y → min
y

(1)

при ограничениях

B2y 6 b2, y > 0,

где A2 ∈ Rm×n, B2 ∈ Rl×m, b2 ∈ Rl — фиксированные матрицы и вектор.
Через Y ∗(u, x) обозначим множество оптимальных стратегий задачи по-
следователя (1).

Пусть функция потерь лидера Φ(·) : U × Rm → [−∞; +∞] имеет вид

Φ(u, x) ,





min
y∈Y ∗(u,x)

(f + Cu)⊤y, если Y ∗(u, x) 6= ∅,

+∞, если Y ∗(u, x) = ∅,
(2)

где f ∈ Rm, C ∈ Rm×n.
Рассмотрим функцию квантили потерь лидера

u 7→ [Φ(u,X)]α , min{ϕ | Pϕ(u) > α}, u ∈ U, (3)

где
Pϕ(u) , P{Φ(u,X) 6 ϕ},

α ∈ (0, 1) — заданный уровень надёжности. Функция u 7→ Pϕ(u) называ-
ется функцией вероятности. Сформулируем задачу лидера в виде

ψ∗ , min
u∈U

{c⊤1 u+ [Φ(u,X)]α}, (4)

где c1 ∈ Rn — некоторый вектор. Будем считать, что множество U зада-
но в виде U , {u ∈ Rn | A1u 6 b1}. Двухуровневой задачей стохасти-
ческого программирования с квантильным критерием является задача
лидера (4). Заметим, что данная задача сформулирована в оптимисти-
ческой постановке. Это значит, что лидер учитывает лучшую для себя
оптимальную стратегию последователя.
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2. Свойства задачи

Рассмотрим задачу последователя (1). Сформулируем утверждение
об условиях, гарантирующих единственность решения данной задачи.

Утверждение 1. Пусть случайныйвекторX имеет абсолютно непре-

рывное распределение относительно меры Лебега и множество допусти-

мых стратегий задачи последователя {y ∈ Rm | B2y 6 b2, y > 0} непусто

и ограничено. Тогда множество Y ∗(u,X) всегда непусто и с вероятностью

единица состоит из единственного элемента.

Доказательство. Обозначим множество допустимых стратегий за-
дачи последователя через Y. В силу предположения о непустоте и огра-
ниченности множества Y задача последователя имеет оптимальное ре-
шение при любом значении стратегии лидера u и реализации случайных
параметров задачи x. Рассмотрим случай m = 1. Тогда оптимальное
решение задачи последователя может быть неединственным, только ес-
ли X = −A2u, что происходит с нулевой вероятностью. Пусть теперь
m > 2. В этом случае оптимальное решение задачи последователя мо-
жет быть неединственным, только если вектор A2u + x перпендикуля-
рен одной из граней множества Y. В силу предположения об абсолютной
непрерывности распределения случайного вектора X вероятность такого
события равна нулю, а значит, с вероятностью единица решение задачи
последователя (1) будет единственным. Утверждение 1 доказано.

Докажем утверждение о полунепрерывности функции потерь Φ(·).
Утверждение 2. Функция (u, x) 7→ Φ(u, x) полунепрерывна снизу

по u при каждом фиксированном значении x и измерима по x для всех u.
При этом для каждого фиксированного u ∈ U множество значений функ-

ции x 7→ Φ(u, x) конечно.

Доказательство. Запишем задачу последователя в канонической
форме. Для этого введём вектор дополнительных переменных y+ ∈ Rl.
Будем использовать следующие обозначения:

c(u, x) ,

(
A2u+ x

0l

)
, B ,

(
B2 I

)
, y′ ,

(
y
y+

)
,

где 0l — нулевой вектор размера l. Тогда задача последователя может
быть записана в виде

c⊤(u, x)y′ → min
y′

(5)

при ограничениях

By′ = b2, y′ > 0.
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Из теории линейного программирования известно, что базисное реше-
ние yB задачи (5) оптимально в том и только том случае, когда соответ-
ствующая ему базисная матрица B такова, что

c⊤(u, x)− c⊤B(u, x)B
−1B > 0, (6)

B
−1b > 0, (7)

где cB(u, x) — подвектор c(u, x), составленный из его координат, соответ-
ствующих базисным переменным. Множество базисных матриц, удовле-
творяющих ограничениям (6) и (7), обозначим через B(u, x).

Введём функцию fB(·) : U×Rm → (−∞; +∞], совпадающую со значе-
нием функции потерь лидера (2) для всех пар (u, x), при которых базис B
является оптимальным в задаче последователя:

fB(u, x) =

{
((f + Cu)⊤, 0⊤l )

⊤yB, если B ∈ B(u, x),

+∞ иначе.

Поскольку функция (u, x) 7→ fB(u, x) принимает конечные значения
на замкнутом множестве и непрерывна на нём, она полунепрерывна сни-
зу.

Используя введённые обозначения, функцию потерь лидера можно
представить в виде

Φ(u, x) = min
B∈B

fB(u, x),

где B — множество всех базисных матриц, составленных из столбцов
матрицы B. В силу утверждения 1 значение Φ(u, x) всегда конечно. Со-
гласно [13, предложение 1.26] поточечный минимум конечного числа по-
лунепрерывных снизу функций является полунепрерывной снизу функ-
цией. Таким образом, функция (u, x) 7→ Φ(u, x) полунепрерывна снизу
по совокупности аргументов, а значит, и полунепрерывна снизу по u при
каждом фиксированном значении x, а также измерима по x для всех u.

Из того, что при заданном u ∈ U и B ∈ B функция x 7→ fB(u, x)
может принимать только два возможных значения и множество B ∈
B конечно, следует, что множество возможных значений функции x 7→
Φ(u, x) при каждом u ∈ U конечно. Утверждение 2 доказано.

Из утверждения 2 выводится следствие о существовании решения
задачи (4).

Следствие 1. Если множество U непусто и ограничено, то суще-

ствует оптимальное решение задачи (4).
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Доказательство. Поскольку множество U задаётся системой ли-
нейных неравенств, оно замкнуто, а значит, множество U является ком-
пактом. Как доказано в [3], при полунепрерывности снизу функции u 7→
Φ(u, x) для почти всех x и измеримости функции u 7→ Φ(u, x) для всех
u ∈ U функция квантили u 7→ [Φ(u,X)]α полунепрерывна снизу на U.
Таким образом, для функции u 7→ [Φ(u,X)]α и множества U выполнены
условия теоремы Вейерштрасса, гарантирующей существование точки
минимума. Следствие 1 доказано.

При доказательстве следствия 1 существенно использовалась полуне-
прерывность снизу функции u 7→ Φ(u, x), которая гарантирована опти-
мистической постановкой задачи 4. В случае пессимистической постанов-
ки полунепрерывность снизу функции u 7→ Φ(u, x) не гарантирована, по-
этому решения задачи 4 в пессимистической постановке в общем случае
может не существовать. Решение задачи 4 в пессимистической постанов-
ке будет существовать и совпадать с решением задачи 4 в оптимистиче-
ской постановке при абсолютно непрерывном случайном векторе X, что
следует из утверждения 1

Приведём пример, показывающий, что непрерывность функции кван-
тили в общем случае не гарантируется.

Пусть задача последователя имеет вид

(x+ u)y → min
y∈[0,1]

.

Нетрудно видеть, что множество оптимальных решений задачи последо-
вателя имеет следующий вид:

Y ∗(u, x) =





{1}, если x+ u < 0,

{0}, если x+ u > 0,

[0, 1], если x+ u = 0.

Пусть f = 1, C = 0, тогда

Φ(u, x) = min
y∈Y ∗(u,x)

fy =

{
1, если x+ u < 0,

0, если x+ u > 0.

Функция квантили записывается в виде

ϕα(u) =

{
0, если P{X + u > 0} > α,

1, если P{X + u > 0} < α.
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Например, для равномерного распределения на отрезке [0; 1] функция
квантили имеет вид

ϕα(u) =

{
1, если u < α− 1,

0, если u > α− 1.

Таким образом, функция u 7→ ϕα(u) не является непрерывной, но будет
полунепрерывной снизу.

Для дальнейшего исследования сходимостей выборочных аппрокси-
маций задачи представляют интерес свойства функции (u, ϕ) 7→ Pϕ(u).

Утверждение 3. Пусть случайныйвекторX имеет абсолютно непре-

рывное распределение. Тогда область определения функции (u, ϕ) 7→
Pϕ(u) можно разбить на конечное число полиэдров, на внутренностях

которых функция непрерывна, а в граничных точках полунепрерывна

сверху.

Доказательство. В [3, теорема 2.2] доказано, что полунепрерыв-
ность сверху функции вероятности следует из полунепрерывности снизу
по u ∈ U и измеримости по x функции потерь (u, x) 7→ Φ(u, x).

Найдём области непрерывности функции вероятности. Введём вели-
чины

ϕB(u) ,
(
(f + Cu)⊤, 0⊤l

)⊤
yB, B ∈ B.

При фиксированном u ∈ U упорядочим величины ϕB(u) по возрастанию.
В результате получим последовательность {ϕ(k)(u)}Kk=1, где K = |B|,
при этом

ϕ(1)(u) 6 ϕ(2)(u) 6 . . . 6 ϕ(K)(u).

Базисную матрицу B, соответствующую ϕ(k)(u), обозначим через B(k).
С помощью введённых обозначений можно записать

Pϕ(u) =





0, если ϕ < ϕ(1)(u),

P

{
k−1⋃
i=1

{B(i) ∈ B(u,X)}
}
, если ϕ(k−1)(u) 6 ϕ < ϕ(k)(u),

1, если ϕ > ϕ(K)(u).

Неравенства ϕ(k−1)(u) 6 ϕ 6 ϕ(k)(u) задают полиэдры, на внутренности
каждого из которых функция (u, ϕ) 7→ Pϕ(u) непрерывна в силу абсо-
лютной непрерывности распределения случайного вектора X. Утвержде-
ние 3 доказано.
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3. Выборочная аппроксимация задачи

Рассмотрим последовательность {XN}∞N=1 независимых случайных
векторов, одинаково распределённых с X. Будем считать, что данная
последовательность определена на некотором вероятностном простран-
стве (Ω,F ,P′). Ниже, если не оговорено противное, сходимость почти
наверное (п. н.) будет рассматриваться относительно вероятностной ме-
ры P

′.

Замечание 2. Процедура построения вероятностного пространства
(Ω,F ,P′), на котором можно определить последовательность независи-
мых одинаково распределённых случайных векторов, описана в доказа-
тельстве теоремы Колмогорова [4]. Заметим, что аналогичное условию
X(x) = x требование XN (x) = x не может быть выполнено по при-
чине независимости случайных векторов, образующих последователь-
ность {XN}∞N=1. Описание вероятностного пространства (Ω,F ,P′)
не приводится в статье, поскольку его структура несущественна для
дальнейшего изложения.

Если в выражении (3) вероятность события {ϕ | Φ(u,X) 6 ϕ} заме-
нить её выборочной оценкой

P (N)
ϕ (u) ,

1

N

N∑

k=1

χ(−∞,0](Φ(u,Xk)− ϕ), N ∈ N,

где

χA(x) =

{
1, если x ∈ A,

0 иначе,

то получится следующая оценка функции квантили:

ϕ(N)
α (u) , min

{
ϕ | P (N)

ϕ (u) > α
}
, N ∈ N.

Таким образом, вместо исходной задачи (4) можно рассмотреть её выбо-
рочную аппроксимацию:

ψN , min
u∈U

{
c⊤1 u+ ϕ(N)

α (u)
}
, N ∈ N, (8)

uN , Argmin
u∈U

{
c⊤1 u+ ϕ(N)

α (u)
}
, N ∈ N. (9)

Полученная задача при фиксированных реализациях случайных век-
торов является детерминированной двухуровневой задачей, и для её ре-
шения могут быть применены соответствующие методы [5,7, 9].
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В [1] доказана теорема о сходимости выборочных аппроксимаций об-
щей задачи стохастического программирования с квантильным критери-
ем вида

ψ∗ , min
u∈U

[Ψ(u,X)]α. (10)

Заметим, что задача (4) может быть представлена в виде (10), если
Ψ(u, x) = c⊤1 u+Φ(u, x). В формулировке теоремы через uN и ψN обозна-
чены оптимальная стратегия и оптимальное значение целевой функции
в задаче минимизации выборочной оценки квантили [Ψ(u,X)]α, соответ-
ствующей выборке объёма N. Также используется обозначение

P̃ψ(u) , P{Ψ(u,X) 6 ψ}.

Теорема 1 [1]. Пусть выполнены следующие условия.

1. Множество U компактно и непусто.

2. Функция Ψ(·) : U×Rm → (−∞,+∞] измерима относительно сигма-

алгебры B(U) × L(Rm) и полунепрерывна снизу по u ∈ U при каждом

фиксированном значении x ∈ Rm.
3. Для всех ε > 0 существует пара (ũ, ψ̃) ∈ U × R такая, что

|ψ∗ − ψ̃| 6 ε, P̃
ψ̃
(ũ) > α.

Тогда ψN → ψ∗ (п. н.) при N → ∞ и каждая предельная точка последо-

вательности {uN}N∈N является оптимальной в задаче (10) (п. н.).

Из утверждения 2 следует выполнение условия 2 теоремы 1.

Утверждение 4. Условие 3 теоремы 1 выполнено для всех α, при-

надлежащих интервалу (0, 1), за исключением не более чем счётного мно-

жества точек.

Доказательство. Предположим, что условие 3 теоремы 1 не выпол-
нено. Тогда существует ε > 0 такое, что для любого ψ ∈ [ψ∗ − ε, ψ∗ + ε]
имеем

sup
u∈U

P̃ψ(u) 6 α.

Согласно следствию 1 решение задачи (10) существует, поэтому

sup
ψ∈[ψ∗−ε,ψ∗+ε]

sup
u∈U

P̃ψ(u) = max
ψ∈[ψ∗−ε,ψ∗+ε],

u∈U

P̃ψ(u) = α.

В силу монотонности вероятности функция

ψ 7→ sup
u∈U

P̃ψ(u) (11)
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монотонно неубывающая, поэтому

sup
u∈U

P̃ψ(u) = α

для всех ψ ∈ [ψ∗, ψ∗ + ε], а значит, область определения монотонной
функции (11) содержит участок, на котором она постоянна. Каждому
такому участку можно сопоставить принадлежащее ему рациональное
число, поэтому множество участков постоянства функции (11) не более
чем счётно. Таким образом, множество значений α, при которых усло-
вие 3 теоремы 1 не выполнено, не более чем счётно. Утверждение 4 до-
казано.

Если множество U конечно, то сформулированное утверждение 4
можно усилить.

Утверждение 5. Пусть множество U конечно. Тогда условие 3 тео-

ремы 1 выполнено для всех α ∈ (0, 1) за исключением некоторого конеч-

ного множества.

Доказательство. Как следует из доказательства утверждения 4,
условие 3 теоремы 1 может быть не выполнено, только если

P̃ψ(u) = P{Ψ(u,X) 6 ψ} = α (12)

для некоторой пары ψ ∈ R, u ∈ U. Из утверждения 2 следует, что при
каждом u ∈ U случайная величина Ψ(u,X) имеет дискретное распреде-
ление с конечным множеством реализаций. Таким образом, множество

A ,
⋃

u∈U

⋃

ψ∈R
{P̃ψ(u)}

конечно, а значит, равенство (12) может нарушаться только при α ∈ A.
Утверждение 5 доказано.

Для определения того, в каких именно точках может быть не вы-
полнено условие 3 теоремы 1, могут быть использованы утверждение 3
о свойствах функции (u, ϕ) 7→ Pϕ(u) и равенство P̃ψ(u) = Pψ−c⊤u(u).

Для решения задачи (4) можно предложить следующий алгоритм,
заключающийся в увеличении объёма выборки до тех пор, пока не будет
найдено приближённое решение задачи.

1. Установить N := 0. Выбрать ∆ ∈ N.
2. Получить реализации случайного вектора X:

xN+1, xN+2, . . . , xN+∆.
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3. Увеличить объём выборки: N := N +∆.
4. Найти ψN и uN , решив задачу (8), (9).
5. Если |ψN −ψN−∆| > ε, где ε > 0 — параметр алгоритма, задающий

точность, то перейти к шагу 1.
Также в качестве критерия окончания можно рассматривать ста-

билизацию значения целевой функции в течение нескольких итераций.
По теореме 1 в случае выполнения её условий предложенный алгоритм
будет сходиться за конечное число шагов п. н.

4. Задача определения налоговой ставки

Рассмотрим модельную задачу, которая может быть записана в ви-
де (4). В качестве лидера будем рассматривать государство, а в качестве
последователя — производителя. Задача лидера состоит в определении
размера налоговой ставки, обеспечивающей максимальный сбор нало-
гов. Целью последователя является максимизация собственной прибы-
ли после уплаты налогов. Производитель имеет возможность выпускать
несколько видов продукции.

Стратегией лидера является размер налоговой ставки u ∈ [0; 1]. Стра-
тегией последователя является вектор y = (y1, y2, . . . , ym)

⊤, где yj —
объём производства j-го вида продукции, j = 1,m.

Задача последователя является стандартной задачей планирования
производства в условиях ограниченных ресурсов. Считается, что для
производства единицы продукции j-го вида требуется A2ij единиц ре-
сурсов i-го типа, j = 1,m, i = 1, l. Величины A2ij определяют техноло-
гическую матрицу A2. Заданы цены cj на каждый из видов продукции,
j = 1,m, и доступные объёмы ресурсов каждого типа b2i, i = 1, l. Через c
и b2 обозначим векторы, составленные из величин cj и b2i соответственно.

Издержки производства единицы продукции j-го типа Xj , j = 1,m,
будем считать случайными. Случайный вектор, составленный из дан-
ных случайных величин, будем обозначать через X, а его реализации —
через x.

Последователь при принятии своего решения знает реализацию слу-
чайного вектора X и величину налоговой ставки. Таким образом, задача
последователя формулируется как задача максимизации прибыли при
ограничениях на ресурсы:

Y ∗(u, x) = Argmin
y∈Y

{x⊤y − (1− u)c⊤y},

где множество Y задаётся системой ограничений

A2y 6 b2, y > 0.
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Потери лидера задаются соотношением

Φ(u, x) = min
y∈Y ∗(u,x)

{−uc⊤y},

т. е. они равны величине сбора налогов, взятой с противоположным зна-
ком. Будем считать, что лидер ставит целью максимизировать величину
гарантированного с вероятностью α сбора налогов. Тогда для поиска его
оптимальной стратегии можно сформулировать двухуровневую задачу
стохастического программирования с квантильным критерием:

[Φ(u,X)]α → min
u∈[0,1]

.

5. Результаты численных экспериментов

Рассмотрим задачу определения налоговой ставки для следующих
данных:

A2 =

(
1 2
3 1

)
, b2 =

(
2
3

)
, c =

(
5
4

)
.

Будем считать, что издержки производства X1, X2 независимы и описы-
ваются равномерным распределением на отрезке [0, 3].

Результат применения алгоритма для решения задачи при α = 0,8
и α = 0,95 отражён в табл. 1. Для удобства значение целевой функции
приводится с противоположным знаком.

Т а б л и ц а 1

α = 0,8 α = 0,95
N uN −ψN uN −ψN

500 0,630 2,520 0,495 1,980
1000 0,625 2,500 0,490 1,960
1500 0,625 2,500 0,490 1,960
2000 0,625 2,500 0,490 1,960
2500 0,625 2,500 0,490 1,960
3000 0,625 2,500 0,495 1,980
3500 0,625 2,500 0,495 1,980
4000 0,630 2,520 0,495 1,980
4500 0,630 2,520 0,500 2,000
5000 0,630 2,520 0,500 2,000
5500 0,625 2,500 0,495 1,980
6000 0,625 2,500 0,495 1,980
6500 0,630 2,520 0,500 2,000
7000 0,630 2,520 0,495 1,980
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7500 0,630 2,520 0,495 1,980
. . . . . . . . . . . . . . .

10000 0,630 2,520 0,495 1,980

Для поиска оптимального значения стратегии лидера uN в аппрок-
симирующей задаче перебирались её значения с шагом 0,005.

Из таблицы видна стабилизация значений целевой функции и стра-
тегии с N = 7000. При этом оптимальный размер налоговой ставки для
уровня надёжности 0,8 составляет 63%, а для уровня надёжности 0,95 —
49,5%.

График зависимости гарантированной величины сбора налогов для
уровня надёжности 0,8 приведён на рис. 1, а для уровня надёжности
0,95 — на рис. 2.
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Рис. 1. График зависимости −ϕ(10000)
0,8 (u) от u.

Как и следовало ожидать, полученные графики показывают, что сбор
налогов является низким как при низкой, так и при высокой налоговой
ставке. При высокой налоговой ставке производителю невыгодно выпус-
кать продукцию, поэтому он уходит с рынка. Заметим, что при незначи-
тельном отклонении от оптимальной стратегии государства производи-
тель будет уходить с рынка. По этой причине полученная в результате
решения модельной задачи стратегия государства, хотя и обеспечивает
максимальный сбор налогов, не может быть реализована на практике.
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Рис. 2. График зависимости −ϕ(10000)
0,95 (u) от u.

Заключение

В статье рассмотрена двухуровневая задача стохастического линей-
ного программирования с квантильным критерием и случайными па-
раметрами в целевой функции последователя. Доказаны утверждения
о свойствах задачи, показана сходимость выборочных аппроксимаций
задачи. Сходимость проверена экспериментально для модельной задачи.
В дальнейшем планируется провести исследования общей двухуровне-
вой задачи стохастического программирования с квантильным критери-
ем и получить обобщения результатов данной работы.
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Abstract. Under study is a bilevel stochastic linear programming prob-
lem with quantile criterion. Bilevel programming problems can be con-
sidered as formalization of the process of interaction between two par-
ties. The first party is a Leader making a decision first; the second is
a Follower making a decision knowing the Leader’s strategy and the re-
alization of the random parameters. It is assumed that the Follower’s
problem is linear if the realization of the random parameters and the
Leader’s strategy are given. The aim of the Leader is the minimization
of the quantile function of a loss function that depends on his own strat-
egy and the optimal Follower’s strategy. It is shown that the Follower’s
problem has a unique solution with probability 1 if the distribution of the
random parameters is absolutely continuous. The lower-semicontinuity
of the loss function is proved and some conditions are obtained of the
solvability of the problem under consideration. Some example shows that
the continuity of the quantile function cannot be provided. The sample
average approximation of the problem is formulated. The conditions are
given to provide that, as the sample size increases, the sample average
approximation converges to the original problem with respect to the
strategy and the objective value. It is shown that the convergence condi-
tions hold for almost all values of the reliability level. A model example
is given of determining the tax rate, and the numerical experiments are
executed for this example. Tab. 1, illustr. 2, bibliogr. 13.

Keywords: stochastic programming, bilevel problem, quantile criterion,
value-at-risk, sample average approximation.
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