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Аннотация. Описано изменение функционального графа линейной
дискретной динамической системы при преобразовании её графа-
носителя, а именно при добавлении к нему двух доминирующих вер-
шин. Библиогр. 12.
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Введение

Дискретной динамической системой (кратко ДДС ) называется упо-
рядоченная пара (X, f), состоящая из конечного множества X и опреде-
ляющей функции f : X → X.

Функциональным графом (или диаграммой состояний) дискретной
динамической системы называется ориентированный граф Gf , вершины
которого являются элементами множества X, а множество рёбер состоит
из всех упорядоченных пар (x, y) таких, что f(x) = y.

Элемент x ∈ X является циклической вершиной, если f l(x) = x для
некоторого l ∈ N, т. е. в Gf существует путь из x в себя. Наименьшее
такое l будем называть периодом x, а циклическую вершину, имеющую
период 1, — неподвижной точкой.

Известно [10], что каждая компонента связности функционального
графадискретной динамической системы состоит из единственного цикла
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(возможно, петли) и присоединённых к нему деревьев, все дуги которых
ориентированы к циклической вершине.

В [1,2,5,7] рассмотрены дискретные динамические системы с порого-
выми функциями. Особое внимание уделялось полному описанию непо-
движных точек таких систем, изучению циклов функционального графа
и их длин, нахождению всех висячих вершин притягиваемых деревьев.

Дискретная динамическая система (X, f) называется линейной (крат-
ко ЛДДС ), если X является конечномерным векторным пространством
над конечным полем F, а f : X → X — линейным отображением.

Доказано [3, 4, 11], что в этом случае все деревья в функциональном
графе Gf , которые присоединены к каждой циклической вершине, изо-
морфны друг другу. Тем самым каждая компонента связности функци-
онального графа представляет собой цикл некоторой длины k, каждая
вершина которого притягивает дерево, изоморфное некоторому дереву T.
Такую компоненту связности будем называть (k, T )-циклическим дере-

вом.
В [4,9] описано построение циклической структуры функционального

графа Gf в случае, когда f является невырожденным линейным отобра-
жением.

Линейные дискретные динамические системы также рассматрива-
лись в [6, 8, 12]. В этих работах подробно описана структура деревьев
функциональных графов и их высота и получены оценки наибольшей
длины цикла функционального графа.

1. Постановка задачи

Будем рассматривать линейные дискретные динамические системы
вида

(
Zn2 , A

)
, где Z2 = {0, 1} — поле вычетов по модулю 2 и A : Zn2 → Zn2 —

матрица некоторого линейного оператора в стандартном базисе e1, . . . , en
пространства Zn2 .

Ранее было показано [4, 9, 11] как функциональный граф линейной
дискретной динамической системы с определяющей матрицей Ã, которая

имеет блочно-диагональный вид

(
A O
O B

)
, однозначно строится по функ-

циональным графам линейных дискретных динамических систем с опре-
деляющими матрицами A и B при условии взаимной простоты характе-
ристических многочленов χA(λ) и χB(λ).

В данной статье рассматривается схожая задача, где в матрице Ã
вместо нулевых матриц O стоят матрицы из единиц, а матрица B имеет

вид B =

(
0 1
1 0

)
.
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Для удобства вектор, состоящий из единиц, будем обозначать через
1 = (1, . . . , 1)T ∈ Zn2 , а вектор из нулей — через 0 = (0, . . . , 0)T ∈ Zn2 .
Для обозначения вектора (x1, . . . , xn, y1, y2)

T ∈ Zn+2
2 будем использовать

запись (x, y1, y2)
T , где x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Zn2 .

Таким образом, исследуется структура функционального графа ли-
нейной дискретной динамической системы

(
Zn+2
2 , Ã

)
, где матрица Ã за-

даёт линейный оператор в стандартном базисе (e1, 0, 0)
T , . . . , (en, 0, 0)

T ,
(0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T пространства Zn+2

2 и имеет вид

Ã =




1 1

A
...

...
1 1

1 . . . 1 0 1
1 . . . 1 1 0



.

Матрицу A можно рассматривать как матрицу смежности некоторого
ориентированного графа с множеством вершин {1, 2, . . . , n}, причём из i
идёт дуга в j тогда и только тогда, когда aji = 1. Такой ориентированный
граф полностью задаёт динамику ЛДДС

(
Z2
n, A

)
и называется графом-

носителем ЛДДС.

Аналогично можно определить граф-носитель для любой ДДС. Во
многих практических задачах (описание динамических процессов в ген-
ных сетях, прогнозирование коллективного поведения) сначала задаётся
граф связей (влияний) некоторых структур, а на его основе — ДДС, для
которой этот граф является графом-носителем. Исследуются вопросы
влияния структуры графа-носителя на функционирование ДДС, а также
устойчивость ДДС при изменениях её графа-носителя. В [1,2] изучалось
функционирование ДДС, у которых матрица смежности графа-носителя
является циркулянтом, а в [7] исследовалось изменение функционирова-
ния ДДС при объединении двух циркулянтов.

Доминирующей вершиной в ориентированном графе (V,E) будем на-
зывать вершину v ∈ V такую, что (v, x), (x, v) ∈ E для любого x ∈ V,
x 6= v.

В данной статье исследуется изменение функционирования ЛДДС
при добавлении в граф-носитель двух доминирующих вершин. Это поз-
воляет редуцировать задачу описания функционирования произвольной
ЛДДС к функционированию ЛДДС с не более чем одной доминирующей
вершиной.



84 А. С. Парфиненко, А. Л. Пережогин84 А. С. Парфиненко, А. Л. Пережогин84 А. С. Парфиненко, А. Л. Пережогин

Альтернативным способом интерпретации матрицы A являются ав-
тономные двоичные линейные последовательные сети, в которых мат-
рица A выступает в качестве характеристической матрицы сети. Этот
способ представлен в [4, 9].

2. Структура деревьев

Весом ωx вектора x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Zn2 будем называть сумму его

координат ωx = x1 + · · · + xn. (k, T )-Циклическое дерево называется
(k,w, T )-циклическим деревом, если сумма весов всех его циклических
вершин равна w.

Утверждение 1. Две последние координаты вектора x̃ ∈ Z2
n+2 рав-

ны тогда и только тогда, когда равны две последние координаты векто-

ра Ãx̃.

Доказательство. Пусть x̃ = (x, a, b)T , тогда

Ãx̃ =




1 1

A
...

...
1 1

1 . . . 1 0 1
1 . . . 1 1 0






x
a
b




=



Ax+ a · 1+ b · 1
x1 + · · · + xn + b
x1 + · · ·+ xn + a


 =



Ax+ (a+ b) · 1

ωx + b
ωx + a




и ωx+ b = ωx+ a в том и только том случае, когда a = b. Утверждение 1
доказано.

Следствие 1. У вектора x̃ ∈ T̃ , где T̃ — дерево, притягиваемое вер-

шиной (0, 0, 0)T ∈ Zn+2
2 в функциональном графе системы

(
Zn+2
2 , Ã

)
, две

последние координаты равны.

Доказательство. Действительно, если x̃ ∈ T̃ , то существует такое
s ∈ N, что Ãsx̃ = (0, 0, 0)T , значит, по утверждению 1 и у x̃ две последние
координаты равны. Следствие 1 доказано.

Утверждение 2. Для любого вектора (x, a, a)T ∈ Z2
n+2 и любого

k ∈ N0 верно равенство Ãk(x, a, a)T = (Akx,Ω(k, x) + a,Ω(k, x) + a)T , где

Ω(k, x) =

{
ωAk−1x + · · ·+ ωAx + ωx, k 6= 0,

0, k = 0.
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Доказательство.

Ã



x
a
a


 =




1 1

A
...

...
1 1

1 . . . 1 0 1
1 . . . 1 1 0






x
a
a


 =



Ax+ a · 1+ a · 1
x1 + · · · + xn + a
x1 + · · · + xn + a


 =




Ax
ωx + a
ωx + a


 ,

Ã2



x
a
a


 =




1 1

A
...

...
1 1

1 . . . 1 0 1
1 . . . 1 1 0







Ax
ωx + a
ωx + a


 =




A2x
ωAx + ωx + a
ωAx + ωx + a


 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Ãk



x
a
a


 =




1 1

A
...

...
1 1

1 . . . 1 0 1
1 . . . 1 1 0







Ak−1x
ωAk−2x + · · ·+ ωx + a
ωAk−2x + · · ·+ ωx + a




=




Akx
ωAk−1x + ωAk−2x + · · ·+ ωx + a
ωAk−1x + ωAk−2x + · · ·+ ωx + a


 =




Akx
Ω(k, x) + a
Ω(k, x) + a


 .

Утверждение 2 доказано.

Утверждение 3. Дерево T̃ , притягиваемое вершиной (0, 0, 0)T ∈
Zn+2
2 в функциональном графе линейной дискретной динамической си-

стемы
(
Zn+2
2 , Ã

)
, изоморфно дереву T, притягиваемому вершиной 0 ∈ Zn2

в функциональном графе линейной дискретной динамической системы(
Zn2 , A

)
.

Доказательство. Пусть T имеет высоту m и V (T ) = L0 ∪ L1∪
· · · ∪ Lm, где Li — это множество вершин i-го уровня дерева T, i = 0,m,
а T̃ имеет высоту s и V (T̃ ) = L̃0 ∪ L̃1 ∪ · · · ∪ L̃s, где L̃j — это множество
вершин j-го уровня дерева T̃ , j = 0, s.

Пусть x ∈ Lk, тогда (x,Ω(k, x),Ω(k, x))T ∈ L̃k. Действительно, так
как

Ãk




x
Ω(k, x)
Ω(k, x)


 =




Akx
Ω(k, x) + Ω(k, x)
Ω(k, x) + Ω(k, x)


 =



Akx
0
0


 =



0

0
0



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и Aix 6= 0 для любого i < k, то по определению L̃k следует, что (x,Ω(k, x),
Ω(k, x))T ∈ L̃k.

Рассмотрим вектор (x, a, a)T ∈ L̃k (две последние координаты равны
по следствию 1). По определению L̃k имеем

Ãk



x
a
a


 =




Akx
Ω(k, x) + a
Ω(k, x) + a


 =



0

0
0




тогда и только тогда, когда
{
Akx = 0,

a = Ω(k, x).

Тем самым x ∈ Lk, так как если x ∈ Li, где i < k, то Ω(k, x) = Ω(k− i, x)
и по доказанному выше вектор (x, a, a)T принадлежит множеству L̃i,
чего быть не может.

Таким образом получаем, что s = m и между множествами Lk и L̃k,
k = 0,m, существует взаимно однозначное отображение ϕk : Lk → L̃k,
ϕk(x) = (x,Ω(k, x),Ω(k, x))T , x ∈ Lk.

Рассмотрим отображение ϕ : V (T ) → V (T̃ ) такое, что ϕ(x) = ϕk(x),
если x ∈ Lk. Оно также взаимно однозначно. Покажем, что в дереве T
существует дуга из x в y тогда и только тогда, когда в дереве T̃ есть дуга
из ϕ(x) в ϕ(y), т. е. Ax = y тогда и только тогда, когда Ãϕ(x) = ϕ(y).

Пусть Ax = y и x ∈ Lk, тогда Ãϕ(x) = (Ax,Ω(k, x)+ωx,Ω(k, x)+ωx)
T

и y ∈ Lk−1. Преобразуя последние координаты вектора Ãϕ(x):

Ω(k, x) + ωx = ωAk−1x + · · ·+ ωAx + ωx + ωx

= ωAk−1x + · · ·+ ωAx = ωAk−2y + · · ·+ ωy = Ω(k − 1, y),

получаем Ãϕ(x) = (y,Ω(k−1, y),Ω(k−1, y))T = ϕ(y). В обратную сторону
доказывается аналогично.

Тем самым ϕ является изоморфизмом деревьев T и T̃ . Утверждение 3
доказано.

Таким образом, справедлива

Теорема 1. Все деревья, притягиваемые циклическими вершинами

функционального графа линейной дискретной динамической системы(
Zn+2
2 , Ã

)
, изоморфны деревьям, притягиваемым циклическими верши-

нами функционального графа линейной дискретной динамической си-

стемы
(
Zn2 , A

)
.
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3. Структура циклов

Матрица E — это единичная матрица размера n × n, а через Ẽ бу-
дем обозначать единичную матрицу размера (n+2)× (n+2). Многочлен
χA(λ) = det(A+λE) называется характеристическим многочленом мат-
рицы A.

Утверждение 4. χÃ(λ) = (λ+ 1)2χA(λ).

Доказательство. Имеем

χÃ(λ) = det(Ã+ λẼ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1

A+ λE
...

...
1 1

1 . . . 1 λ 1
1 . . . 1 1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1

A+ λE
...

...
1 1

1 . . . 1 λ 1
0 . . . 0 λ+ 1 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1

A+ λE
...

...
0 1

1 . . . 1 λ+ 1 1
0 . . . 0 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (λ+ 1)2 det(A+ λE) = (λ+ 1)2χA(λ).

Утверждение 4 доказано.

Следствие 2. λ = 1 является собственным значением матрицы Ã.

Множество VA(λ) =
∞⋃
k=1

ker(A+λE)k называется корневым простран-

ством матрицы A, соответствующим собственному значению λ.

Следствие 3. dimVÃ(1) = dimVA(1) + 2.

Утверждение 5. Вектор ṽ = (0, 1, 1)T ∈ Zn+2
2 является собственным

вектором матрицы Ã, отвечающим собственному значению λ = 1.

Доказательство. Имеем

(Ã+ Ẽ)



0

1
1


 =




1 1

A+ E
...

...
1 1

1 . . . 1 1 1
1 . . . 1 1 1






0

1
1


 =



0

0
0


 .

Утверждение 5 доказано.
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Утверждение 6. Существует корневой вектор матрицы Ã, соответ-
ствующий собственному значению λ = 1, вида (x, 1, 0)T ∈ Zn+2

2 .

Доказательство. Допустим, что это не так и все корневые векторы,
соответствующие λ = 1 и отличные от ṽ и (0, 0, 0)T , имеют вид (x, 0, 1)T

или (x, a, a)T , где x ∈ Zn2 , a ∈ Z.
Однако если вектор (x, 0, 1)T корневой, то вектор



x
1
0


 =



x
0
1


+



0

1
1




также является корневым как сумма двух корневых векторов.
Если же (x, a, a)T — корневой вектор, то существует такое k ∈ N, что

(Ã+ Ẽ)k(x, a, a)T = (0, 0, 0)T , т. е.




1 1

A+E
...

...
1 1

1 . . . 1 1 1
1 . . . 1 1 1




k



x
a
a




=




1 1

A+ E
...

...
1 1

1 . . . 1 1 1
1 . . . 1 1 1




k−1



(A+ E)x

ωx
ωx




=




1 1

A+E
...

...
1 1

1 . . . 1 1 1
1 . . . 1 1 1




k−2



(A+ E)2x
ω(A+E)x

ω(A+E)x


 = . . .

=



(A+ E)kx
ω(A+E)k−1x

ω(A+E)k−1x


 =



0

0
0


 ,

откуда (A+E)kx = 0 и x ∈ VA(1). Таким образом получаем, что каждому
корневому вектору (x, a, a)T ∈ VÃ(1) соответствует корневой вектор x ∈
VA(1), т. е. dimVA(1) + 1 > dimVÃ(1), что противоречит следствию 3.
Утверждение 6 доказано.
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Утверждение 7. Вектор (z, 1, 0)T является собственным вектором

матрицы Ã, отвечающим собственному значению λ = 1, тогда и только

тогда, когда ωz = 1 и z является решением системы линейных уравнений

(A+ E)x = 1.

Доказательство. Пусть (z, 1, 0)T является собственным вектором
для матрицы Ã, отвечающим собственному значению λ = 1, т. е.

(Ã+ Ẽ)



z
1
0


 =




1 1

A+ E
...

...
1 1

1 . . . 1 1 1
1 . . . 1 1 1






z
1
0


 =



(A+ E)z + 1

ωz + 1
ωz + 1


 =



0

0
0


 .

Это равенство верно тогда и только тогда, когда ωz = 1 и (A+E)z = 1.
Утверждение 7 доказано.

Утверждение 8. Вектор (z, 1, 0)T является присоединённым векто-

ром матрицы Ã к собственному вектору (0, 1, 1)T , отвечающему собствен-

ному значению λ = 1, тогда и только тогда, когда ωz = 0 и z является

решением системы линейных уравнений (A+E)x = 1.

Доказательство. Пусть вектор (z, 1, 0)T присоединённый к вектору
(0, 1, 1)T , т. е.

(Ã+ Ẽ)



z
1
0


 =



(A+ E)z + 1

ωz + 1
ωz + 1


 =



0

1
1


 .

Это равенство верно тогда и только тогда, когда ωz = 0 и (A+E)z = 1.
Утверждение 8 доказано.

Следствие 4. Если система уравнений (A+E)x = 1 имеет некоторое

решение z ∈ Zn2 , то в базисе (e1, 0, 0)
T , . . . , (en, 0, 0)

T , (0, 1, 1)T , (z, 1, 0)T

матрица оператора Ã принимает вид

B̃ =




0 0

A
...

...

0 0
1 . . . 1 1 ωz
0 . . . 0 0 1



.
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В этом случае матрица перехода от стандартного базиса пространства
Zn+2
2 к базису (e1, 0, 0)

T , . . . , (en, 0, 0)
T , (0, 1, 1)T , (z, 1, 0)T примет вид

S =




0

E
... z
0

0 . . . 0 1 1
0 . . . 0 1 0



.

Структура циклов функционального графа ЛДДС
(
Zn+2
2 , Ã

)
описы-

вается следующей теоремой.

Теорема 2. Пусть задана линейная дискретная динамическая систе-

ма
(
Zn2 , A

)
и система уравнений (A+ E)x = 1 имеет некоторое решение

z ∈ Zn2 . Тогда каждой компоненте связности функционального графа

системы
(
Zn2 , A

)
, являющейся (k,w, T )-циклическим деревом, однознач-

но соответствуют следующие компоненты связности функционального

графа дискретной динамической системы
(
Zn+2
2 , Ã

)
:

• при ωz = 0 и нечётном k два (k, 0, T )-циклических дерева и одно

(2k, 0, T )-циклическое дерево,

• иначе при w = 0 четыре (k, 0, T )-циклических дерева, при w = 1
два (2k, 0, T )-циклических дерева.

Других компонент связности вфункциональном графе системы
(
Zn+2
2 , Ã

)

нет.

Доказательство. Так как Ã и B̃ — матрицы одного и того же ли-
нейного оператора, функциональные графы линейных дискретных ди-
намических систем

(
Zn+2
2 , Ã

)
и
(
Zn+2
2 , B̃

)
изоморфны, а матрица перехо-

да S задаёт изоморфизм этих графов.
Пусть (k, ω, T )-циклическое дерево — компонента связности функци-

онального графа
(
Zn2 , A

)
, а (x,Ax, . . . , Ak−1x) — цикл этой компоненты

связности. Рассмотрим вектор (x, y1, y2)
T , где y1, y2 ∈ Z2, и действие

на него операторов B̃k и B̃2k:

B̃k



x
y1
y2


 =




0 0

A
...

...
0 0

1 . . . 1 1 ωz
0 . . . 0 0 1




k



x
y1
y2






Динамическая система с двумя доминирующими вершинами 91Динамическая система с двумя доминирующими вершинами 91Динамическая система с двумя доминирующими вершинами 91

=




0 0

A
...

...
0 0

1 . . . 1 1 ωz
0 . . . 0 0 1




k−1




Ax
ωx + y1 + ωzy2

y2




= · · · =




Akx
ωAk−1x + · · ·+ ωx + y1 + ωzky2

y2


 =




x
ω + y1 + ωzky2

y2


 ,

B̃2k



x
y1
y2


 = B̃k




x
ω + y1 + ωzky2

y2




=




Akx
ω + ω + y1 + ωzky2 + ωzky2

y2


 =



x
y1
y2


 .

Отсюда следует, что (x, y1, y2)
T — циклическая вершина в функциональ-

ном графе системы
(
Zn+2
2 , B̃

)
, причём если её период равен l, то l 6 2k,

при этом также выполняется равенство Alx = x, т. е. l нацело делится
на k. Значит, l = k или l = 2k.

Заметим, что последняя координата вектора не меняется под дей-
ствием оператора B̃, поэтому рассмотрим предпоследнюю координату
ω + ωzky2 + y1.

Если ωz = 0 и k нечётное, то

ω + ωzky2 + y1 = y1 ⇔ ω + y2 + y1 = y1 ⇔ ω + y2 = 0 ⇔ y2 = ω.

Получаем, что если y2 = ω, то l = k для любого y1 ∈ Z2. Тем самым
в функциональном графе системы

(
Zn+2
2 , B̃

)
есть два цикла длины k,

один из которых содержит вектор (x, 1, ω)T , а другой — (x, 0, ω)T . Если
же y2 = ω, то l = 2k и оба вектора (x, 1, ω)T и (x, 0, ω)T лежат в од-
ном цикле длины 2k функционального графа системы

(
Zn+2
2 , B̃

)
, так

как B̃2k(x, 0, ω)T = B̃k(x, 1, ω)T = (x, 0, ω)T .
Если же ωz = 1 или k чётное, то

ω + ωzky2 + y1 = y1 ⇔ ω + y1 = y1 ⇔ ω = 0.

Стало быть, при ω = 0 имеем l = k для любых y1, y2 ∈ Z2. И в этом
случае в функциональном графе системы

(
Zn+2
2 , B̃

)
есть четыре цикла

длины k, каждый из которых содержит ровно один из векторов (x, 0, 0)T ,
(x, 0, 1)T , (x, 1, 0)T , (x, 1, 1)T соответственно. Если же ω = 1, то l = 2k
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и в функциональном графе системы
(
Zn+2
2 , B̃

)
существует два цикла дли-

ны 2k, один из которых содержит векторы (x, 0, 0)T , (x, 1, 0)T , а другой —
(x, 0, 1)T , (x, 1, 1)T , так как B̃2k(x, 0, y2)

T = B̃k(x, 1, y2)
T = (x, 0, y2)

T для
любого y2 ∈ Z2.

Таким образом, если x ∈ Zn2 — циклическая вершина функциональ-
ного графа ЛДДС

(
Zn2 , A

)
, то (x, y1, y2)

T ∈ Zn+2
2 также является цикли-

ческой вершиной для любых y1, y2 ∈ Z2 функционального графа ЛДДС(
Zn+2
2 , B̃

)
. Покажем, что это утверждение верно и в обратную сторону.

Пусть |VC(A)| — число циклических вершин функционального гра-
фа системы

(
Zn2 , A

)
. Тогда для числа циклических вершин функцио-

нального графа системы
(
Zn+2
2 , B̃

)
выполняется неравенство |VC(B̃)| >

4|VC(A)|.
По следствию 1 все циклические вершины функциональных графов

систем
(
Zn2 , A

)
и
(
Zn+2
2 , B̃

)
притягивают деревья, изоморфные некоторо-

му дереву T. Тогда неравенство

2n+2 = |VC(B̃)| · |T | > 4|VC(A)||T | = 4 · 2n = 2n+2

выполняется только при |VC(B̃)| = 4|VC(A)|.
Перейдём к функциональному графу линейной дискретной динами-

ческой системы
(
Zn+2
2 , Ã

)
и покажем, что сумма всех циклических

вершин равна нулю для каждой компоненты связности этого графа.
Пусть (x, y1, y2)

T — координаты вектора из Zn+2
2 в базисе (e1, 0, 0)

T , . . . ,
(en, 0, 0)

T , (0, 1, 1)T , (z, 1, 0)T . Тогда в стандартном базисе этот вектор
имеет координаты

S



x
y1
y2


 =




0

E
... z
0

0 . . . 0 1 1
0 . . . 0 1 0






x
y1
y2


 =



x+ y2z
y1 + y2
y1


 ,

а его вес равен ωx + y2ωz + y1 + y2 + y1 = ωx + y2 ωz.

Так как циклические вершины одной и той же компоненты связности
функционального графа системы

(
Zn+2
2 , B̃

)
, построенной по (k,w, T )-

циклическому дереву функционального графа системы
(
Zn2 , A

)
, имеют

одинаковые последние координаты, сумма весов циклических вершин со-
ответствующей компоненты связности функционального графа системы(
Zn+2
2 , Ã

)
равна ω+ky2 ωz, если длина цикла равна k, и 2ω+2ky2 ωz = 0,

если длина цикла равна 2k. В то же время длина цикла равна k в двух



Динамическая система с двумя доминирующими вершинами 93Динамическая система с двумя доминирующими вершинами 93Динамическая система с двумя доминирующими вершинами 93

случаях: в первом случае ωz = 0, k нечётное и y2 = ω, т. е. ω+ky2 ωz = 0;
а во втором случае ω = 0 и либо ωz = 1, либо k чётное и опять получаем,
что ω + ky2 ωz = 0. Теорема 2 доказана.

Следствие 5. Вершина x ∈ Zn2 функционального графа линейной

дискретной динамической системы
(
Zn2 , A

)
циклическая тогда и толь-

ко тогда, когда вершина (x, y1, y2)
T , y1, y2 ∈ Z2, является циклической

функционального графа линейной дискретной динамической системы(
Zn+2
2 , B̃

)
.

Следствие 6. В функциональном графе линейной дискретной ди-

намической системы
(
Zn+2
2 , Ã

)
сумма весов всех циклических вершин

равна нулю для каждой компоненты связности.
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