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Аннотация. Исследуется проблема отыскания неподвижной точ-
ки для специального класса кусочно-постоянных отображений сим-
плекса в себя, возникающих в связи с отысканием равновесных цен
в классической модели обмена и различных её вариациях. Осно-
вой рассмотрений является схема полиэдральной комплементарно-
сти, являющаяся естественным обобщением линейной комплемен-
тарности. В данной работе изучаются отображения, возникающие
из рассмотрений моделей с фиксированными бюджетами. Отобра-
жения этого класса обладают особым свойством монотонности (ло-
гарифмическая монотонность), что позволяет доказать их потенци-
альность. Показано, что задача отыскания неподвижных точек та-
ких отображений может быть сведена к оптимизационным задачам,
для которых удаётся предложить конечные алгоритмы субоптими-
зации. Приводится описание двух алгоритмов. Ил. 3, библиогр. 20.
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Введение

Работа посвящена исследованию вопроса о неподвижных точках спе-
циального класса точечно-множественных кусочно-постоянных отобра-
жений, порождаемых проблемой полиэдральной комплементарности [7]
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на симплексе. Вопрос имеет значительную предысторию, восходящую
к работе автора [4], в которой данный вопрос рассматривался в Rn в пред-
положении монотонности отображений. Изначально вопрос возник при
рассмотрении проблемы экономического равновесия в линейных моделях
обмена. Для простейшей из них (модель Фишера) Айзенберг и Гейл [16]
получили сведе́ние проблемы к оптимизационной задаче, что вызвало
интерес к численному отысканию равновесия. Автором настоящей ра-
боты был предложен принципиально иной подход [5], в большей мере
отражающий природу экономического равновесия. Этот подход не име-
ет аналогов и приводит к новым вариантам оптимизационных задач.
На его основе были получены конечные алгоритмы отыскания равно-
весных цен не только для классического варианта линейной модели об-
мена [6], но и для новых более общих моделей такого рода [9].

Модель Фишера по-прежнему привлекает внимание исследователей.
Оптимизационная задача [16] была использована многими авторами для
разработки алгоритмов отыскания равновесных цен. Обзор по этой теме
можно найти в [15], где рассмотрен полиномиальный алгоритм решения
проблемы. В [13, 14] на основе предложенного варианта двойственности
исследована связь оптимизационной задачи [16] с задачей, полученной
посредством полиэдральной комплементарности [5]. Более сложный ва-
риант оптимизационной задачи и оригинальный алгоритм симплексного
типа предложены в [11]. Преимущество подхода полиэдральной компле-
ментарности состоит в естественной экономической и геометрической ин-
терпретации его логической схемы, а также особой простоте реализации
полученных на его основе алгоритмов [5,8], использующих лишь аппарат
классической транспортной задачи. В этом смысле результат является
экстремальным. Едва ли он может быть улучшен.

Предложенный подход полиэдральной комплементарности позволяет
легко учитывать и дополнительные финансовые ограничения на закуп-
ки отдельных товаров. Разработанные конечные алгоритмы, в свою оче-
редь, позволяют предложить итеративные методы, в частности, для мо-
делей с кусочно-линейными сепарабельными функциями предпочтения
участников [18]. Такого рода кусочно-линейная модель обмена (spending
constraint model) рассмотрена в [17, 20]. Сведе́ние к оптимизационной
задаче, полученное в рамках подхода полиэдральной комплементарно-
сти [5], было использовано в [12] для разработки быстро сходящихся ите-
ративных алгоритмов для модели Фишера как в классическом варианте,
так и в варианте spending constraint.

Целью данной работы является исследование математической пер-
воосновы подхода полиэдральной комплементарности. Рассматривает-
ся класс логарифмически монотонных убывающих кусочно-постоянных
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многозначных отображений симплекса цен в себя. Автором в [10] доказа-
на потенциальность таких отображений. В данной работе показано, как,
используя данный результат, можно свести задачу о неподвижной точ-
ке к двум оптимизационным задачам. Эти задачи связаны отношением
двойственности аналогично двойственным задачам линейного програм-
мирования. Для их решения приводится два конечных алгоритма, осно-
ванных на идеях субоптимизации, подобно алгоритмам квадратичного
программирования.

В работе дано полное изложение (с доказательствами и обсуждени-
ем) результатов, которые тезисно были представлены на конференции
OPTIMA-2017 [19].

1. Задача полиэдральной комплементарности

Приведём необходимые описания исследуемых объектов и отображе-
ний, введённых автором в [10]. Будем пользоваться понятиями комбина-
торной топологии [1, 2].

Под многогранником далее понимается множество в Rn, задаваемое
некоторой системой линейных уравнений и неравенств. Полиэдральный

комплекс ω — это совокупность многогранников такая, что любая грань
многогранника из ω также принадлежит ω. Элементы комплекса назы-
вают клетками. Бинарное отношение «Ω1 является гранью Ω2» задаёт
в ω отношение частичного порядка: Ω1 ≺ Ω2.

Пусть два полиэдральных комплекса ω и ξ имеют одинаковое число
клеток r и R ⊂ ω × ξ устанавливает взаимно однозначное соответствие
между клетками комплексов: R = {(Ωi,Ξi)}ri=1, где Ωi ∈ ω, Ξi ∈ ξ.

Комплексы ω и ξ находятся в двойственности по соответствию R,
если отношения порядка в этих комплексах взаимно противоположны:

Ωj ≺ Ωi ⇐⇒ Ξj ≻ Ξi. (1)

Задача полиэдральной комплементарности: в предположении (1) найти
точку из пересечения клеток некоторой пары (Ωj ,Ξj).

Отметим, что невырожденные задачи линейной комплементарности
являются частным случаем задач полиэдральной комплементарности,
в которых полиэдральные комплексы ω и ξ формируются из граней двух
симплексных конусов. Таким образом речь идёт о естественном обобще-
нии линейной комплементарности.

Рис. 1 иллюстрирует задачу полиэдральной комплементарности в R2.
Комплексы ω и ξ содержат по 7 клеток. Решением задачи является точ-
ка x∗, в которой пересекаются отвечающие друг другу клетки Ω6 и Ξ6.

Задача полиэдральной комплементарности в приведённой формули-
ровке впервые рассматривалась автором в [7].
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Рис. 1. Полиэдральная комплементарность

2. Класс задач полиэдральной комплементарности
на симплексе

Пусть σ — (n− 1)-мерный симплекс в Rn:

σ =

{
p ∈ Rn

+ |
n∑

j=1

pj = 1

}
.

В данной работе исследуется специальный класс задач полиэдральной
комплементарности на симплексе σ, обладающих особым свойством ло-
гарифмической монотонности. Рассмотрению задач этого класса пред-
пошлём описание более общего класса.

Клетки полиэдральных комплексов ω и ξ в общей задаче полиэдраль-
ной комплементарности на симплексе задаются особым образом. Полно-
мерные клетки Ωi ∈ ω задаются условием p ∈ σ и системами линейных
неравенств вида

∑

j∈S

hjpj +
∑

k/∈S

hkpk > γ, (2)

где S 6= ∅, S ⊂ J = {1, . . . , n}, а коэффициенты hj , hk подчинены усло-
вию hj > 0, j ∈ S, и hk 6 0, k /∈ S.

Естественно предполагать, что уравнение, отвечающее произвольно-
му неравенству (2), задаёт аффинный носитель некоторой (n−2)-мерной
клетки комплекса ω. Предполагается, что клетки Ω ∈ ω образуют раз-
биение симплекса σ: они не пересекаются по относительным внутренно-
стям Ω◦ и покрывают весь симплекс, примыкая друг к другу по граням.
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Клетки комплекса ξ являются подмножествами открытого симплек-
са σ◦ — внутренности симплекса σ. Полномерные из них задаются усло-
вием p ∈ σ◦ и неравенствами вида

pj/pk > γjk. (3)

Полномерной клетке Ω ∈ ω в комплексе ξ соответствует вершина q,
а (n−2)-мерной грани клетки Ω — примыкающая к q одномерная клетка
комплекса ξ.

Для задания вершины q в ξ нужно, чтобы неравенства некоторого
набора из n− 1 неравенств (3) выполнялись как равенства. Такой набор
должен обладать условием полноты, определяя все условия пропорцио-

нальности для компонент вектора q. Вместе с требованием
n∑

j=1
qj = 1 это

уже определит точку q однозначно. Парам (j, k), отвечающим услови-
ям такого набора, можно сопоставить дуги u = (j, k) ориентированного
графа-дерева с множеством вершин J = {1, . . . , n}.

Одномерным клеткам комплекса Ξ ∈ ξ (рёбрам) будут отвечать на-
боры из n − 2 условий указанного типа и графы, состоящие из двух
компонент связности, которые также будут деревьями. Разбиению гра-
фа на две компоненты связности отвечает разбиение всего множества
вершин J на два непересекающихся подмножества: Q и J/Q. Для то-
чек q̃ ∈ Ξ координаты q̃j на каждой из компонент связности будут сохра-
нять взаимные пропорции, задаваемые любой из точек клетки Ξ, в част-
ности, вершиной q:

q̃j = tqj, j ∈ Q, (4)

q̃k = τqk, k ∈ J/Q, (5)

где t и τ — параметры, связь между которыми задаётся условием

n∑

j=1

q̃j = 1.

Таким образом, одномерные клетки Ξ ∈ ξ (рёбра комплекса ξ) ха-
рактеризуются разбиениями множества J на два непересекающихся под-
множества, как это имеет место и для отвечающих им (n − 2)-мерных
клеток Ω ∈ ω.

Условие согласования [10]. Одномерная клетка комплекса ξ и от-

вечающая ей (n−2)-мерная клетка комплекса ω задают одно и то же раз-

биение множества J на две части: {S, J \S} из (2) совпадает с {Q,J \Q}
из (4), (5).
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Рис. 2. Полиэдральные комплексы модели обмена

Это условие задаёт уже однозначно все другие соответствия между
клетками комплексов ω и ξ: пересечению клеток комплекса ω отвечает
выпуклая оболочка соответствующих клеток комплекса ξ.

На рис. 2 представлены полиэдральные комплексы на симплексе цен,
возникающие при исследовании модели обмена, когда число участников
равно 2, а число товаров — 3. Комплексы содержат по 17 клеток, при
этом в комплексе ω имеется три полномерных клетки Ω1,Ω2,Ω12, кото-
рым в комплексе ξ соответствуют три вершины Ξ1,Ξ2,Ξ12.

3. Монотонные регулярные отображения

С задачей полиэдральной комплементарности естественно связать то-
чечно-множественное отображение G, сопоставляющее каждой точке p
из относительной внутренности Ω◦ клетки Ω ∈ ω соответствующую клет-
ку Ξ: G(p) = Ξ, p ∈ Ω◦. В результате задача полиэдральной компле-
ментарности принимает вид задачи о неподвижной точке: найти точ-

ку p, принадлежащую G(p). Легко видеть, что отображение G полу-
непрерывно сверху. При этом граничным точкам симплекса σ отвеча-
ют незамкнутые клетки комплекса Ξ. Поэтому отображение G услови-
ям теоремы Какутани не удовлетворяет. Но если незначительно умень-
шить симплекс σ, заменив условия pj > 0 на pj > ε, то все образы G(p)
для таких p будут уже замкнутыми, и теорема Какутани применима.
Это приводит к рассмотрению сужения отображения G на открытый
симплекс σ◦, которое будем обозначать через G◦. Таким образом, в рас-
сматриваемой задаче полиэдральной комплементарности решение всегда
существует и для его отыскания нужно найти неподвижную точку отоб-
ражения G◦.

В дальнейшем будем предполагать, что клетки комплекса ξ покрыва-
ют весь открытый симплекс σ◦.
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Определение 1 [10]. Будем говорить о регулярной задаче полиэд-

ральной комплементарности, если неравенства (2) имеют вид
∑

j∈S

pj −
∑

k/∈S

pk > γ (6)

и −1 6 γ 6 1. Соответствующее отображение G будем также называть
регулярным.

Рассмотрения идут на симплексе σ, поэтому для p ∈ σ выполняется

равенство
n∑

j=1
pj = 1, которое можно переписать в следующем виде:

∑

j∈S

pj +
∑

k/∈S

pk = 1.

Добавляя это равенство к (6), получаем эквивалентное неравенство
∑

j∈S

pj > γ̃, γ̃ =
γ + 1

2
. (7)

В классе регулярных отображений выделяется подкласс локально мо-
нотонных, определение которых близко к определению монотонных отоб-
ражений в Rn. Для q = (q1, . . . , qn) > 0 введём вектор

ln q = (ln q1, . . . , ln qn).

Определение 2 [10]. Будем говорить, что точечно-множественное
отображение G : σ → 2σ

◦

логарифмически монотонно убывающее, если

(p2 − p1, ln q2 − ln q1) 6 0 ∀p1, p2 ∈ σ, ∀q1 ∈ G(p1), q2 ∈ G(p2).

Определение 3 [10]. Полномерные клетки Ω1,Ω2 ∈ ω называются
соседними, если они имеют общую (n − 2)-мерную грань. Отвечающие
им в ξ вершины q1, q2 также именуются соседними (в ξ).

Если требовать выполнение приведённого выше условия монотонно-
сти лишь для любых соседних клеток Ω1,Ω2, т. е. при p1 ∈ Ω◦

1, p
2 ∈ Ω◦

2,
получим определение локально логарифмически монотонно убывающе-

го отображения. Смена знака неравенства на противоположный даёт
определение логарифмически монотонно возрастающего отображения.

Используемую терминологию можно пояснить следующим образом.
Пусть отображение возрастающее, полномерные клетки Ω1,Ω2 соседние
и им соответствуют вершины q1, q2. Принимая h = ln q2 − ln q1, имеем
(h, p2 − p1) > 0, т. е. h — нормаль гиперплоскости, разделяющей клет-
ки Ω1,Ω2. Для точек q1, q2 будут также выполняться соотношения

(h, q2 − q1) = (ln q2 − ln q1, q2 − q1) > 0

ввиду известного свойства функции (q, ln q).



Полиэдральная комплементарность на симплексе 121Полиэдральная комплементарность на симплексе 121Полиэдральная комплементарность на симплексе 121

p1 p2

p3

Ω1

Ω2

hq2

q1

Рис. 3. Локально убывающее отображение

Таким образом, взаимное расположение соседних в ξ вершин q1 =
G(p1), q2 = G(p2) будет таким же, как и расположение клеток Ω1,Ω2:
из того, что клетка Ω2 расположена по направлению h «дальше», чем
клетка Ω1, следует, что по этому направлению точка q2 также «даль-
ше», чем q1; рост аргумента влечёт рост образа. Это свойство возрас-
тающих функций. Тем самым локально логарифмически возрастающие
отображения являются локально возрастающими в этом более широком
понимании.

На рис. 3 приведён пример локально убывающего отображения. Точ-
ки q1, q2 являются образами множеств Ω◦

1, Ω
◦
2.

Определение 4 [10]. Логарифмически монотонно возрастающее
отображение называется потенциальным, если существует заданная на σ
кусочно-линейная выпуклая функция f̄ такая, что

∀p ∈ σ ∂f̄(p) = {ln q + tθ | q ∈ G(p), t ∈ R1}, (8)

где θ = (1, . . . , 1), а ∂f̄(p) — субдифференциал функции f̄ в точке p.

Для убывающих отображений следует требовать вогнутость функ-
ции f̄ , корректируя соответствующим образом определение субдиффе-
ренциала функции.

Теорема 1 [10]. Локально логарифмически монотонное отображе-

ние G◦ потенциально.

4. Сведе́ние задачи о неподвижной точке убывающего
отображения к задаче оптимизации

В случае убывающих отображений имеет место единственность непо-
движной точки. Действительно, если p1, p2 — две неподвижные точки,
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т. е. p1 ∈ G(p1), p2 ∈ G(p2), то из определения логарифмически убываю-
щего отображения имеем

(p2 − p1, ln p2 − ln p1) 6 0,

что эквивалентно неравенству

(p2, ln p2 − ln p1) + (p1, ln p1 − ln p2) 6 0.

Оба слагаемых в левой части неотрицательны ввиду известного свойства
функции (p, ln p) (энтропии):

(p, ln p) > (p, ln q) ∀p, q > 0,

(p, ln p) = (p, ln q) ⇐⇒ p = q.

В результате оба слагаемых равны нулю, откуда p1 = p2.
Покажем, что задача отыскания неподвижной точки в рассматрива-

емом случае сводится к задаче минимизации выпуклой функции на σ◦.
Прежде всего, следует отметить, что неподвижная точка не может ле-
жать на границе симплекса σ. Следовательно, речь идёт о неподвижной
точке отображения G◦. Введём для p > 0 функцию h(p) = (p, ln p). Обо-
значим через h̄(p) сужение этой функции на σ◦. Рассмотрим функцию

ϕ(p) = h̄(p)− f̄(p),

где f̄(p) — потенциальная функция отображения G◦. Функция h̄(p) стро-
го выпуклая, а f̄(p) — вогнутая кусочно-линейная. Поэтому ϕ(p) будет
строго выпуклой. Несложно убедиться, что у функции ϕ(p) в σ◦ суще-
ствует, и притом единственная, точка минимума. Это является следстви-
ем того, что производная функции одной переменной (pj , ln pj) стремится
к +∞ при pj → +0, а функция f̄(p) кусочно-линейная.

Теорема 2. Неподвижная точка отображения G совпадает с точкой

минимума функции ϕ(p).

Доказательство. Пусть p̂ — точка минимума функции ϕ(p). Это
означает, что 0 ∈ ∂ϕ(p̂). Имеем ∂ϕ(p̂) = ∂h̄(p̂) − ∂f̄(p̂). C учётом того,
что p̂ ∈ σ◦,

∂h̄(p̂) = {ln p̂+ tθ | t ∈ R1}, (9)

∂f̄(p̂) = {ln q + tθ | q ∈ G◦(p̂), t ∈ R1}, (10)

получаем ln p̂ + tθ = ln q̂ при некотором q̂ ∈ G◦(p̂) и подходящем t = t◦.
Однако p̂, q̂ ∈ σ◦, поэтому t◦ = 0 и p̂ = q̂, откуда p̂ ∈ G◦(p̂), т. е. p̂ —
неподвижная точка отображения G◦.

Покажем обратное. Пусть p̂ ∈ G◦(p̂). Тем самым ln p̂ ∈ Ln(G◦(p̂)).
Из (10), (9) получаем ∂h̄(p̂) ⊂ ∂f̄(p̂), а значит,

0 ∈ ∂h̄(p̂)− ∂f̄(p̂) = ∂ϕ(p̂).
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Ввиду выпуклости функции ϕ(p) это означает, что p̂ — точка мини-
мума этой функции. Теорема 2 доказана.

Отображение G обратимо, и его неподвижная точка будет таковой
и для обратного отображения G−1. Для G−1 потенциальной функцией
будет f̄∗ — сопряжённая к функции f̄ . При этом для вогнутой функ-
ции f(x) сопряжённая задаётся формулой

f∗(y) = inf
x
{(y, x)− f(x)}.

Субдифференциальные отображения этих функций взаимно обратны
[3, с. 235]:

y ∈ ∂f(x) ⇐⇒ x ∈ ∂f∗(y).

Переход к отображению G−1 позволяет получить новое утверждение:

Теорема 3. Неподвижная точка отображения G совпадает с точкой

максимума на σ◦ вогнутой функции ψ(q) = f̄∗(ln q).

Доказательство. Пусть p̂ ∈ σ◦ — неподвижная точка отображе-
ния G, т. е. p̂ ∈ G(p̂). Это означает, что ln p̂ ∈ Ln(G◦(p̂)), а значит,
ln p̂ ∈ ∂f̄(p̂). Из этого следует, что

p̂ ∈ ∂f̄∗(ln p̂).

Вместе с этим ln p̂ ∈ ∂h̄(p̂), тем самым

p̂ ∈ ∂h̄∗(ln p̂).

Отсюда следует, что 0 ∈ ∂g(x̂) для функции g(x) = h̄∗(x) − f̄∗(x) при
x̂ = ln p̂. Это означает, что x̂ = ln p̂ является точкой минимума выпуклой
функции g(x). Для функции h̄∗ известна (см. [3, c. 166]) формула

h̄∗(x) = ln
∑

j

exj , x = (x1, . . . , xn). (11)

Для x = ln p при любом p ∈ σ◦ получаем

h̄∗(ln p) = ln
∑

j

eln pj = ln
∑

j

pj = ln 1 = 0.

Таким образом,
h̄∗(ln p) ≡ 0 при p ∈ σ◦ (12)

и g(ln p) = −f̄∗(ln p). Получили требуемое: x̂ = ln p̂ является точкой ми-
нимума выпуклой функции −f̄∗(x), а значит, точка p̂ — точка максимума
вогнутой функции ψ(p) = f̄∗(ln p).

Покажем обратное. Для этого следует повторить выкладки в обрат-
ном порядке. Пусть p̂ доставляет максимум функции ψ(p) и тем самым
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x̂ = ln p̂ доставляет минимум функции −f̄∗(x), а с учётом (12) — мини-
мум функции g(x) = h̄∗(x)− f̄∗(x). Из этого следует, что

0 ∈ ∂g(x̂) = ∂h̄∗(x̂)− ∂f̄∗(x̂).

Но из (11) для x = x̂ = ln p̂ вытекает, что множество ∂h̄∗(x̂) состоит
из одного вектора q с компонентами

qj =
ex̂j

∑
j
ex̂j

=
p̂j∑
j
p̂j
.

Ввиду того, что p̂ ∈ σ, имеем q = p̂. Таким образом, ∂h̄∗(x̂) = {p̂} и, сле-
довательно, p̂ ∈ ∂f̄∗(ln p̂), что эквивалентно тому, что

ln p̂ ∈ ∂f̄(p̂).

Тем самым p̂ — неподвижная точка отображения G. Теорема 3 доказана.

Доказанные теоремы показывают, что для логарифмически монотон-
но убывающих отображений верны соотношения двойственности, как
в задачах линейного программирования.

Утверждение 1. Для функций ϕ(p) и ψ(q) выполняется неравенство

ϕ(p) > ψ(q) ∀p, q ∈ σ◦,
которое обращается в равенство, лишь когда p = q — неподвижная точка

отображения G.

Доказательство этого утверждения легко получается безотноси-
тельно к теоремам 2 и 3 следующим образом.

Известно, что
(p, ln p) > (p, ln q) ∀p, q ∈ σ◦,

и здесь имеет место равенство лишь при p = q.
Для сопряжённых вогнутых функций имеем

(x, y) > f(x) + f∗(y) ∀p, q ∈ σ◦,

и равенство здесь достигается лишь при y ∈ ∂f(x).
Принимая в этих выкладках x = p, y = ln q, получим

(p, ln q) > f(p) + f∗(ln q) ∀p, q ∈ σ◦,

и равенство возможно лишь при ln q ∈ ∂f(p). С учётом того, что (p, ln p)
> (p, ln q), отсюда получаем

ϕ(p) = (p, ln p)− f(p) > f∗(ln q) = ψ(q),

и равенство здесь имеет место, лишь когда ln p ∈ ∂f(p), т. е. когда p —
неподвижная точка отображения G. Утверждение 1 доказано.
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5. Методы отыскания неподвижных точек

Теоремы 2 и 3 позволяют предложить конечные процедуры отыскания
неподвижных точек исследуемых отображений. Эти процедуры базиру-
ются на идее субоптимизации, лежащей в основе метода минимизации
квазивыпуклой функции на многограннике. В рассматриваемом случае
используется тот факт, что множество σ◦ снабжено клеточной структу-
рой подобно граневой структуре многогранника.

Докажем предварительно вспомогательное утверждение. Рассмотрим
пару отвечающих друг другу клеток Ω ∈ ω, Ξ ∈ ξ. Пусть L,M — соот-
ветствующие аффинные носители этих клеток: L ⊃ Ω, M ⊃ Ξ.

Лемма 1. Многообразия L и M пересекаются в единственной точке

множества σ◦.

Доказательство. Уточним прежде всего вид линейной системы
уравнений, задающей L — аффинный носитель клетки Ω ∈ ω.

Клетке Ω отвечает определённая клетка Ξ ∈ ξ. Аффинный носи-
тель M этой клетки задаётся некоторым набором линейно независимых
уравнений, отвечающих активным (для точек из Ξ) неравенствам (3).
С рассматриваемой парой клеток (Ω,Ξ) свяжем граф Γ̃ с множеством
вершин J и множеством дуг вида (j, k), отвечающих уравнениям выде-
ленного набора. Из условий на рассматриваемые комплексы ω и ξ сле-
дует, что для клетки Ω можно указать содержащую её цепь подчинённо-
сти клеток Ω0 ≺ · · · ≺ Ω(n−1), в которой Ω0 является 0-мерной клеткой,
т. е. вершиной комплекса, а Ω(n−1) — полномерной клеткой. Соответству-
ющие графы будут характеризоваться нарастающим количеством дуг:
при переходе от Ωs к Ω(s+1) в соответствующий граф добавляется ещё од-
на дуга, соединяющая две компоненты связности графа. Вершине Ω̌ от-
вечает граф Γ̌, все вершины которого изолированные, а клетке ÒΩ(n−1) —

полный граф-дерево Γ̂. Аффинный носитель вершины Ω̌ имеет триви-
альное описание в виде системы уравнений:

pj = dj , j = 1, . . . , n. (13)

Графы, отвечающие клеткам большей размерности, распадаются на ком-
поненты связности. Пусть τ — число компонент графа Γ̃ и J = Q1∪Q2∪
· · · ∪ Qτ — получающееся разбиение множества вершин. Несложно убе-
диться, что линейная система, задающая L, будет эквивалентна системе
вида

∑

j∈Qν

pj =
∑

j∈Qν

dj, ν = 1, . . . , τ. (14)
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Это следует из таких рассуждений. Граф Γ̃ получается из графа Γ̂ уда-
лением некоторых дуг. Каждой удаляемой дуге отвечает уравнение, по-
лучающееся из неравенства (7):

∑

j∈S

pj = γ̃, (15)

где S — одно из двух подмножеств, возникающих при разбиении J в ре-
зультате удаления дуги. Результирующая система уравнений, задающая
аффинный носитель L, будет обладать той особенностью, что все пе-
ременные pj группируются по компонентам связности и фигурируют
в системе в качестве слагаемых сумм вида

∑
j∈Jν

pj, где Jν — множество

вершин ν-й компоненты связности. Это позволяет переписать систему
относительно новых переменных wν =

∑
j∈Jν

pj. Связи между этими пе-

ременными можно охарактеризовать, если ввести новый граф Γ̆, сопо-
ставляя каждой компоненте связности вершину и вводя связи между
вершинами в соответствии с исключаемыми дугами: если исключаемая
дуга соединяет компоненты связности ν1, ν2 исходного графа Γ̃, то в гра-
фе Γ̆ ей будет отвечать дуга (ν1, ν2). Таким образом, каждой вершине
отвечает своя переменная wν , а примыкающей дуге — уравнение. До-

бавляя уравнение
τ∑

ν=1
wν = 1, которое следует из

∑
j∈J

pj = 1, получаем

систему из τ уравнений с τ неизвестными. Граф Γ̆, как и граф Γ̃, так-
же является деревом, а возникающая система для переменных wν имеет
треугольную структуру. В результате все переменные определяются по-
следовательно. Несложно убедиться в том, что при удалении новой дуги
из графа Γ̃ какая-то из компонент связности распадётся на две новых
компоненты, что приведёт к замене соответствующей переменной сум-
мой двух новых переменных и появлению нового уравнения. Обратная
операция (добавление новой дуги) приводит к сложению двух уравнений
системы и замене суммы двух переменных одной. Отсюда и следует вид
системы (14).

Вернёмся к доказательству леммы. Условия, описывающие соответ-
ствующую клетку Ξ ∈ ξ, задают координаты qj на каждой компоненте
связности с точностью до положительного множителя:

qj = tν q̄j, j ∈ Qν .

Множители tν определятся из соответствующего уравнения (14) после
подстановки pj = qj . Это и даст однозначно точку пересечения многооб-
разий L и M . Лемма 1 доказана.
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Пусть Ω ∈ ω, Ξ ∈ ξ, L ⊃ Ω, M ⊃ Ξ такие, как выше, и r — точка
пересечения многообразий M и L. Сужая, если нужно, клетку Ω, будем
считать, что r ∈ Ω◦. Как следует из [10], функция f̄ на каждой полно-
мерной клетке Ωi совпадает с некоторой линейной функцией fi. Выделим
полный набор полномерных клеток Ωi, i ∈ Î, содержащих Ω. Рассмотрим
соответствующий набор функций fi, i ∈ Î, и функцию

f∧(p) = min
i∈Î

fi(p).

Пусть f̄∧ — её сужение на σ◦ ∩M :

f̄∧ =

{
f∧(p), если p ∈ σ◦ ∩M ,

−∞ иначе.

Пусть, как и выше, h(p) = (p, ln p) и h̄(p) — сужение этой функции на σ◦.
Рассмотрим функцию

ϕ̂(p) = h̄(p)− f̄∧(p).

Теорема 4. Точка r является точкой минимума функции ϕ̂(p).

Доказательство. В данном случае множество ∂f̄∧(p) одно и то же
для всех точек p ∈ L. Несложно убедиться в том, что оно совпадает
с множеством

{ln q + tθ | q ∈M, t ∈ R1}.
Из r ∈ L теперь следует {ln r + tθ} ⊂ ∂f̄∧(r). Однако

{ln r + tθ} = ∂h̄(r).

Тем самым ∂h̄(r) ⊂ ∂f̄∧(r), а значит, 0 ∈ ∂(h̄ − f̄∧)(r) = ∂ϕ̂(r). Ввиду
выпуклости функции ϕ̂ получаем требуемое — точка r является точкой
минимума этой функции. Теорема 4 доказана.

Замечание 1. Следует отметить, что для p ∈ Ω имеем f∧(p) = f(p),
f̄∧(p) = f̄(p), а значит, ϕ̂(p) = ϕ(p).

Введём в рассмотрение функцию f∨(p):

f∨(p) =

{
f(p), если p ∈ Ω,

−∞, если p /∈ Ω.

Пусть f∗∨ — сопряжённая к этой функции.

Теорема 5. Точка r является точкой максимума функции ψ∨(q) =
f∗∨(ln q).
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Доказательство. Как и выше, выделим множество Î, отвечающее
набору полномерных клеток Ωi, содержащих точку r. Не ограничивая
общности, можно считать, что клетка Ω является пересечением этих кле-
ток, значит, r ∈ Ω◦. Имеем

∂f̄(r) = {ln q + tθ | q ∈ Ξ, t ∈ R1}.

Несложно убедиться, что при переходе от f̄(r) к f∨(r) в этой формуле Ξ
заменится на M ∩ σ◦:

∂f∨(r) = {ln q + tθ | q ∈M ∩ σ◦, t ∈ R1}.

Но r ∈ M , тем самым ln r ∈ ∂f∨(r), а r ∈ ∂f∗∨(ln r). С другой стороны,
r ∈ ∂h̄∗(ln r). В результате имеем 0 ∈ ∂(h̄∗ − f∗∨)(ln r). Как уже отмеча-
лось в (12), h̄∗(ln p) ≡ 0 при p ∈ σ◦. В итоге 0 ∈ ∂(f∗∨)(ln r). Это озна-
чает, что точка z = ln r доставляет максимум вогнутой функции f∗∨(z),
а следовательно, точка r доставляет максимум функции ψ∨(q) = f∗∨(ln q).
Теорема 5 доказана.

Замечание 2. Для точек q ∈ Ξ, ввиду того, что Ξ ⊂ L, имеем
f∗∨(ln q) = f̄∗(ln q), а значит, ψ∨(q) = ψ(q).

5.1. Методы субоптимизации. Для реализации процедур оптими-
зации функций ϕ(p), ψ(q) не требуется получать эти функции явно.
Нужно лишь уметь проверять неравенства, задающие клетки Ω ∈ ω
и Ξ ∈ ξ. Приведём краткое описание процесса для минимизации функ-
ции ϕ(p). Двойственная процедура, состоящая в максимизации функ-
ции ψ(q), вполне аналогична.

На текущем k-м шаге процесса имеется пара отвечающих друг другу
клеток Ωk ∈ ω, Ξk ∈ ξ и пара точек pk ∈ Ωk, qk ∈ Ξk. Клетке Ξk отвечает
граф Γk. Определяется rk — точка пересечения аффинных носителей
Lk ⊃ Ωk, Mk ⊃ Ξk. При этом для Lk пользуемся системой (14) при
αν =

∑
j∈Qν

pkj , а для Mk — условиями

qj = tνq
k
j , j ∈ Qν .

Здесь Qν отвечает ν-й компоненте связности графа Γk.

Случай (i): rk /∈ Ωk. По теореме 4 точка rk — точка минимума
функции ϕ̂(p). Ввиду строгой выпуклости этой функции ϕ̂(rk) < ϕ̂(pk),
и значение функции ϕ̂(p) будет убывать при движении точки p по от-
резку [pk, rk]. Но для точек p ∈ Ωk эта функция совпадает с функцией ϕ
(замечание 1). Таким образом, будет убывать значение ϕ(p). Движуща-
яся точка p(t) = (1− t)pk + trk при некотором t = t∗ < 1 достигает грани
клетки Ωk. Эта грань принимается в качестве Ωk+1, и соответственно
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определится Ξk+1. Принимаем pk+1 = p(t∗), qk+1 = qk и переходим к сле-
дующему шагу. Заметим, что размерность клетки Ωk при этом уменьша-
ется. Такие шаги повторяются до тех пор, пока не окажется, что rk ∈ Ωk.
Это заведомо будет так, когда клетка Ωk выродится в одну точку и будет
rk = pk.

Случай (ii): rk ∈ Ωk. В этом случае можно считать, что pk = rk.
Иначе можно просто заменить pk на rk с уменьшением значения ϕ(p).
Если rk ∈ Ξk, то rk является искомой неподвижной точкой. В противном
случае ищем максимальное t∗, при котором точка q(t) = (1− t)qk + trk

ещё содержится в Ξk. При t = t∗ точка q(t) достигает некоторой гра-
ни клетки Ξk, которая и принимается в качестве Ξk+1. Отвечающей ей
клеткой комплекса ω будет Ωk+1. Принимаем pk+1 = pk, qk+1 = q(t∗)
и переходим к следующему шагу.

Для обоснования описанного процесса предполагаем выполненным

Условие невырожденности. Размерность текущих клеток Ωk, Ξk

на каждом шаге процесса меняется на единицу.

Это аналог известного условия невырожденности в линейном про-
граммировании, гарантирующего конечность симплекс-метода. Ясно, что
условие будет выполняться при незначительной вариации стартовых то-
чек p0, q0.

Замечание 3. При выполнении описанной процедуры в случае (ii)
клетка Ωk расширяется: Ωk+1 ⊃ Ωk. Ввиду условия невырожденности
dimΩk+1 = dimΩk + 1: одно из уравнений в описании клетки Ωk стано-
вится неравенством. Для имеющейся точки pk оно выполняется как ра-
венство. Чтобы исключить тривиальный возврат к прежней клетке Ωk,
нужно показать, что новая точка rk+1 удовлетворяет введённому нера-
венству. Формат статьи не позволяет привести подробное доказательство
этого факта.

5.2. Конечность процесса. Доказательство конечности описанно-
го метода использует стандартную схему рассмотрений метода субопти-
мизации и состоит в следующем.

В течение процесса значение ϕ(pk) может только убывать. Легко ви-
деть, что это убывание будет строгим после реализации случая (ii). Дей-
ствительно, в случае (ii) можно считать, что rk ∈ Ω◦

k. С учётом заме-
чания 3 будет возможен положительный сдвиг из pk в направлении точ-
ки rk+1 без нарушения ограничений, задающих Ωk+1. В результате будет
ϕ(pk+1) < ϕ(pk), но значение ϕ(pk) в случае (ii) однозначно определено
самой клеткой Ωk. Следовательно, такая клетка не может повторить-
ся в дальнейшем течении процесса. Процесс конечен ввиду конечности
общего числа клеток комплекса ω.
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POLYHEDRAL COMPLEMENTARITY ON A SIMPLEX: SEARCH
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Abstract. We study the problem of finding a fixed point for a spe-
cial class of piecewise-constant mappings of a simplex into itself which
arise in connection with the search for equilibrium prices in the classi-
cal exchange model and its various versions. The consideration is based
on the polyhedral complementarity which is a natural generalization of
linear complementarity. Here we study the mappings arising from mod-
els with fixed budgets. Mappings of this class possess a special property
of monotonicity (logarithmic monotonicity), which makes it possible to
prove that they are potential. We show that the problem of finding fixed
points of these mappings is reducible to optimization problems for which
it is possible to propose finite suboptimization algorithms. We give de-
scription of two algorithms. Illustr. 3, bibliogr. 20.

Keywords: polyhedral complex, complementarity, monotonicity, poten-
tiality, fixed point, suboptimization, algorithm.
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