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Аннотация. Второе соотношение Риддела связывает производящие
функции для числа помеченных связных графов и числа помечен-
ных блоков. Рассматриваются условия, при которых это соотноше-
ние верно для подкласса связных графов. При этих условиях спра-
ведливы формулы, выражающие число графов из подкласса связ-
ных графов через производящую функцию их блоков. В качестве
приложения получены выражения для чисел помеченных связных
и 2-связных последовательно-параллельных графов. Библиогр. 22.
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2-связный граф, производящая функция, блочно-устойчивый класс,
параллельно-последовательный граф.

Введение

Рассматриваются неориентированные простые связные графы.
Точкой сочленения связного графа называется его вершина, после

удаления которой вместе с инцидентными ей рёбрами граф становится
несвязным. Блок — это связный граф без точек сочленения (2-связный
граф), а также максимальный связный нетривиальный подграф, не име-
ющий точек сочленения.

Второе соотношение Риддела — одно из основных при перечислении
помеченных графов. Оно связывает производящие функции для числа
помеченных связных графов и числа помеченных блоков. В статье рас-
сматриваются условия, при которых второе соотношение Риддела вер-
но для подкласса связных графов. В этих случаях справедливы форму-
лы, полученные из него с помощью теоремы обращения Лагранжа. Эти
формулы, выражающие число помеченных связных графов из некоторо-
го класса через производящую функцию их блоков, являются удобным
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инструментом для точного и асимптотического перечисления таких гра-
фов. В качестве приложения найдены выражения для чисел помеченных
связных и 2-связных последовательно-параллельных графов.

1. Второе соотношение Риддела
для подклассов связных графов

Пусть Cn — число помеченных связных графов с n вершинами, Cn,m —
число помеченных связных графов с n вершинами и m рёбрами, Bn —
число помеченных блоков с n вершинами, а Bn,m — число помеченных
блоков с n вершинами и m рёбрами. Введём следующие производящие
функции:

C(x) =
∞∑

n=1

Cn
xn

n!
, B(x) =

∞∑

n=2

Bn
xn

n!
,

C(x, y) =

∞∑

n=1

n(n−1)/2∑

m=0

Cn,m
xnym

n!
,

B(x, y) =
x2y

2
+

∞∑

n=3

n(n−1)/2∑

m=n

Bn,m
xnym

n!
.

Очевидно, имеем

C(x) = C(x, 1), B(x) = B(x, 1),

C ′(x) =

[
∂C(x, y)

∂x

]

y=1

, B′(x) =

[
∂B(x, y)

∂x

]

y=1

.

Отметим, что ряды B(x), C(x), C(x, y), B(x, y) являются формальными
степенными рядами.

В 1951 г. Риддел [11,17] получил соотношение

ln
∂C(x, y)

∂x
=
∂B(z, y)

∂z
, z = x

∂C(x, y)

∂x
, (1)

из которого при y = 1 вытекает

lnC ′(x) = B′(xC ′(x)). (2)

Соотношение (2) является следствием древообразной структуры связ-
ного графа, составленной из точек сочленения и блоков. Оно доказано
независимо многими авторами [1, 5–8].

Однако это соотношение, верное для всего класса помеченных связ-
ных графов, может быть неверным для некоторых его подклассов. На-
пример, (2) не выполняется для класса гомеоморфно несводимых де-
ревьев. В этом случае все блоки графа являются рёбрами, B(x) = x2

2
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и (2) равносильно уравнению z = x exp(z), z = xC ′(z). Но единствен-
ное решение этого уравнения — это древесная функция z = T (x) =
∞∑
n=1

nn−1

n! x
n, поэтому Cn = nn−2, что не совпадает с числом гомеоморфно

несводимых деревьев с n вершинами [14].
Тазава [20] доказал соотношение (2) для класса эйлеровых графов,

а Дрмота — для класса внешнепланарных графов [10]. В этих доказа-
тельствах неявно используется замкнутость подклассов связных графов
относительно композиции блоков.

Класс графов называется блочно-устойчивым, если граф принадле-
жит этому классу тогда и только тогда, когда каждый блок графа
принадлежит этому классу [12, 15]. Отметим, что класс гомеоморфно
несводимых деревьев не является блочно-устойчивым классом графов.
В [4,18,22] доказано, что классы планарных, геодезических и эйлеровых
графов — блочно-устойчивые классы графов соответственно.

Очевидно, что блочная устойчивость подкласса связных графов яв-
ляется необходимым условием для выполнения соотношений (1) и (2)
для подкласса связных графов, так как в случае её отсутствия при ком-
позиции блоков в связный граф возможен выход за пределы подкласса.
Анализируя доказательство формулы (2), данное в книге Харари и Пал-
мера [7], и повторяя его шаг за шагом, как это сделал Тазава [20] для эй-
леровых графов, получим, что оно верно для класса блочно-устойчивых
связных графов. Существенной является замкнутость блочно-устойчиво-
го класса графов относительно операции соединения блоков в связный
граф.

Классы графов, определяемых с помощью конечного списка запре-
щённых миноров, являющихся блоками, также являются блочно-устой-
чивыми классами графов [12,15]. К таким классам графов, помимо пла-
нарных и внешнепланарных графов, относятся последовательно-парал-
лельные графы. Однако класс графов без лап (без K1,3 подграфов) —
не блочно-устойчивый класс (в этом случае запрещённый подграф не яв-
ляется блоком). Действительно, граф, состоящий из трёх треугольников
с одной общей вершиной, не принадлежит к классу графов без лап, хотя
каждый его блок — граф без лап.

В [13, теорема 6] авторы доказывают (2) для подкласса связных гра-
фов, характеризуемых принадлежностью всех блоков некоторому мно-
жеству 2-связных графов. (Формально такой класс является блочно-
устойчивым классом графов.) К таким графам относятся кактусы (все
блоки — рёбра или простые циклы) и полноблочно-кактусные графы (все
блоки — простые циклы или полные графы).
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Из соотношений (2) и (1) в [2, 3] выведены следующие формулы:

Cn =
(n− 1)!

n
[xn−1] exp(nB′(x)) =

(n− 1)!

n
[x−1] exp(nB′(x))x−n, (3)

Cn,m =
(n− 1)!

n
[x−1y−1] exp

(
n
∂B(x, y)

∂x

)
x−ny−m−1. (4)

Здесь [xi] — коэффициентный оператор и [x−1] — оператор формального
вычета [5, с. 11, с. 25]. Так как (3) и (4) получены из (2) и (1) с помо-
щью теоремы обращения Лагранжа, формулы (3) и (4) эквивалентны
формулам (2) и (1) соответственно.

Таким образом, формулы (3) и (4) справедливы для классов блоч-
но-устойчивых связных графов, а также для классов связных графов,
задаваемых конечным множеством блоков.

2. Новые выражения для чисел последовательно-
параллельных графов и блоков

Граф называется последовательно-параллельным, если он не содер-
жит подразбиения полного графа K4 [9]. Последовательно-параллельные
графы используются при построении надёжных коммуникационных се-
тей [16]. Целый ряд задач алгоритмической теории графов, являющихся
NP-полными для общих графов, может быть решён полиномиальными
алгоритмами в классе последовательно-параллельных графов [19].

В [9] найдена асимптотика для числа помеченных последовательно-
параллельных графов (не обязательно связных), а также для числа по-
меченных связных и 2-связных последовательно-параллельных графов
с большим количеством вершин.

Пусть теперь Cn — число помеченных связных последовательно-па-
раллельных графов с n вершинами, Cn,m — число помеченных связ-
ных последовательно-параллельных графов с n вершинами и m рёбра-
ми, Bn — число помеченных последовательно-параллельных блоков с n
вершинами, Bn,m — число помеченных последовательно-параллельных
блоков с n вершинами и m рёбрами, а C(x), C(x, y), B(x), B(x, y) —
соответствующие экспоненциальные производящие функции.

Теорема 1. Число Cn помеченных связных последовательно-парал-

лельных графов с n вершинами при n > 1 равно

Cn =
(n − 1)!

n
[zn−1] exp

(
nz((4 − 2z)ez − z − 2)

2(2ez − 1)(2ez − z − 1)

)

× (2ez(2ez − 1)n−2(2ez − z − 1)n − (2ez − 1)n+1(2ez − z − 1)n−2). (5)
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Доказательство. Известны следующие соотношения [9]:

B(x, y) =
1

2
ln(1 + xD)− xD(x2D2 + xD + 2− 2x)

4(1 + xD)
,

ln

(
1 +D

1 + y

)
=

xD2

1 + xD
, где D = D(x, y). (6)

Обозначим правую часть равенства для B(x, y) через g(x,D). Тогда

∂B(x, y)

∂x
=
∂g(x,D)

∂x
+
∂g(x,D)

∂D
· ∂D(x, y)

∂x
,

∂g(x,D)

∂x
=

2xD + x2D2 − 2x2D3 − x3D4

2(1 + xD)2
,

∂g(x,D)

∂D
=
x2(1− 2xD2 − x2D3)

2(1 + xD)2
.

Найдём частную производную по x от левой и правой части (6):

1

1 +D

∂D

∂x
=

(
D2 + 2xD

∂D

∂x

)
1

1 + xD
− xD2

(
D + x

∂D

∂x

)
1

(1 + xD)2
,

откуда получим

∂D

∂x
=

D2(1 +D)

1− 2xD2 − x2D3
,

∂B(x, y)

∂x
=
xD(2− xD2)

2(1 + xD)
.

Очевидно, имеем

B′(x) =

[
∂B(x, y)

∂x

]

y=1

=
xD0

(
2− xD2

0

)

2(1 + xD0)
,

D0 = D(x, 1), ln

(
1 +D0

2

)
=

xD2
0

1 + xD0
.

Так как последовательно-параллельные графы являются блочно-
устойчивым классом графов, с помощью формулы (2) найдём

Cn =
(n− 1)!

n
[x−1] exp

(
n
xD0

(
2− xD2

0

)

2(1 + xD0)

)
x−n. (7)

Пусть z = ln((1 +D0)/2), тогда

D0 = 2ez − 1, x =
z

D0(D0 − z)
=

1

2ez − z − 1
− 1

2ez − 1
,

B′(x) =
z

2ez − 1
− z2

2(2ez − z − 1)
,

dx

dz
=

2ez

(2ez − 1)2
− 2ez − 1

(2ez − z − 1)2
.
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Подставляя выражения для D0 и x в (7), с помощью теоремы о компо-
зиции вычетов [5, с. 25] получим

Cn =
(n − 1)!

n
[z−1] exp

(
n

[
z

2ez − 1
− z2

2(2ez − z − 1)

])

× (2ez − 1)n(2ez − z − 1)n
[

2ez

(2ez − 1)2
− 2ez − 1

(2ez − z − 1)2

]
z−n,

что равносильно формуле (5). Теорема 1 доказана.

Как следствие из теоремы 1 может быть получена явная формула
для Cn, содержащая 4-кратную сумму. На практике формула (5) позво-
ляет с помощью пакета программ Maple легко вычислять Cn.

Теорема 2. Число Bn помеченных 2-связных последовательно-па-

раллельных графов с n вершинами при n > 2 равно

Bn =
(n − 1)!

2
[zn−2]((4 − 2z)ez − z − 2)

× (2ez(2ez − 1)n−3(2ez − z − 1)n−1 − (2ez − 1)n(2ez − z − 1)n−3). (8)

Доказательство. Так же, как при доказательстве теоремы 1, имеем

B′(x) =
xD0(2− xD2

0)

2(1 + xD0)
), D0 = D(x, 1),

ln

(
1 +D0

2

)
=

xD2
0

1 + xD0
.

После замены переменной z = ln((1 +D0)/2) получим

D0 = 2ez − 1, x =
z

D0(D0 − z)
=

1

2ez − z − 1
− 1

2ez − 1
,

B′(x) =
z

2ez − 1
− z2

2(2ez − z − 1)
,

dx

dz
=

2ez

(2ez − 1)2
− 2ez − 1

(2ez − z − 1)2
,

Bn = (n − 1)![x−1]B′(x)x−n = (n− 1)![z−1]

[
z

2ez − 1
− z2

2(2ez − z − 1)

]

× (2ez − 1)n(2ez − z − 1)n
[

2ez

(2ez − 1)2
− 2ez − 1

(2ez − z − 1)2

]
z−n, (9)

что равносильно формуле (8). Теорема 2 доказана.
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Теорема 3. Для числа Bn помеченных 2-связных последовательно-

параллельных графов с n вершинами при n > 2 верна формула

Bn = (n − 1)!
n−2∑

i=0

n+i+1∑

j=0

(−2)j

i!

×
[
(j + 1)i

((
n− 1

i+ 2

)(
n+ i

j

)
− 2

(
n

i+ 2

)(
n+ i− 1

j

))

+ ji
(
1

2

(
n− 3

i

)(
n+ i+ 1

j

)
−

(
n− 2

i

)(
n+ i

j

))]
, (10)

где биномиальный коэффициент
(
n
m

)
= 0 при n < m.

Доказательство. Перемножив слагаемые в квадратных скобках
в формуле (9), получим

Bn = (n − 1)![z−1]
(
2ez(2ez − 1)n−3(2ez − z − 1)n

− (2ez − 1)n(2ez − z − 1)n−2 − zez(2ez − 1)n−2(2ez − z − 1)n−1

+
1

2
z(2ez − 1)n+1(2ez − z − 1)n−3

)
z1−n = B1n −B2n −B3n +B4n.

Применяя дважды формулу бинома, а затем разложение в ряд для экс-
поненты, найдём

B1n = (n− 1)![z−1]2ez(2ez − 1)n−3(2ez − z − 1)nz1−n

= (n− 1)![z−1]2ez(2ez − 1)n−3
n∑

i=0

(
n

i

)
(2ez − 1)i(−1)n−iz1−i

= (n− 1)![z−1]2

n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)n−i

×
n+i−3∑

j=0

(
n+ i− 3

j

)
2je(j+1)z(−1)n+i−3−jz1−i

= 2(n − 1)![z−1]

n∑

i=0

n+i−3∑

j=0

(
n

i

)
(−1)j+3

(
n+ i− 3

j

)
2j

∞∑

k=0

(j + 1)k

k!
zk+1−i

= 2(n − 1)!

n∑

i=0

n+i−3∑

j=0

(
n

i

)(
n+ i− 3

j

)
(−1)j+12j(j + 1)i−2

(i− 2)!
.
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Аналогично имеем

B2n = (n− 1)![z−1](2ez − 1)n(2ez − z − 1)n−2z1−n

= (n− 1)![z−1](2ez − 1)n
n−2∑

i=0

(
n− 2

i

)
(2ez − 1)i(−1)n−i−2z−1−i

= (n− 1)![z−1]
n−2∑

i=0

(
n− 2

i

)
(−1)n−i−2

n+i∑

j=0

(
n+ i

j

)
2jejz(−1)n+i−jz−1−i

= (n− 1)![z−1]
n−2∑

i=0

n+i∑

j=0

(
n− 2

i

)
(−1)j

(
n+ i

j

)
2j

∞∑

k=0

jk

k!
zk−1−i

= (n− 1)!
n−2∑

i=0

n+i∑

j=0

(
n− 2

i

)(
n+ i

j

)
(−1)j2jji

i!
,

B3n = (n− 1)![z−1]ez(2ez − 1)n−2(2ez − z − 1)n−1z2−n

= (n− 1)![z−1]ez(2ez − 1)n−2
n−1∑

i=0

(
n− 1

i

)
(2ez − 1)i(−1)n−1−iz1−i

= (n− 1)![z−1]

n−1∑

i=0

(
n− 1

i

)
(−1)n−1−i

×
n+i−2∑

j=0

(
n+ i− 2

j

)
2je(j+1)z(−1)n+i−2−jz1−i

= (n− 1)![z−1]

−1∑

i=0

n

n+i−2∑

j=0

(
n− 1

i

)
(−1)j+3

(
n+ i− 2

j

)
2j

×
∞∑

k=0

(j + 1)k

k!
zk+1−i

= (n− 1)!

n−1∑

i=0

n+i−2∑

j=0

(
n− 1

i

)(
n+ i− 2

j

)
(−1)j+12j(j + 1)i−2

(i− 2)!
,

B4n = (n− 1)![z−1]
1

2
(2ez − 1)n+1(2ez − z − 1)n−3z2−n

= (n− 1)![z−1]
1

2
(2ez − 1)n+1

n−3∑

i=0

(
n− 3

i

)
(2ez − 1)i(−1)n−i−3z−1−i
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= (n− 1)![z−1]
1

2

n−3∑

i=0

(
n− 3

i

)
(−1)n−i−3

×
n+i+1∑

j=0

(
n+ i+ 1

j

)
2jejz(−1)n+i+1−jz−1−i

= (n− 1)![z−1]
1

2

n−3∑

i=0

n+i+1∑

j=0

(
n− 3

i

)
(−1)j

(
n+ i+ 1

j

)
2j

∞∑

k=0

jk

k!
zk−1−i

= (n− 1)!
1

2

n−3∑

i=0

n+i+1∑

j=0

(
n− 3

i

)(
n+ i+ 1

j

)
(−1)j2jji

i!
.

Учитывая, что в формулах для B1n и B3n факториал (i − 2)! в зна-
менателе обнуляет слагаемые при i = 0 и i = 1, после сдвига индекса
суммирования на 2 получим

B1n = 2(n − 1)!
n−2∑

i=0

n+i−1∑

j=0

(
n− 2

i+ 2

)(
n+ i− 1

j

)
(−1)j+12j(j + 1)i

i!
,

B3n = (n− 1)!
n−3∑

i=0

n+i∑

j=0

(
n− 1

i+ 2

)(
n+ i

j

)
(−1)j+12j(j + 1)i

i!
.

Так как биномиальный коэффициент
(n
m

)
равен 0 при n < m, подставляя

B1n, B2n, B3n, B4n в Bn, получим формулу (10). Теорема 3 доказана.

В следующей таблице представлены числа Bn и Cn, вычисленные с по-
мощью формул из теорем 1 и 3 и пакета программ Maple.

n 3 4 5 6 7 8 9 10
Bn 1 9 152 3810 126402 5210576 256469544 14666168250
Cn 4 37 622 16146 576964 46137532 409056704 94285316890

Отметим, что в «Онлайн энциклопедии целочисленных последова-
тельностей» [21] отсутствуют данные о числе помеченных связных
(2-связных) последовательно-параллельных графов с заданным числом
вершин.

Замечание. Так как последовательно-параллельный граф — это
граф, не содержащий подразбиения полного графа K4, диаграммы непо-
меченных 2-связных последовательно-параллельных графов с четырьмя
вершинами имеются в книге Харари и Палмера [7] (3-я и 4-я диаграммы
на с. 16). С учётом симметрии им соответствуют 9 помеченных графов.
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Abstract. The second Riddell relation relates the generating functions
for the number of labeled connected graphs and the number of labeled
blocks. We consider the conditions under which this relation is true for
a subclass of connected graphs. Under these conditions, the formulas
are valid that express the number of graphs from a subclass of labeled
connected graphs trough the generating function of their blocks. By way
of application, we obtain expressions for the numbers of labeled con-
nected and 2-connected series-parallel graphs. Bibliogr. 22.
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