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Аннотация. Набор (A1, . . . , Ak+l) подмножеств отрезка натураль-
ных чисел [1, n] называется (k, l)-свободным от решений, если не су-
ществует набора (a1, . . . , ak+l) ∈ A1×· · ·×Ak+l, являющегося реше-
нием уравнения x1+· · ·+xk = xk+1+· · ·+xk+l.Получена асимптоти-
ка логарифма числа наборов, (k, l)-свободных от решений, в отрезке
натуральных чисел [1, n]. Библиогр. 17.
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Введение

Пусть k, l — неотрицательные целые числа и k + l > 3. Рассмотрим
множество G с определённой на нём операцией сложения. Подмножество
A ⊆ G называется (k, l)-свободным от сумм ((k, l)-МСС), если не суще-
ствует набора (a1, . . . , ak+l) ∈ A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸

k+l

, являющегося решением урав-

нения x1+ · · ·+xk = xk+1+ · · ·+xk+l. Семейство всех (k, l)-МСС в G обо-
значим через SFk,l(G). Множество, (2, 1)-свободное от сумм, называется
просто множеством, свободным от сумм (МСС). Пусть m,n — нату-
ральные числа. Множество натуральных чисел x таких, что m 6 x 6 n,
обозначим через [m,n]

В [10] П. Камерон и П. Эрдёш высказали гипотезу, что SF2,1([1, n]) =

O(2n/2). Они показали, что существуют константы c0 и c1 такие, что
|SF2,1([[n/3], n])| ∼ c02

n/2 для чётных n и |SF2,1([[n/3], n])| ∼ c12
n/2 для

нечётных n.

∗)Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект № 16–01–00593а).
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В [7] Н. Калкин и Н. Алон в [5] независимо доказали, что1)

lim sup
n→∞

2

n
log |SF2,1([1, n])| 6 1.

А. А. Сапоженко [2] и Б. Грин [11] получили асимптотику числа МСС
в начальном отрезке натуральных чисел. А именно, они доказали, что
|SF2,1([1, n])| ∼ c(n)2n/2, где константа c(n) зависит от чётности n.

В [5] Н. Алон показал, что для любого ε > 0 число МСС произволь-
ной группы порядка n не превосходит 2n/2+εn при всех достаточно боль-
ших n. Далее данный результат уточнялся для разных подклассов конеч-
ных абелевых групп. В частности, в [1, 15] получена асимптотика числа
МСС для конечных абелевых групп, содержащих хотя бы одну подгруп-
пу индекса 2. Обозначим через Zn циклическую группу порядка n.

В [16] В. Лев и Т. Шон показали, что для достаточно большого про-
стого p справедливы неравенства

2⌊(p−2)/3⌋(p− 1)(1 +O(2−ε1p)) 6 |SF2,1(Zp)| 6 2p/2−ε2p,

где ε1 и ε2 — положительные константы.
Далее Б. Грин и И. Ружа в [13] c использованием преобразования Фу-

рье получили асимптотику логарифма числа МСС в конечных абелевых
группах. В частности, они доказали, что для любой конечной абелевой
группы G имеет место log |SF2,1(G)| ∼ µ2,1(G), где µ2,1(G) — максималь-
ная мощность МСС в G.

В [3] А. А. Сапоженко получена асимптотика числа МСС в группе
простого порядка.

Теорема 1 (Сапоженко). Для любого α ∈ {−1, 1} существует такая

константа cα, что для любого ε > 0 существует натуральное число N та-

кое, что для любого простого p вида p ≡ α (mod 3), p > N , выполняются

неравенства

1 6
|SF2,1(Zp)|

cα(p− 1)2⌊(p−2)/3⌋ < 1 + ε.

Вместе с тем интенсивно исследовали обобщения проблемы Камеро-
на— Эрдёша. В частности, речь шла о числе (k, l)-МСС. В [8] Н. Калкин
и А. Тейлор показали, что для каждого k > 2 существует такая констан-
та Ck, что |SFk,1([1, n])| не превосходит Ck2

(k−1)n/k. Ю. Билу в [6] дока-
зал, что |SFl+1,l([1, n])| = (1+ō(1))2⌊(n+1)/2⌋) , а в [9] Н. Калкин и Дж. Том-
сон показали, что при k > 4l − 1 существует такая константа Ck,l, что
SFk,l([1, n]) не превосходит Ck,l2

(k−l)n/k.
В [17] Т. Шоном установлена асимптотика числа (k, l)-MCC в на-

чальном отрезке натуральных чисел [1, n] при некоторых ограничениях

1)Здесь и далее log x = log2 x
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на k и l. В. Лев [14] получил верхнюю оценку числа (k, l)-MCC в от-
резке натуральных чисел [1, n]. В [4] получена асимптотика логарифма
числа (k, l)-MCC для произвольной абелевой группы G порядка n. До-
казано, что для любого ε > 0 справедливо неравенство | log |SFk,l(G)| −
µk,l(G)| < εn при всех достаточно больших n, где µk,l(G) — максималь-
ная мощность (k, l)-МСС в G.

Пусть b = (b1, . . . , bk) — фиксированный k-набор ненулевых целых
чисел. Для любых действительных чисел x1, . . . , xk записываем

Lb(x1, . . . , xk) = b1x1 + · · ·+ bkxk.

Будем говорить, что множество A ⊆ [1, n] Lb-свободное, если урав-
нение Lb(a1, . . . , ak) = 0 не имеет решений таких, что ai ∈ A для всех
i ∈ {1, . . . , k}. Обозначим через fLb

([1, n]) мощность наибольшего Lb-сво-
бодного подмножества в [1, n], а через FLb([1, n]) — семейство всех Lb-сво-
бодных подмножеств в [1, n]. В [12] доказано, что

log |FLb([1, n])| = fLb
([1, n]) + ō(n).

Пусть A1, . . . , Ak+l — подмножества G. Набор множеств (A1, . . . , Ak+l)
называется (k, l)-свободным от решений ((k, l)-НСР), если не существует
набора (a1, . . . , ak+l) ∈ A1×· · ·×Ak+l, являющегося решением уравнения

x1 + · · ·+ xk = xk+1 + · · ·+ xk+l. (1)

Семейство всех (k, l)-НСР в G обозначим через Sk,l(G).
Положим

λk,l([1, n]) = max
(A1,...,Ak+l)∈Sk,l([1,n])

|A1 ∪ · · · ∪Ak+l|.

Основным результатом этой работы является

Теорема 2. Пусть k, l — неотрицательные целые числа, удовлетво-

ряющие условию k + l > 3. Тогда при n→∞ справедливо равенство

log |Sk,l([1, n])| = λk,l([1, n]) + ō(n).

1. Гранулирование

Обозначим множества вещественных и комплексных чисел через R

и C соответственно. Пусть G — абелева группа порядка n. Пусть отоб-
ражение γ : G → C таково, что для любых x, y ∈ G имеют место ра-
венства |γ(x)| = 1 и γ(x + y) = γ(x)γ(y). Такое отображение называет-
ся характером группы G. Через Γ обозначим множество всех характе-
ров группы G. Несложно заметить, что Γ образует группу с операцией
γ1 ⋆ γ2(x) = γ1(x)γ2(x). Преобразованием Фурье f : G → R называется
функция f̂ : Γ→ C, определяемая равенством f̂(γ) =

∑
x∈G

f(x)γ(x).
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L-гранулой типа смежного класса называется объединение смежных
классов группы G по некоторой подгруппе порядка не меньше L.

Пусть L — целое число и d ∈ G, причём ord(d) > L, где ord(d) —
порядок элемента d. Пусть H — подгруппа группы G, порождённая эле-
ментом d. Разобьём каждый смежный класс подгруппы H на ⌊ord(d)/L⌋
прогрессий вида {x + ld | 0 6 l 6 L − 1} и одно «остаточное» множе-
ство мощности менее L. Для каждого d ∈ G фиксируем одно такое раз-
биение. Объединение полученных прогрессий (в объединение не входят
«остаточные» множества) называется L-гранулой типа прогрессии.

Отметим, что в определении L-гранулы типа смежного класса (про-
грессии) речь идёт об объединении произвольных смежных классов (про-
грессий).

Следующие две леммы можно найти в [13, с. 166, леммы 3.3, 3.4].

Лемма 1. Пусть n — достаточно большое натуральное число, G —

абелева группа порядка n, а L 6
√
n. Тогда в группе G имеется не более

23n/L L-гранул обоих типов (прогрессии и смежного класса).

Лемма 2. Пусть n — достаточно большое натуральное число, M —

множество мощности n, а ρ — вещественное число, меньшее некоторой

абсолютной положительной константы. Тогда число подмножеств мно-

жества M, мощности не превышающей ρn, не превосходит 2n
√
ρ.

Следующая теорема доказана в [12].

Теорема 3. Пусть k > 3, A1, . . . , Ak — подмножества абелевой груп-

пы G порядка n такие, что существует o(nk−1) решений уравнения x1 +
· · · + xk = 0 при xi ∈ Ai, i = 1, . . . , k. Тогда существуют подмножества

A′
1, . . . , A

′
k такие, что A′

i ⊆ Ai, |Ai \ A′
i| = o(n), и решений уравнения

x1 + · · ·+ xk = 0 при xi ∈ A′
i нет.

Лемма 3. Пусть G — абелева группа порядка n, f1, . . . , fk+l : G→ R

и f̂1, . . . , f̂k+l — преобразования Фурье функций f1, . . . , fk+l соответствен-

но. Тогда справедливо равенство
∑

x1+···+xk
=xk+1+···+xk+l

f1(x1) . . . fk+l(xk+l) =
1

n

∑

γ

f̂1(γ) . . . f̂k(γ)f̂k+1(γ) . . . f̂k+l(γ).

Доказательство. С учётом того, что для любого i = 1, . . . , k + l
выполнены соотношения

f̂i(γ) =
∑

x∈G
γ(x)fi(x) =

∑

x∈G
γ(x)fi(x) =

∑

x∈G
γ(x)fi(x) =

∑

x∈G
γ(−x)fi(x)

и
∑

γ∈Γ
γ(x) =

{
0, если x 6= 0,

n, если x = 0,
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получаем

∑

x1+···+xk
=xk+1+···+xk+l

f1(x1) . . . fk+l(xk+l)

=
1

n

∑

x1,...,xk+l∈G

∑

γ

(γ(x1 + · · ·+ xk − xk+1 − · · · − xk+l)

× f1(x1) . . . fk+l(xk+l))

=
1

n

∑

γ

((∑

x1

γ(x1)f1(x1)
)
. . .
(∑

xk

γ(xk)fk(xk)
)

×
(∑

xk+1

γ(−xk+1)fk+1(xk+1)
)
. . .
(∑

xk+l

γ(−xk+l)fk+l(xk+l)
))

=
1

n

∑

γ

f̂1(γ) . . . f̂k(γ)f̂k+1(γ) . . . f̂k+l(γ).

Лемма 3 доказана.

Следующая лемма является обобщением утверждения, которое в [13]
доказано, но не выделено в отдельную лемму.

Лемма 4. Пусть n — достаточно большое натуральное число, G —

абелева группа порядка n, m — натуральное число, m > 1, A1, . . . , Am —

произвольные подмножества группы G, 0 < ε < 1/2, 0 < δ < 1, L и L′ —

положительные числа, удовлетворяющие неравенству

n > L′(4L/ε)4δ
−3
.

Тогда существует подмножество P ⊆ G такое, что

(i) P — либо прогрессия вида {ld | −(L − 1) 6 l 6 L − 1}, причём

ord(d) > 2L/ε, либо подгруппа группы G порядка не менее L′;
(ii) для любого γ ∈ Γ имеют место неравенства

∣∣“Ai(γ)
(
1−g(γ)

)∣∣ 6 δn,

где i = 1, . . . ,m, g(γ) = |P |−1
∑
p∈P

γ(p), а A1(x), . . . , Am(x) — характери-

стические функции множеств A1, . . . , Am соответственно.

Доказательство. Положим R равным множеству характеров γ та-
ких, что хотя бы для одного Ai, i ∈ {1, . . . ,m}, имеет место неравенство∣∣“Ai(γ)

∣∣ > δn/2. Если R — пустое множество, то в качестве P берём либо
любую подгруппу группы G порядка не менее L′, либо любую прогрес-
сию вида {ld | −(L − 1) 6 l 6 L − 1}, причём ord(d) > 2L/ε. Заметим,
что при любом выборе P п. (ii) выполняется автоматически, так как
g(γ) ∈ [−1, 1] для любого γ ∈ Γ и для всех i = 1, . . . ,m справедливо
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неравенство |“Ai(γ)(1 − g(γ))| 6 2|“Ai(γ)| 6 2δn/2 = δn. Пусть R — непу-
стое множество и Γ1 — подгруппа группы Γ, порождённая множеством R.
Введём подгруппу G1 группы G следующим образом:

G1 = {x ∈ G | γ(x) = 1 ∀γ ∈ Γ1}.
Рассмотрим два случая.

1. Пусть |G1| > L′. Положим P = G1. Так как g(γ) ∈ [−1, 1], при
γ ∈ Γ\Γ1 получим, что

∣∣“Ai(γ)
(
1− g(γ)

)∣∣ 6 2
∣∣“Ai(γ)

∣∣ 6 2δn/2 = δn

для всех i = 1, . . . ,m, а при γ ∈ Γ1 для всех i = 1, . . . ,m справедливо
равенство

∣∣“Ai(γ)
(
1− g(γ)

)∣∣ = 0.

2. Пусть |G1| < L′. Будем выбирать d так, что если в качестве P
возьмём прогрессию P = {ld | −(L − 1) 6 l 6 L − 1}, то требования
пп. (i) и (ii) будут удовлетворены. Отметим, что при γ ∈ Γ\Γ1 п. (ii) вы-
полнен. Оценим величину 1−g(γ). Фиксируем γ ∈ Γ и через β обозначим
arg γ(d) ∈ [−π, π). Имеем

0 6 1− g(γ) = 1− 1

2L− 1

L−1∑

j=−L−1

(
cos jβ + i sin jβ

)

= 1− 1

2L− 1
− 2

2L− 1

L−1∑

j=1

cos jβ =
2L− 2

2L− 1
− 2

2L− 1

L−1∑

j=1

cos jβ

=
2

2L− 1

L−1∑

j=1

(
1− cos jβ

)
6

1

2L− 1

L−1∑

j=1

(jβ)2 =
L(L− 1)

6
β2 6

(Lβ)2

6
.

Нетрудно видеть, что если для всех γ ∈ R верно неравенство

| arg γ(d)| 6 L−1min(

√
6δn/|“A1(γ)|, . . . ,

√
6δn/|“Am(γ)|),

то п. (ii) выполнен. Также отметим, что для выполнения условия ord(d) >
2L/ε достаточно, чтобы при некотором γ ∈ Γ имели место неравенства

0 <
∣∣ arg γ(d)

∣∣ < 2π · ε
2L

=
πε

L
.

Покажем, что можно выбрать такое d /∈ G1, что при всех γ ∈ R справед-
ливо неравенство

| arg γ(d)| 6 L−1 min(πε,

√
6δn/|“A1(γ)|, . . . ,

√
6δn/|“Am(γ)|).

Несложно видеть, что если d1, d2 ∈ G принадлежат различным смежным
классам G по G1, т. е. d1 − d2 /∈ G1, то существует характер γ ∈ R
такой, что γ(d1) 6= γ(d2). Таким образом, для существования d = d1 − d2
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с ограничением
∣∣ arg(γ(d))

∣∣ < ηγ достаточно, чтобы количество смежных
классов по G1 превосходило

∏
γ∈R

(1 + ⌊2π/ηγ⌋) , т. е.

∣∣G/G1

∣∣ >
∏

γ∈R

(
1 + Lmax

(
2

ε
, 2π

√
|“A1(γ)|
6δn

, . . . , 2π

√
|“Am(γ)|
6δn

))
.

Нетрудно убедиться, что справедливы неравенства

∏

γ∈R

(
1 + Lmax

(
2

ε
, 2π

√
|“A1(γ)|
6δn

, . . . , 2π

√
|“Am(γ)|
6δn

))

6
∏

γ∈R

(
1 + (2π/

√
6)Lmax

(
1

ε
,

√
|“A1(γ)|
δn

, . . . ,

√
|“Am(γ)|
δn

))

6 (4L)|R| ∏

γ∈R
max

(
1

ε
,

√
|“A1(γ)|
δn

, . . . ,

√
|“Am(γ)|
δn

)
.

Заметим, что переход

∏

γ∈R

(
1 + (2π/

√
6)Lmax

(
1

ε
,

√
|“A1(γ)|
δn

, . . . ,

√
|“Am(γ)|
δn

))

6 (4L)|R| ∏

γ∈R
max

(
1

ε
,

√
|“A1(γ)|
δn

, . . . ,

√
|“Am(γ)|
δn

)

справедлив, так как max
(
1
ε ,

√
|Â1(γ)|

δn , . . . ,

√
|Âm(γ)|

δn

)
> 2 и для всех γ ∈ R

верно неравенство

1 + (2π/
√
6)Lmax

(
1

ε
,

√
|“A1(γ)|
δn

, . . . ,

√
|“Am(γ)|
δn

)

6 4Lmax

(
1

ε
,

√
|“A1(γ)|
δn

, . . . ,

√
|“Am(γ)|
δn

)
.

Из равенства Парсеваля получим
∑

γ∈Γ

∣∣“Ai(γ)
∣∣2 = n

∑

x∈G

∣∣Ai(x)
∣∣2 = n

∣∣Ai

∣∣ 6 n2, i = 1, . . . ,m,

откуда вытекает, что ∣∣R
∣∣ 6 4δ−2. (2)
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Заметим, что для любого i = 1, . . . ,m справедливо неравенство
∣∣“Ai(γ)

∣∣ =
∣∣∣
∑

x∈Ai

γ(x)
∣∣∣ 6

∑

x∈Ai

∣∣γ(x)
∣∣ =

∣∣Ai

∣∣ 6 n, (3)

а при x > 1 и y > e1/e имеет место

max(x, y) 6 yx. (4)

Из неравенств (2)–(4) получаем

(
4L
)|R| ∏

γ∈R
max

(
1

ε
,

√
|“A1(γ)|
δn

, . . . ,

√
|“Am(γ)|
δn

)

6 (4L)4δ
−2

(∏

γ∈R
max

(
1

ε2
,

∣∣“A1(γ)
∣∣

δn
, . . . ,

∣∣“Am(γ)
∣∣

δn

))1/2

6
(
4L
)4δ−2 (

ε−2
)(2δn)−1

∑

γ∈R

max(|Â1(γ)|,...,|Âm(γ)|)

6
(
4L
)4δ−2 (

ε−2
)(2δn)−1n|R|

6
(
4L
)4δ−2

ε−4δ−3
6
(
4L/ε

)4δ−3

<
n

L′ 6
∣∣G/G1

∣∣.

Итак, существование подмножества P ⊆ G, удовлетворяющего требова-
ниям пп. (i) и (ii), доказано. Лемма 4 доказана.

Лемма 5 (гранулирование). Пусть n — достаточно большое нату-

ральное число, G — абелева группа порядка n, k, l — натуральные числа,

k + l > 3, (A1, . . . , Ak+l) ∈ Sk,l(G), 0 < ε < 1/2, L и L′ — положительные

числа, удовлетворяющие неравенству

n > L′ (4L/ε)(k+l)343(k+l)+1ε−3(k+l+1)

.

Тогда существуют подмножества A′
1, . . . , A

′
k+l группы G такие, что

(i) A′
1, . . . , A

′
k+l — либо L-гранулы типа прогрессии, либо L′-гранулы

типа смежного класса;

(ii)
∣∣A1 \A′

1

∣∣ 6 εn, . . . ,
∣∣Ak+l \A′

k+l

∣∣ 6 εn;

(iii) (A′
1, . . . , A

′
k+l) содержит не более εnk+l−1 решений уравнения (1).

Доказательство. Построим множество P согласно лемме 4 при δ =
εk+l+1(k + l)−14−(k+l). Так как P — подгруппа или прогрессия, симмет-
ричная относительно 0, то g(γ) = |P |−1

∑
p∈P

γ(p) есть вещественное число

из отрезка [−1, 1]. Построим множества A′
1, . . . , A

′
k+l. Рассмотрим два

случая.
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1. Если P — подгруппа, то в качестве A′
i возьмём объединение смеж-

ных классов G по P, содержащих не менее ε|P | элементов множества Ai,
i = 1, . . . , k + l. Тогда

∣∣A1 \ A′
1

∣∣, . . . ,
∣∣Ak+l \A′

k+l

∣∣ 6 ε
∣∣P
∣∣ · n∣∣P

∣∣ = εn.

2. Если P — прогрессия с разностью d, то рассмотрим структуру гра-
нул типа прогрессии с разностью d и в качестве A′

i возьмём объеди-
нение прогрессий, содержащих не менее εL/2 элементов множества Ai,
i = 1, . . . , k+ l. Отметим, что не более чем nL/ ord(d) элементов из «оста-
точных» множеств не входят ни в одну из гранул. С учётом того, что
ord(d) > 2L/ε, получим

∣∣A1 \ A′
1

∣∣, . . . ,
∣∣Ak+l \ A′

k+l

∣∣ 6 εL

2
· n
L

+
nL

ord(d)
6 εn.

Пп. (i) и (ii) леммы выполнены в обоих случаях. Докажем п. (iii). Рас-
смотрим функции

ai(x) =
∣∣P
∣∣−1∣∣Ai ∩ (P + x)

∣∣, i = 1, . . . , k + l.

Заметим, что равенство
∑

x∈G
|Ai ∩ (P + x)|γ(x) =

∑

c∈Ai

∑

p∈P
γ(c− p) (5)

справедливо, так как |Ai ∩ (P + x)| равно количеству пар (c, p) ∈ Ai × P
таких, что x = c − p. Нетрудно видеть, что для преобразования Фурье
функций ai(x) справедливо равенство âi(γ) = g(γ)“Ai(γ), i = 1, . . . , k + l.
Действительно, с учётом того, что P = −P, из равенства (5) следует, что

âi(γ) =
∑

x∈G
ai(x)γ(x) =

1

|P |
∑

x∈G
|Ai ∩ (P + x)|γ(x)

=
1

|P |
∑

c∈Ai

∑

p∈P
γ(c− p) = 1

|P |
(∑

c∈Ai

γ(c)
)(∑

p∈P
γ(−p)

)

=
1

|P |
(∑

c∈Ai

γ(c)
)(∑

p∈P
γ(p)

)
= g(γ)“Ai(γ).

Так как g(γ) вещественное число, то âi(γ) = g(γ)“Ai(γ), i = 1, . . . , k + l.
Рассмотрим два случая: x ∈ A′

i и x /∈ A′
i, i = 1, . . . , k + l. Пусть x ∈ A′

i.
Если P — подгруппа, то x+P содержит не менее ε|P | элементов множе-
ства Ai, а если P — прогрессия, то x + P содержит гранулу, включаю-
щую x, поэтому |(x + P ) ∩ Ai| > ε|P |/4. Во втором случае, если x /∈ A′

i,
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то ai(x) > 0 = εA′
i(x)/4. Таким образом, получаем, что

ai(x) > ε/4 = εA′
i(x)/4 для всех x ∈ G.

Для любых γ ∈ Γ и i = 1, . . . , k + l имеем

“Ai(γ) =
∑

x∈G
Ai(x)γ(x) =

∑

x∈Ai

γ(x) =
∑

x∈Ai

γ(x)

=
∑

x∈Ai

γ(−x) =
∑

x∈−Ai

γ(x) =
∑

x∈−Ai

−Ai(x)γ(x) = −“Ai(γ).

Нетрудно убедиться, что для любых i, j ∈ {1, . . . , k + l} ввиду того, что
“Ai(γ) = −“Ai(γ), имеет место

∑

γ∈Γ

“Ai(γ)“Aj(γ) =
∑

γ∈Γ
−“Ai(γ)“Aj(γ) = n

∑

x∈G
−Ai(x)Aj(x) 6 n2, (6)

∑

γ∈Γ

“Ai(γ)“Aj(γ) = n
∑

x∈G
Ai(x)Aj(x) 6 n2. (7)

Заметим также, что для любых γ ∈ Γ и натурального t справедливо
неравенство

1− (g(γ))t 6 t(1− g(γ)). (8)

Несложно видеть, что

|“Ai(γ)| =
∣∣∣
∑

x∈Ai

γ(x)
∣∣∣ 6

∑

x∈Ai

|γ(x)| = |Ai| 6 n, i = 1, . . . , k + l. (9)

Для всех i = 1, . . . , k + l справедливы также неравенства

|“Ai(γ)| 6 n. (10)

Таким образом, из леммы3 и неравенств (6)–(10) в силу того, что (A1, . . . ,
Ak+l) ∈ Sk,l(G), получаем число решений уравнения (1) в (A′

1, . . . , A
′
k+l),

равное
∑

x1+···+xk
=xk+1+···+xk+l

A′
1(x1) . . . A

′
k+l(xk+l)

6
4k+l

εk+l

∑

x1+···+xk
=xk+1+···+xk+l

a1(x1) . . . ak+l(xk+l)

=
4k+l

εk+l

∑

x1+···+xk
=xk+1+···+xk+l

(a1(x1) . . . ak+l(xk+l)−A1(x1) . . . Ak+l(xk+l))
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=
4k+l

εk+ln

∑

γ∈Γ
(â1(γ) . . . âk(γ)âk+1(γ) . . . âk+l(γ)

− “A1(γ) . . . “Ak(γ)“Ak+1(γ) . . . “Ak+l(γ))

=
4k+l

εk+ln

∑

γ∈Γ

“A1(γ) . . . “Ak(γ)“Ak+1(γ) . . . “Ak+l(γ)((g(γ))
k+l − 1)

6
4k+l

εk+ln
·max
γ∈Γ
|“A4(γ)| . . . |“Ak(γ)||“Ak+1(γ)| . . . |“Ak+l(γ)|

×max
γ∈Γ
|“A1(γ)||1 − (g(γ))k+l| ·

∑

γ∈Γ

“A2(γ)“A3(γ)

6
4k+l(k + l)

εk+ln
· nk+l−3 ·max

γ∈Γ
|“A1(γ)||1 − g(γ)| · n2

6
4k+l(k + l)

εk+l
· nk+l−2 · δn = εnk+l−1.

Примечание. При k = 2 и l = 1 (без ограничения общности пред-
положим, что k > l) выражение

∑
γ∈Γ
“A2(γ)“A3(γ) в неравенствах можно

заменить выражением
∑
γ∈Γ
“A2(γ)“A3(γ). В силу неравенств (6), (7) оба вы-

ражения ограничены сверху величиной n2. Лемма 5 доказана.

2. Число наборов, (k, l)-свободных от решений,
в отрезке натуральных чисел

В следующей теореме доказывается существование семейства наборов
гранул.

Теорема 4. Пусть n — достаточно большое натуральное число, k, l —

неотрицательные целые числа, удовлетворяющие условиям k + l > 3
и k > l. Тогда существует семейство F наборов (F1, . . . , Fk+l) подмно-

жеств отрезка натуральных чисел [1, n], удовлетворяющее условиям

(i) log |F| 6 2(k + l)(kn + 1)(k + l − 1)−1/2(log(kn+ 1))−(6(k+l)+8)−1
;

(ii) для каждого (A1, . . . , Ak+l) ∈ Sk,l([1, n]) существует набор (F1, . . . ,
Fk+l) ∈ F такой, что A1 ⊆ F1, . . . , Ak+l ⊆ Fk+l;

(iii) всякий набор (F1, . . . , Fk+l) ∈ F содержит не более (kn+1)k+l−1×
(log(kn + 1))−(3(k+l)+4)−1

решений уравнения (1).

Доказательство. Пусть Zm — циклическая группа порядка m =
kn+ 1. Положим

H = {(A1 ∩ [1, n], . . . , Ak+l ∩ [1, n]) | (A1, . . . , Ak+l) ∈ Sk,l(Zm)}.
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Нетрудно убедиться, что Sk,l([1, n]) = H ⊆ Sk,l(Zm). Положим L = L′ =
⌊logm⌋ и

ε = (k + l + 1)−1(logm)−(3(k+l)+4)−1
.

Несложно видеть, что при достаточно большом m такой выбор парамет-
ров удовлетворяет условию леммы 5 (где в качестве G берём Zm). Таким
образом, для каждого набора (A1 . . . , Ak+l) ∈ H, применяя лемму 5, по-
строим набор множеств (A′

1 . . . , A
′
k+l). Положим

F = {(A1 ∪A′
1, . . . , Ak+l ∪A′

k+l) | (A1 . . . , Ak+l) ∈ H}.
Тогда п. (ii) выполнен автоматически. Отсюда в силу п. (ii) леммы 5 вы-
текает, что мощность семейства F не превосходит количества наборов
(F1 . . . , Fk+l) таких, что для всех i = 1, . . . , k + l множество Fi является
объединением L-гранулы с некоторым подмножеством группы Zm мощ-
ности не более εm. Таким образом, в силу лемм 1 и 2 имеем

log |F| 6 (k + l)(3m/L +m
√
ε),

что при достаточно большом m не превосходит числа

2(k + l)m
√
ε = 2(k + l)(kn + 1)(k + l − 1)−1/2(log(kn+ 1))−(6(k+l)+8)−1

.

П. (i) выполнен. Несложно убедиться, что при добавлении элемента в од-
но из множеств набора (F1, . . . , Fk+l) ∈ F в нём может образоваться не
более чем mk+l−2 новых решений уравнения (1). Отсюда в силу п. (iii)
леммы 5 получаем, что в каждом наборе (F1, . . . , Fk+l) ∈ F не более чем

εmk+l−1 + εm · (k + l)mk+l−2 = (kn + 1)k+l−1(log(kn+ 1))−(3(k+l)+4)−1

решений уравнения (1). Теорема 4 доказана.

Доказательство теоремы 2. Без ограничения общности предпо-
ложим, что k > l. Пусть Zm — циклическая группа порядка m = kn+ 1.
Из теоремы 4 следует, что существует семейство F наборов подмножеств
(гранул) отрезка натуральных чисел [1, n], удовлетворяющее условиям
пп. (i)–(iii). Пусть (F1, . . . , Fk+l) ∈ F . Зафиксируем (F1, . . . , Fk+l) и при-
меним теорему 3 для

A1 = F1, . . . , Ak = Fk, Ak+1 = −Fk+1, . . . , Ak+l = −Fk+l,

подразумевая здесь равенства подмножеств группы Zm.
Получаем, что существуют F ′

1 ⊆ F1, . . . , F
′
k+l ⊆ Fk+l такие, что

|Fi \ F ′
i | = o(m), i = 1, . . . , k + l, и (F ′

1, . . . , F
′
k+l) ∈ Sk,l([1, n]). Набор

(Q1, . . . , Qk+l) назовём поднабором набора (W1, . . . ,Wk+l), если имеет ме-
сто Q1 ⊆ W1, . . . , Qk+l ⊆ Wk+l. Отсюда и из того, что log |F| = o(n)
(п. (i) теоремы 4) и o(m) = o(n), получаем, что число поднаборов всех
наборов семейства F не превосходит 2|F

′

1∪···∪F ′

k+l
|+o(n). Из п. (ii) теоремы 4
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следует, что любой набор из Sk,l([1, n]) является поднабором некоторого
набора из семейства F . Откуда вытекает, что

log |Sk,l([1, n])| = λk,l([1, n]) + ō(n)

при n→∞. Теорема 2 доказана.
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Abstract. A collection (A1, . . . , Ak+l) of subsets of an interval [1, n]
of naturals is called (k, l)-solution-free if there is no set (a1, . . . , ak+l) ∈
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