
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Апрель–июнь 2019. Т. 26, № 2. С. 79–97

УДК 519.8 DOI 10.33048/daio.2019.26.626

ОЦЕНКИ РАДИУСА УСТОЙЧИВОСТИ ОПТИМАЛЬНОГО
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ БАЛАНСИРОВКИ СБОРОЧНОЙ ЛИНИИ

К. Г. Кузьмин1,a , В. Р. Харитонова2,b

1Georgia State University,
1 Park Place, Atlanta, GA 30303
2Белорусский гос. университет,

пр. Независимости, 4, 220030 Минск, Беларусь

E-mail: akuzminkg@gmail.com, bharitonova.veronica@gmail.com

Аннотация. Рассматривается задача балансировки сборочной ли-
нии SALBP-E. Выделен класс задач с бесконечно большим радиу-
сом устойчивости оптимального баланса. Для остальных задач най-
дены нижняя и верхние достижимые оценки радиуса устойчивости
оптимальных балансов в случае независимого возмущения пара-
метров задачи. Библиогр. 24.
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Введение

Различные постановки проблемы устойчивости в задачах дискрет-
ной оптимизации порождают многочисленные направления исследова-
ний, среди которых основным и наиболее разработанным является кон-
структивный подход, предложенный ещё в 1970 гг. В. К. Леонтьевым
и Э. Н. Гордеевым. В рамках этого подхода исследователи занимаются
получением оценок допустимых изменений в исходных данных, сохра-
няющих предопределённые свойства для некоторого подмножества до-
пустимых решений [1]. Радиус наибольшей из окрестностей, в каждой
точке которой этот заданный набор свойств сохраняется, называется ра-

диусом устойчивости.
В зависимости от набора свойств и подмножества решений получа-

ются различные типы устойчивости (см., например, [2, 3, 5, 6, 13]). Так,
например, если множество исходных оптимальных решений имеет непу-
стое пересечение с множеством оптимальных решений возмущённой за-
дачи, то возникает сильная устойчивость [3,12]. Если же существует хотя
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бы одно оптимальное решение, сохраняющее свою оптимальность, то это
сильная квазиустойчивость [6]. В случае, когда все неоптимальные реше-
ния сохраняют свою неоптимальность (т. е. новые оптимальные решения
не появляются), имеет место устойчивость [11,17]. При условии, что все
оптимальные решения сохраняют свою оптимальность, проявляется ква-
зиустойчивость [13, 17]. И, наконец, если все решения — оптимальные и
неоптимальные — остаются такими же в возмущённой задаче, то имеем
стабильность [6]. Заметим, что пока нет единой терминологии для обо-
значения разных видов устойчивости. Например, в терминологии [4,7,9]
перечисленные выше типы устойчивости носят названия T1-, T2-, T3-, T4-
и T5-устойчивости соответственно.

Заметим, что эти типы устойчивости не зависят от конкретных реше-
ний и потому являются типами устойчивости задачи. Если же некото-
рое выбранное наперёд оптимальное решение сохраняет свою оптималь-
ность в возмущённой задаче, то возникает понятие устойчивости реше-
ния [7, 18]. Именно этот тип устойчивости и будет рассмотрен в данной
статье для специальной задачи теории расписаний — задачи баланси-
ровки сборочной линии, традиционно (см., например, [21]) называемой
SALBP-E (Simple Assembly Line Balancing Problem — Efficiency). Эта за-
дача является одной из важных задач, возникающих при проектирова-
нии конвейерного производства, и заключается в определении структуры
сборочной линии: количества рабочих станций и распределения элемен-
тарных операций между ними [15,21].

Известно (см., например, [1, 7]), что вычислительная сложность яв-
ляется одним из основных препятствий к использованию результатов
теории устойчивости на практике. Однако в ряде случаев, в частности,
в рассматриваемой задаче SALBP-E, это препятствие не является суще-
ственным ограничением. Во-первых, если радиус устойчивости не равен
нулю, он определяет решения не только исходной задачи, но и беско-
нечной серии задач с параметрами, находящимися в окрестности ра-
диуса, равного радиусу устойчивости. Таким образом, знание радиуса
устойчивости может избавить от необходимости решать задачу заново
при определённом уровне изменений параметров. Параметры в задачах
SALBP имеют тенденцию к постоянному небольшому изменению в связи
с накоплением усталости работников, различием в их профессиональных
навыках, мотивации и тому подобными факторами [10,20]. В этой связи
вычисление радиуса устойчивости, даже затрагивающее полный перебор
множества допустимых решений, может быть оправдано. Во-вторых, для
ряда частных случаев в этой задаче возможно построить алгоритм для
нахождения радиусов устойчивости, использующий и продолжающий те
же процедуры, которые были задействованы при решении задачи [18,22],
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что фактически означает, что радиус будет вычислен вместе с нахожде-
нием оптимального решения задачи.

Исследования устойчивости задачи SALBP-E начались с её частных
случаев — задачи SALBP-1 в [22] и задачи SALBP-2 в [18,24]. Критерий
устойчивости (т. е. равенства радиуса устойчивости нулю) оптимального
решения SALBP-E получен в [15]. В [16] была найдена нижняя оценка
радиуса устойчивости для обобщённой задачи SALBP-1. Исследования
задачи SALBP-1 продолжились в [23], где были предложены алгоритмы
для отыскания допустимых, оптимальных и устойчивых решений этой
задачи.

В данной работе выделен класс задач SALBP-E с бесконечным радиу-
сом устойчивости оптимального решения. Для остальных задач найдены
достижимые нижние и верхние оценки этого радиуса. Результаты были
анонсированы в [8]. Аналогичные оценки для радиуса устойчивости по-
лучены в недавно опубликованной работе [19].

1. Основные понятия и определения

Пусть Nn = {1, 2, . . . , n} и O = Nn — множество (номеров) опера-

ций, n > 2. Этому множеству поставлен в соответствие весовой вектор
t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn

+ времён выполнения операций, при этом опера-
ция p выполняется за время tp > 0. Кроме того, на множестве O опреде-
лён частичный порядок �, который обычно задаётся с помощью ацикли-
ческого ориентированного графа G = (O, A) с множествами вершин O
и дуг A. При этом наличие дуги (p, q) в графе G равносильно соотноше-
нию p � q.

Следуя [15,18], балансом b будем называть упорядоченный набор мно-
жеств (W1,W2, . . . ,Wk), представляющий собой разбиение множества O
на k > 2 непустых попарно не пересекающихся подмножеств, удовлетво-
ряющих условию согласованности с порядком �:

∀i, j ∈Nk ∀p ∈Wi ∀q ∈Wj (p � q ⇒ i 6 j).

Иными словами, если операция p назначена на рабочую станцию с номе-
ром i, то операция q может быть назначена либо на ту же станцию, либо
на станцию с бо́льшим номером.

Всякий элемент Wi = Wi(b) набора b называется рабочей станцией

или просто станцией (баланса b). Если p ∈Wi, то говорят, что операция p
назначена на рабочую станцию Wi. Ясно, что каждая операция может
(и должна) быть назначена ровно на одну рабочую станцию. Однако это
назначение не произвольно, а согласовано с порядком �.

Заметим, что в такой постановке задачи число рабочих станций k
может меняться от баланса к балансу, т. е. k = k(b).
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Каждой рабочей станции Wi(b) поставим в соответствие характери-
стический булев вектор wi(b) = (wi1(b), wi2(b), . . . , win(b))

T , указываю-
щий, какие работы распределены на станцию Wi(b) по следующему пра-
вилу:

wip(b) =

{
1, если p-я операция назначена на i-ю станцию,

0 в противном случае.

Для заданного графа G множество всех допустимых балансов обозна-
чим через B. Для любого κ ∈ Nn положим Bκ = {b ∈ B | k(b) = κ}. Под
задачей балансировки сборочной линии SALBP-E (simple assembly line
balancing problem — line efficiency) будем понимать следующую задачу
минимизации:

f(b, t) = k(b)
k(b)
max
i=1

twi(b)→ min
b∈B

.

Все допустимые балансы, доставляющие минимум функции f(b, t), со-
ставляют множество BO(t).

Далее будем считать, что множество операций O состоит из двух непе-
ресекающихся подмножеств:
• подмножества автоматических операций A, время выполнения ко-

торых не изменяется в процессе работы сборочной линии;
• подмножества операций M, выполняемых вручную. Их время вы-

полнения может варьироваться по ряду причин, среди которых накоп-
ление усталости работников, различие в их профессиональных навыках,
мотивации и тому подобные факторы [14].

При этом полагаем, что множество M всегда непусто, а множество A
может быть и пустым.

Ясно, что O = A⊔M. Не ограничивая общности, будем предполагать,
что M = {1, 2, . . . ,m} и A = {m + 1,m + 2, . . . , n}, где 1 6 m 6 n, т. е.
изменения могут происходить лишь в первых m операциях.

Изменения времён выполнения операций будем моделировать, при-
бавляя возмущающий вектор t′ = (t′1, t

′
2, . . . , t

′
m, 0, 0, . . . , 0) ∈ Rn к векто-

ру t. Таким образом, вектор времён выполнения операций в каждый кон-
кретный момент времени может быть записан в виде t+ t′ = (t1+ t

′
1, t2+

t′2, . . . , tm + t′m, tm+1, tm+2, . . . , tn). Будем также считать, что tp + t′p > 0,
p ∈ O.

Для отыскания величины потенциальных возмущений вектора t вве-
дём чебышёвскую норму l∞ в пространстве Rn:

‖x‖∞ =
n

max
p=1
|xp|.
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Также нам понадобится l1-норма

‖x‖1 =
n∑

p=1

|xp|.

Оптимальный баланс b0 ∈ BO(t) называется устойчивым, если су-
ществует такая ε-окрестность вектора t, что для всякого вектора t′ ∈
Ω(ε) := {t′ ∈ Rn | t+ t′ > 0 & ‖t′‖ < ε} баланс b0 продолжает быть опти-
мальным, т. е. b0 ∈ BO(t+ t′). Другими словами, оптимальный баланс b0

устойчив, если

Ξ(b0, t) := {ε > 0 | ∀t′ ∈ Ω(ε) (b0 ∈ BO(t+ t′))} 6= ∅.

Радиусом устойчивости ρ(b0, t) оптимального баланса b0 называет-
ся [18] максимальный уровень возмущений в норме l∞, при которых ба-
ланс b0 сохраняет свою оптимальность, т. е.

ρ(b0, t) = supΞ(b0, t).

Здесь и далее полагаем sup∅ = 0.

Свойство 1. Пусть b = (W1,W2, . . . ,Wi−1,Wi,Wi+1,Wi+2, . . . ,Wk) ∈ B,

k = k(b) > 3 и i ∈ Nk−1. Тогда

b′ = (W1,W2, . . . ,Wi−1,Wi ∪Wi+1,Wi+2, . . . ,Wk) ∈ B.

Свойство 2. Для любых операций p, q ∈ O и всякого κ ∈ Nn найдёт-

ся такой баланс b ∈ Bκ, что p и q принадлежат разным рабочим станциям

этого баланса.

Для любых вектора y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn
+ и натурального числа

m 6 n введём операторы левой | · ]m и правой [ · |n−m срезок по следу-
ющим правилам:

|y]m = (0, 0, . . . , 0, ym+1, ym+2, . . . , yn) ∈ Rn,

[y|n−m = (y1, y2, . . . , ym, 0, 0, . . . , 0) ∈ Rn.

Будем также использовать обозначение

ϕi(b, t) = k(b)twi(b).

Очевидно, что

f(b, t) =
k(b)
max
i=1

ϕi(b, t).
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2. Бесконечный радиус устойчивости

Для любых b0 ∈ BO(t), b ∈ B\{b0}, i ∈ Nk(b0) и j ∈ Nk(b) введём
множество

P(b0, b, i, j) =
{
p ∈Wi(b

0) ∩Wj(b) |

f(b, |t]m)− ϕj(b, |t]m)

k(b)
6
f(b, |t]m)− ϕi(b

0, |t]m)

k(b0)

}
.

Теорема 1. Радиус устойчивости ρ(b0, t) оптимального баланса b0

бесконечен тогда и только тогда, когда одновременно выполняются сле-

дующие условия:

(i) k(b0) = 2;
(ii) b0 ∈ BO(|t]m);
(iii) ∀i ∈ N2 (|Wi(b

0) ∩M| 6 1);
(iv) ∀b ∈ B\{b0} ∀p ∈ M ∃i ∈ N2 ∃j ∈ Nk(b) (p ∈ P(b0, b, i, j)).
Доказательство. Сначала докажем необходимость этих условий.

Пусть, напротив, некоторые из условий (i)–(iv) не выполняются, а ρ(b0, t)
=∞. Очевидно, что это не может быть условие (ii), так как в этом случае
ρ(b0, t) 6 ‖[t|n−m‖ < ∞. Далее рассмотрим оставшиеся три возможных
случая.

Случай 1: k(b0) 6= 2. Согласно свойству 1 найдётся баланс b, удо-
влетворяющий неравенству k(b) < k(b0). Пусть p∗ ∈ M 6= ∅. Зададим
возмущающий вектор t′ c компонентами t′p, p ∈ Nn, по следующему пра-
вилу:

t′p =

{
M, если p = p∗,
0, если p 6= p∗,

где M — достаточно большое число. Тогда верны неравенства

f(b0, t+ t′) > k(b0)M > f(b, t+ t′),

свидетельствующие о том, что b0 6∈ BO(t + t′). Следовательно, ρ(b0, t) <
∞, что противоречит предположению.

Случай 2: k(b0) = 2 и ∃i ∈ N2 (|Wi(b
0) ∩ M| > 2). Пусть p′, p′′ ∈

Wi(b
0)∩M, причём p′ 6= p′′. На основании свойства 2 существует баланс

b ∈ B2, для которого p′ и p′′ принадлежат разным рабочим станциям.
Зададим возмущающий вектор t′ c компонентами t′p, p ∈ Nn, по следую-
щему правилу:

t′p =

{
M, если p = p′ или p = p′′,

0 в остальных случаях,
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где M — достаточно большое число. Тогда имеют место неравенства

f(b0, t+ t′) > 2M > f(b, t+ t′),

свидетельствующие о том, что b0 6∈ BO(t+ t′). Итак, и во втором случае
ρ(b0, t) <∞, что противоречит предположению.

Случай 3. Пусть выполняются условия (i)–(iii), а условие (iv) не вы-
полняется. Это означает, что найдутся баланс b ∈ B\{b0} и индекс p∗ ∈ M
такие, что для любых i ∈ N2, j ∈ Nk(b) таких, что p∗ ∈ Wi(b

0) ∩Wj(b),
верно неравенство

f(b, |t]m)− ϕj(b, |t]m)

k(b)
>
f(b, |t]m)− ϕi(b

0, |t]m)

k(b0)
. (1)

Зададим возмущающий вектор t′ c компонентами t′p, p ∈ Nn, по следую-
щему правилу:

t′p =

{
M, если p = p∗,
0 в остальных случаях,

где
f(b, |t]m)− ϕi(b

0, |t]m)

k(b0)
< M <

f(b, |t]m)− ϕj(b, |t]m)

k(b)
.

Поэтому выводим

ϕj(b, |t]m + t′) = ϕj(b, |t]m) +Mk(b) < f(b, |t]m).

Поскольку для каждого индекса l ∈ Nk(b) \ {j} верны соотношения

ϕl(b, |t]m + t′) = ϕl(b, |t]m) 6 f(b, |t]m),

то
f(b, |t]m + t′) = f(b, |t]m).

Аналогичным образом доказывается, что

ϕi(b
0, |t]m + t′) > f(b, |t]m) = f(b, |t]m + t′).

Таким образом, f(b0, t+t′) > f(b, t+t′), т. е. b0 6∈ BO(t+t′). Следовательно,
ρ(b0, t) <∞, что противоречит предположению.

Теперь докажем достаточность условий (i)–(iv). Пусть они выполне-
ны. Тогда в силу (iii) существует рабочая станция Wi(b

0) баланса b0

такая, что на ней есть ровно одна операция из M. Пусть b ∈ B\{b0}
и Wj(b) — рабочая станция баланса b с условием p ∈ Wj(b). Сначала
докажем, что для любого числа ε > 0, вектора t′ ∈ Ω(ε) и индекса
l ∈ N2 = {i, i′} выполняется неравенство

ϕl(b
0, |t]m + t′) 6 f(b, |t]m + t′). (2)
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В зависимости от величины числа ε возможны следующие два случая.

Случай 1: εk(b0) 6 f(b, |t]m)− ϕi(b
0, |t]m). С учётом (iii) выводим

ϕi(b
0, |t]m + t′) 6 ϕi(b

0, |t]m) + k(b0)ε 6 f(b, |t]m) 6 f(b, |t]m + t′).

Случай 2: εk(b0) > f(b, |t]m)−ϕi(b
0, |t]m). С учётом (i) и (iv) получаем

ϕi(b
0, |t]m + t′) 6 ϕj(b, |t]m + t′) 6 f(b, |t]m + t′).

Итак, неравенство (2) доказано для l = i. Далее покажем его спра-
ведливость при l = i′.

Если на второй станции Wi′ баланса b0 есть операция изM, то нера-
венство (2) доказывается аналогично. Если на станции Wi′ нет операции
из M, то ввиду (ii) находим

ϕi′(b
0, |t]m + t′) = ϕi′(b

0, |t]m) 6 f(b, |t]m) 6 f(b, |t]m + t′).

Следовательно, неравенство (2) верно и для l = i′. Таким образом,

f(b0, |t]m + t′) = max
{
ϕi(b

0, |t]m + t′), ϕi′(b
0, |t]m + t′)

}
6 f(b, |t]m + t′).

Резюмируя, заключаем, что для всякого баланса b ∈ B\{b0} и любых
числа ε > 0 и вектора t′ ∈ Ω(ε) имеет место неравенство

f(b0, t+ t′) 6 f(b, t+ t′).

Следовательно, ρ(b0, t) =∞. Теорема 1 доказана.

3. Нижняя оценка

Для любых двух балансов b, b0 ∈ B положим

Nji = (Wj(b) \Wi(b
0)) ∩M, Wj(b) =Wj(b) ∩M,

Wji =Wj(b) ∩Wi(b
0).

Пусть n1 = |Nji|, n2 = |Wj(b)|,

N =

{
n1, если k(b) 6 k(b0),

n2, если k(b) > k(b0).

Если N 6= 0, упорядочим числа tp по неубыванию: 0 < tp1 6 tp2 6
. . . 6 tpN . Обозначим через ‹wr

j вектор wj , в котором первые r элементов
wp1 , wp2 , . . . , wpr равны нулю.

Введём следующее обозначение:

∆(i, b0, j, b) =
N

max
r=0

k(b)t‹wr
j (b)− k(b0)t‹wr

i (b
0)∥∥[k(b)‹wr

j (b)− k(b0)‹wr
i (b

0)
∣∣
n−m

∥∥
1

=
k(b)t‹wr∗

j (b)− k(b0)t‹wr∗
i (b0)∥∥[k(b)‹wr∗

j (b)− k(b0)‹wr∗
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1

. (3)
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Утверждение 1. Если r 6 r∗, то tpr 6 ∆(i, b0, j, b), а если r > r∗, то

tpr > ∆(i, b0, j, b).

Доказательство. Пусть сначала r 6 r∗. Так как на r∗ достигается
максимум в (3), то

k(b)t‹wr∗−1
j (b)− k(b0)t‹wr∗−1

i (b0)
∥∥[k(b)‹wr∗−1

j (b)− k(b0)‹wr∗−1
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1

6
k(b)t‹wr∗

j (b)− k(b0)t‹wr∗
i (b0)∥∥[k(b)‹wr∗

j (b)− k(b0)‹wr∗
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1

. (4)

Заметив, что

k(b)t‹wr∗
j (b)− k(b0)t‹wr∗

i (b0)∥∥[k(b)‹wr∗
j (b)− k(b0)‹wr∗

i (b0)
∣∣
n−m

∥∥
1

=
k(b)t‹wr∗−1

j (b)− k(b0)t‹wr∗−1
i (b0)− χtpr∗∥∥[k(b)‹wr∗−1

j (b)− k(b0)‹wr∗−1
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1
− χ

,

где

χ =

{
k(b), если pr∗ ∈ Nji,

k(b) − k(b0) в противном случае,

с учётом (4) выводим

(
k(b)t‹wr∗−1

j (b)− k(b0)t‹wr∗−1
i (b0)

)

×
(∥∥[k(b)‹wr∗−1

j (b)− k(b0)‹wr∗−1
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1
− χ

)

6
(
k(b)t‹wr∗−1

j (b)− k(b0)t‹wr∗−1
i (b0)− χtpr∗

)

×
∥∥[k(b)‹wr∗−1

j (b)− k(b0)‹wr∗−1
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1
.

Следовательно,

− χ
(
k(b)t‹wr∗−1

j (b)− k(b0)t‹wr∗−1
i (b0)

)

6 −χtpr∗
∥∥[k(b)‹wr∗−1

j (b)− k(b0)‹wr∗−1
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1
,

откуда находим

tpr∗ 6
k(b)t‹wr∗−1

j (b)− k(b0)t‹wr∗−1
i (b0)

∥∥[k(b)‹wr∗−1
j (b)− k(b0)‹wr∗−1

i (b0)
∣∣
n−m

∥∥
1

6 ∆(i, b0, j, b).

Так как tp1 6 tp2 6 . . . 6 tpr∗ , неравенство tpr 6 ∆(i, b0, j, b) верно и для
всякого r 6 r∗.
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Доказательство при r > r∗ аналогично с учётом неравенств tpr∗+1
6

. . . 6 tpN и равенства

k(b)t‹wr∗+1
j (b)− k(b0)t‹wr∗+1

i (b0)
∥∥[k(b)‹wr∗+1

j (b)− k(b0)‹wr∗+1
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1

=
k(b)t‹wr∗

j (b)− k(b0)t‹wr∗
i (b0)− χtpr∗+1∥∥[k(b)‹wr∗

j (b)− k(b0)‹wr∗
i (b0)

∣∣
n−m

∥∥
1
− χ.

Утверждение 1 доказано.

Теорема 2. Для радиуса устойчивости оптимального баланса b0 ∈
BO(t) задачи балансировки сборочной линии SALBP-E справедлива ниж-

няя оценка

ρ(b0, t) > min
b∈B\{b0}

k(b0)

min
i=1

k(b)
max
j=1

N
max
r=0

k(b)t‹wr
j (b)− k(b0)t‹wr

i (b
0)∥∥[k(b)‹wr

j (b)− k(b0)‹wr
i (b

0)
∣∣
n−m

∥∥
1

. (5)

Доказательство. Обозначим через ψ правую часть (5), и пусть

∆ =
k(b)
max
j=1

∆(i, b0, j, b) = ∆(i, b0, j∗, b). Сначала докажем, что для каждого

баланса b ∈ B \ {b0} и станции Wi(b
0) при t′ ∈ Ω(ε), где ε < ∆, найдётся

индекс j ∈ Nk(b) с условием ϕj(b) > ϕi(b
0). Заметим, что справедливы

равенства

ϕj∗(b, t+ t′) = k(b)twj∗(b) + k(b)
∑

p∈Wj∗

t′p, (6)

ϕi(b
0, t+ t′) = k(b0)twi(b

0) + k(b0)
∑

p∈Wi

t′p. (7)

Используя утверждение 1, оценим разность ϕj∗(b, t + t′) и ϕi(b
0, t + t′).

При этом возможны следующие два случая.

Случай 1: k(b) 6 k(b0). С учётом (6) и (7) получаем

ϕj∗(b, t+ t′)− ϕi(b
0, t+ t′) = k(b)twj∗(b)− k(b0)twi(b

0)

− (k(b0)− k(b))
∑

p∈Wj∗i

t′p + k(b)
∑

p∈Nj∗i

t′p − k(b0)
∑

p∈Nij∗

t′p.

Из условия t′ ∈ Ω(ε) при ε < ∆ вытекает неравенство −min{tp,∆} 6
t′p < ∆ при любом p ∈ O. Отсюда получаем

ϕj∗(b, t+ t′)− ϕi(b
0, t+ t′) > k(b)twj∗(b)− k(b0)twi(b

0)

− (k(b0)− k(b))
∑

p∈Wj∗i

∆− k(b)
∑

p∈Nj∗i

min{tp,∆} − k(b0)
∑

p∈Nij∗

∆.
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Далее, пользуясь утверждением 1 и вынося ∆ за скобки, находим

ϕj∗(b, t+ t′)− ϕi(b
0, t+ t′) > k(b)t‹wr∗

j∗ (b)− k(b0)twi(b
0)

−∆(k(b)(|Nj∗i| − r∗) + (k(b0)− k(b))|Wj∗i|+ k(b0)|Nij∗ |)
= k(b)t‹wr∗

j∗ (b)− k(b0)t‹wr∗

i (b0)−∆(k(b)(|Nj∗i| − r∗)
+ (k(b0)− k(b))|Wj∗i|+ k(b0)|Nij∗|) = k(b)t‹wr∗

j∗ (b)− k(b0)t‹wr∗

i (b0)

−∆
∥∥[k(b)‹wr∗

j∗(b)− k(b0)‹wr∗

i (b0)
∣∣
n−m

∥∥
1
= 0.

Случай 2: k(b) > k(b0). Вновь учитывая (6) и (7), аналогично перво-
му случаю выводим

ϕj∗(b, t+ t′)− ϕi(b
0, t+ t′) = k(b)twj∗(b)− k(b0)twi(b

0)

+ (k(b)− k(b0))
∑

p∈Wj∗i

t′p + k(b)
∑

p∈Nj∗i

t′p − k(b0)
∑

p∈Nij∗

t′p

> k(b)twj∗(b)− k(b0)twi(b
0) + (k(b)− k(b0))

∑

p∈Wj∗i

(−min{tp,∆})

+ k(b)
∑

p∈Nj∗i

(−min{tp,∆}) − k(b0)
∑

p∈Nij∗

∆ = k(b)t‹wr∗

j∗ (b)

− k(b0)t‹wr∗
i (b0)−∆

∥∥[k(b)‹wr∗
j∗(b)− k(b0)‹wr∗

i (b0)
∣∣
n−m

∥∥
1
= 0.

Таким образом, при t′ ∈ Ω(ε) имеет место неравенство ϕj∗(b, t+ t′) >

ϕi(b
0, t + t′). Итак, если ε <

k(b0)

min
i=1

∆(i, b0, b), то для всякого i ∈ Nk(b0)

существует j ∈ Nk(b) такой, что ϕj(b, t + t′) > ϕi(b
0, t + t′), а значит,

верно неравенство f(b0, t + t′) < f(b, t+ t′). Резюмируя, заключаем, что
f(b0, t+ t′) < f(b, t+ t′) для любого баланса b ∈ B \{b0} и возмущающего
вектора t′ ∈ Ω(ε) при ε < ψ. Это означает, что b0 ∈ BO(t+ t′) при ε < ψ.
Следовательно, ρ(b0, t) > ψ. Теорема 2 доказана.

4. Верхние оценки

Для любых b0, b ∈ B и i ∈ Nk(b0), j ∈ Nk(b) положим

σij(b
0, b) = k(b0)|Wi(b

0)| − k(b)|Wji|.

Для каждого i ∈Nk(b0) введём множество

B′i = {b ∈ B | ∀j ∈Nk(b) (σij(b
0, b) > 0)}.

Отметим, что множество B′i непусто при любом i ∈Nk(b0).
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Теорема 3. Для радиуса устойчивости оптимального баланса b0 ∈
BO(t) задачи балансировки сборочной линии SALBP-E справедлива верх-

няя оценка

ρ(b0, t) 6 min
i∈N

k(b0)

min
b∈B′

i

max
j∈Nk(b)

k(b)twj(b)− k(b0)twi(b
0)

σij(b0, b)
. (8)

Доказательство. Для краткости обозначим правую часть (8) че-
рез ψ. Выберем рабочую станцию Wi(b

0) и баланс b ∈ B′i такие, что

ψ = max
j∈Nk(b)

k(b)twj(b)− k(b0)twi(b
0)

σij(b0, b)
.

Заметим, что при каждом j ∈Nk(b) для всякого действительного чис-
ла δ неравенство

ϕj(b, t) + δk(b)|Wji| 6 ϕi(b
0, t) + δk(b0)|Wi(b

0)|

эквивалентно неравенству

δ >
k(b)twj(b)− k(b0)twi(b

0)

σij(b0, b)
. (9)

Возмущающий вектор t′ c компонентами t′p, p ∈ Nn, зададим по сле-
дующему правилу:

t′p =

{
ε, если p ∈Wi(b

0),

0 в остальных случаях,

причём в качестве ε выберем число, большее чем δ, которое (в силу (9))
не меньше чем ψ. Тогда с учётом (9) для любого j ∈ Nk(b) будут выпол-
няться соотношения

ϕj(b, t+ t′) = ϕj(b, t) + εk(b)|Wji|
< ϕi(b

0, t) + εk(b0)|Wi(b
0)| = ϕi(b

0, t+ t′).

Это означает, что найдётся индекс j∗ ∈ Nk(b), на котором достигается
равенство f(b, t+ t′) = ϕj∗(b, t+ t′), поэтому

f(b, t+ t′) = ϕj∗(b, t+ t′) < ϕi(b
0, t+ t′) 6 f(b0, t+ t′).

Следовательно, для любого ε > ψ существует такой возмущающий
вектор t′ ∈ Ω(ε), что баланс b0 6∈ BO(t+ t′). Итак, ρ(b0, t) 6 ψ. Теорема 3
доказана.
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Теорема 4. Для радиуса устойчивости оптимального баланса b0 ∈
BO(t) задачи балансировки сборочной линии SALBP-E справедлива верх-

няя оценка

ρ(b0, t) 6 min
b∈B∗(b0)\{b0}

k(b0)

min
i=1

k(b)
max
j=1

N
max
r=0

k(b)t‹wr
j (b)− k(b0)t‹wr

i (b
0)∥∥[k(b)‹wr

j (b)− k(b0)‹wr
i (b

0)
∣∣
n−m

∥∥
1

, (10)

где B∗(b0) = {b ∈ B | k(b0) > k(b)}.

Доказательство. Обозначим правую часть (10) через ψ. Зафикси-
руем рабочую станцию Wi(b

0) и баланс b ∈ B∗(b0) \ {b0} такие, что

ψ =
k(b)
max
j=1

N
max
r=0

k(b)t‹wr
j (b)− k(b0)t‹wr

i (b
0)∥∥[k(b)‹wr

j (b)− k(b0)‹wr
i (b

0)
∣∣
n−m

∥∥
1

.

Возмущающий вектор t′ c компонентами t′p, p ∈ Nn, зададим по правилу

t′p =





δ, если p ∈ Wi(b
0),

−min{δ, |tp|}, если p ∈ M \Wi(b
0),

0 в остальных случаях,

где δ > 0. При заданных возмущениях справедливы соотношения

ϕi(b
0, t+ t′) = k(b0)twi(b

0) + δk(b0)|Wi(b
0)|,

ϕj(b, t+ t′) = k(b)twj(b) + δk(b)|Wji| − k(b)
∑

p∈Nji

min{δ, |tp|}.

Предположим, что неравенство |tp| < δ выполнено для r элементов
из Nji. Тогда ϕj(b, t+t

′) и ϕi(b
0, t+t′) могут быть записаны в следующем

виде:

ϕj(b, t+ t′) = k(b)t‹wr
j (b) + δk(b)|Wji| − δk(b)(N − r), (11)

ϕi(b
0, t+ t′) = k(b0)twi(b

0) + δk(b0)|Wi(b
0)|

= k(b)t‹wr
i (b

0) + δk(b0)|Wi(b
0)|. (12)

Далее заметим, что

k(b0)|Wi(b
0)| − k(b)|Wji|+ k(b)(N − r)

= k(b0)|Nij |+ k(b0)|Wji| − k(b)|Wji|+ | − k(b)(N − r)|
=
∥∥[k(b0)wi(b

0)− k(b)‹wr
j (b)

∣∣
n−m

∥∥
1
=
∥∥[k(b0)‹wr

i (b
0)− k(b)‹wr

j (b)
∣∣
n−m

∥∥
1

=
∥∥[k(b)‹wr

j (b)− k(b0)‹wr
i (b

0)
∣∣
n−m

∥∥
1
.
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Отсюда с учётом (11) и (12) приходим к выводу, что следующие два
неравенства эквивалентны:

ϕj(b, t+ t′) < ϕi(b
0, t+ t′), δ >

k(b)t‹wr
j (b)− k(b0)t‹wr

i (b
0)∥∥[k(b)‹wr

j (b)− k(b0)‹wr
i (b

0)
∣∣
n−m

∥∥
1

.

Тем самым при δ > ψ для всякого j ∈ Nk(b) верно неравенство ϕj(b, t +

t′) < ϕi(b
0, t+ t′), откуда заключаем, что f(b, t+ t′) < f(b0, t+ t′).

Таким образом, для любого ε > ψ найдётся возмущающий вектор
t′ ∈ Ω(ε) такой, что баланс b0 6∈ BO(t + t′). Итак, ρ(b0, t) 6 ψ. Теорема 4
доказана.

Из теорем 2 и 4 в частном случае, когда коэффициент k не зависит
от b, вытекает следующий результат, полученный в [18].

Следствие 1. Для радиуса устойчивости оптимального баланса b0 ∈
BO(t) задачи балансировки сборочной линии SALBP-2 справедлива фор-

мула

ρ(b0, t) = min
b∈B\{b0}

k
min
i=1

k
max
j=1

N
max
r=0

t‹wr
j (b)− t‹wr

i (b
0)∥∥[‹wr

j (b)− ‹wr
i (b

0)
∣∣
n−m

∥∥
1

.

Авторы благодарят анонимного рецензента за ценные замечания, спо-
собствовавшие существенному улучшению данной статьи.
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Abstract. The simple assembly line balancing problem (SALBP) is
considered. We describe the special class of problems with an infinitely
large stability radius of the optimal balance. For other tasks we received
the lower and the upper reachable estimates of the stability radius of
optimal balances in the case of an independent perturbation of the
parameters of the problem. Bibliogr. 24.
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