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Аннотация. Рассматриваются двумерные обобщения последова-
тельностей де Брёйна — целочисленные массивы, в которых требу-
ется, чтобы все фрагменты заданного размера (окна) были различ-
ны. Для таких массивов, называемых субдебрёйновыми, рассматри-
вается сложность задачи декодирования — определения положения
в массиве окна с заданным содержимым. Предложена конструкция
массивов произвольного размера с произвольными окнами, для ко-
торых число различных элементов в массиве по порядку оптималь-
но, а сложность декодирования окон линейна. Библиогр. 16.
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1. Определения

Массивом A размера N ×M называется индексированный набор эле-
ментов A(i, j) ∈ N ∪ {0}, где 0 6 i < N , 0 6 j < M . Фактически массив
представляет собой матрицу размера N ×M с целыми неотрицательны-
ми элементами, в которой строки и столбцы для удобства нумеруются
с нуля. Если для всех i, j выполнено A(i, j) < c, то массив A является
c-ичным. Значения элементов A(i, j) часто называют цветами.

Окном размера n×m, начинающимся в s-й строке и t-м столбце мас-
сива A размера N ×M, называется массив [A]n×m

s,t , элементы которого
удовлетворяют равенствам

[A]n×m
s,t (i, j) = A(i+ s mod N, j + t modM)
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при всех 0 6 i < n, 0 6 j < m. Здесь и далее предполагается вполне
естественное ограничение n 6 N, m 6 M ; значения N, M, n, m, удовле-
творяющие указанным неравенствам, будем далее считать допустимыми,
говоря о массивах с окнами определённых размеров.

Для массива A размера N ×M окна [A]n×m
s,t , у которых s и t удовле-

творяют неравенствам 0 6 s < N − n + 1 и 0 6 t < M −m + 1, будем
называть апериодическими.

Массив A размера N ×M обладает свойством уникальности (апери-

одических) окон n × m, если для любых пар (s, t) 6= (s′, t′) таких, что
0 6 s, s′ < N, 0 6 t, t′ < M (соответственно 0 6 s, s′ < N − n + 1,
0 6 t, t′ < M −m+ 1) выполнено соотношение

[A]n×m
s,t 6= [A]n×m

s′,t′ .

Множество массивов N × M с уникальностью (апериодических) окон
n×m будем обозначать через U(N,M,n,m) (соответственно U ′(N,M,
n,m)).

Для массива A размера N ×M через C(A) обозначим число различ-
ных цветов в массиве A. Очевидно, что C(A) 6 NM . Введём также
следующие величины:

CU (N,M,n,m) = min
A∈U(N,M,n,m)

C(A), (1)

CU ′(N,M,n,m) = min
A∈U ′(N,M,n,m)

C(A). (2)

Величины CU (N,M,n,m) (CU ′(N,M,n,m)) выражают наименьшее ко-
личество цветов, достаточное для построения массива размера N ×M
с уникальностью (апериодических) окон n×m.

Несложно заметить, что в соотношениях (1), (2) в действительности
минимум достаточно брать по таким массивам A, у которых для всех
элементов выполнено A(i, j) ∈ {0, . . . , C(A) − 1}. В таких массивах наи-
меньший элемент равен 0, наибольший равен C(A) − 1 и все значения
от 0 до C(A)− 1 встречаются среди элементов массива.

Из неравенства C(A) 6 NM вытекают тривиальные верхние оценки
CU (N,M,n,m) 6 NM и CU ′(N,M,n,m) 6 NM .

Нижние оценки, получаемые из комбинаторных соотношений, пред-
ставляются более содержательными. Кроме того, они точные и достига-
ются при некоторых значениях параметров. Из уникальности (аперио-
дических) окон вытекают неравенства NM 6 (C(A))nm (соответственно
(N − n+ 1)(M −m+ 1) 6 (C(A))nm), из которых следуют оценки

CU (N,M,n,m) > (NM)
1

nm , (3)

CU ′(N,M,n,m) > ((N − n+ 1)(M −m+ 1))
1

nm . (4)
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Массив A ∈ U(N,M,n,m) (соответственно A ∈ U ′(N,M,n,m)), для ко-
торого выполнено A(i, j) ∈ {0, . . . , C(A) − 1} и C(A) = (NM)

1
nm (со-

ответственно C(A) = ((N − n + 1)(M − m + 1))
1

nm ), будем называть
(апериодическим) массивом де Брёйна или дебрёйновым массивом, так-
же встречается наименование совершенный массив. Все прочие масси-
вы с уникальностью (апериодических) окон, для которых выполнено
A(i, j) ∈ {0, . . . , C(A) − 1} при всех i и j, будем называть субдебрёй-

новыми.
Дебрёйновы массивы являются двумерным обобщением конструкции,

известной как последовательности де Брёйна [4]. С точки зрения данных
выше определений c-ичная последовательность де Брёйна с окном дли-
ны m является дебрёйновым массивом из множества U(1, cm, 1,m).

Уникальность окон в массиве позволяет по заданному содержимому
окна вычислять его положение в массиве, т. е. по заданному массиву B,
B = [A]n×m

s,t , находить значения s и t. Будем называть эту задачу зада-

чей декодирования. Сложность её решения определяют как количество
операций с элементами массива B (а именно, арифметических действий
и операций сравнения), необходимых для нахождения положения левого
верхнего элемента окна B в массиве A. Сложность декодирования окна B
из массива A будем обозначать через L(B,A).

Пусть A ∈ U(N,M,n,m) (A ∈ U ′(N,M,n,m)). Множество всех окон
(соответственно всех апериодических окон) размера n ×m в массиве A
обозначим через W (A) и введём величину L(A) = max

B∈W (A)
L(B,A).

Тривиальное решение задачи декодирования заключается в том, что-
бы последовательно сравнить массив B со всеми окнами n×m в масси-
ве A. Отсюда получаются оценка L(A) 6 nmNM для A ∈ U(N,M,n,m)
и оценка L(A) 6 nm(N − n+ 1)(M −m+ 1) для A ∈ U ′(N,M,n,m). По-
добное решение при этом предполагает, что массив A должен храниться
в памяти вычисляющего устройства. Такое решение вряд ли можно счи-
тать приемлемым с прикладной точки зрения.

Отметим, что, полагая A(i, j) = iM + j, 0 6 i < N , 0 6 j < M ,
получим массив A с C(A) = NM и A ∈ U(N,M,n,m) для любых до-
пустимых значений n и m. При этом декодирование любого окна может
быть осуществлено по его единственному элементу и требует констант-
ного (не зависящего от N , M , n и m) числа операций. Таким образом,
за счёт избыточного использования цветов можно добиться тривиально-
сти решения задачи декодирования.

С прикладной точки зрения представляют интерес массивы, в кото-
рых как количество цветов C(A), так и сложность декодирования L(A),
по возможности малы. В силу оценок (3) и (4) величина C(A) огра-
ничена снизу и, естественно, оптимальными представляются массивы,
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в которых нижняя оценка величины C(A) достигается. Однако для де-
брёйновых массивов сложность декодирования оказывается ограничен-
ной снизу. Так как в массиве встречаются всевозможные окна заданного
размера, для декодирования потребуется учесть все элементы окна, от-
куда L(A) > nm. Таким образом, оптимальность использования цветов
априори делает задачу декодирования более трудоёмкой.

2. Обзор результатов

Двумерные обобщения последовательностей де Брёйна предлагались
различными авторами. Одной из мотиваций этих обобщений было при-
кладное значение подобных массивов: в частности, возможность их ис-
пользования для позиционирования мобильных роботов в подготовлен-
ной среде.

Обзор имевшихся по состоянию на 1992 г. результатов в этой обла-
сти содержится в работе Дж. Бернса и К. Дж. Митчелла [5]. Как от-
мечается в этом обзоре, прикладное значение субдебрёйновых массивов
ничуть не меньше, чем у дебрёйновых. Однако большинство работ бы-
ло посвящено конструированию именно дебрёйновых массивов, вероятно
в силу их комбинаторного интереса. Возможно, единственным исключе-
нием являлась работа Дж. Денеса и А. Д. Кидвелла [6], где приведены
конструкции именно субдебрёйновых массивов.

В дальнейшем основные исследования касались также различных кон-
струкций дебрёйновых массивов как с произвольными окнами (см. [9,13,
14]), так и с апериодическими (см., например, [12]). Кроме того, изучал-
ся ряд смежных вопросов: в частности, многомерные обобщения дебрёй-
новых массивов [7], массивы с возможностью исправления ошибок при
декодировании окон [2], массивы с окнами в форме креста [3].

В отношении задачи декодирования массивов долгое время исследо-
вания были направлены на построение для существующих дебрёйновых
массивов алгоритмов декодирования, отличных от тривиальных. В част-
ности, такие алгоритмы для некоторых массивов приведены в [10,11,15].
В работе Дж.Тулиани [16] были предложены специальным образом скон-
струированные последовательности де Брёйна с окном размера 1 × m,
декодируемые за O(m logm) операций, с использованием O(1) памяти.

В недавней работе В. Хоран и Б. Стивенса [8] окна в форме креста
из [3] обобщаются до более широкого класса «нестандартных» окон —
некоторых специальных подмножеств прямоугольника n × m (причём
собственно прямоугольное окно n × m в этот класс не попадает). В [8]
приводятся конструкции массивов, в которых сложность декодирования
рассматриваемых видов окон составляет O(n2 +m2). Отметим, что при
n = m это совпадает по порядку с нижней оценкой сложности декодиро-
вания окна в дебрёйновом массиве.
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Настоящая работа является прямым развитием идей, предложенных
Д. А. Макаровым в [1]. В ней описана конструкция субдебрёйновых мас-
сивов, для которых величина L(A) по порядку равна O(nm), а величи-
на C(A) есть O((NM)

1
nm ), т. е. оптимальна по порядку.

3. Канонические массивы

Рассмотрим некоторые специальные конструкции субдебрёйновых
массивов с заданным количеством цветов c. Зафиксируем некоторое чис-
ло d, c

2 6 d < c, и будем называть цвета d, . . . , c−1 маркерными, а прочие
цвета — обычными.

Пусть Q — c-ичный массив размера n ×m, для которого выполнено
Q(i, j) < d при (i, j) 6= (n − 1,m − 1) и Q(n − 1,m − 1) > d. Тогда Q
будем называть каноническим окном. Массиву Q сопоставим число ξ,
вычисляемое следующим образом:

ξ = −dnm +
n−1∑

i=0

m−1∑

j=0

dim+jQ(i, j). (5)

Фактически ξ есть число, выражаемое содержимым массива Q, если его
рассматривать как d-ичную запись числа от младшего разряда к старше-
му (слева направо и сверху вниз), в которой в качестве самого старшего
разряда берётся значение Q(n−1,m−1)−d (из условия d > c

2 вытекает,
что Q(n− 1,m− 1)− d < d).

Положим σ = (c − d)dnm−1. Несложно заметить, что между канони-
ческими окнами и числами ξ, удовлетворяющими 0 6 ξ < σ, имеется
взаимно однозначное соответствие. Как следствие, при заданных пара-
метрах n, m, c, d каждому числу ξ, 0 6 ξ < σ, соответствует единственное
каноническое окно, которое будем обозначать через Qn,m,c,d

ξ .
Ниже будет представлена конструкция массивов, основанная на ис-

пользовании канонических окон Qn,m,c,d
ξ . Мы будем формировать из них

прямоугольные массивы путем «склейки». Очевидно, что условие уни-
кальности окон ограничивает площадь таких массивов сверху, так как
ни одно из канонических окон не может быть использовано целиком два-
жды. При этом соотношение числа строк и столбцов в формируемом
массиве, вообще говоря, может меняться за счёт изменения числа кано-
нических окон, используемых в каждой строке массива. В формальном
описании конструкции, представленном далее, количество канонических
окон, целиком используемых в каждой строке массива, обозначено че-
рез µ, а в каждом столбце массива — через ν.

Для таких массивов будет затем показана однозначность декодиро-
вания произвольных апериодических окон и, как следствие, принадлеж-
ность классу U ′(N,M,n,m) для некоторых значений N и M . В разд. 4
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субдебрёйновы массивы произвольного размера будут формироваться
путём выделения подходящих подмассивов в массивах построенной се-
рии.

Далее считаем, что параметры n,m, c, d ∈ N фиксированы и d удовле-
творяет условию c

2 6 d < c. Выберем некоторые ν, µ ∈ N, удовлетворяю-
щие неравенству νµ 6 σ, и определим массив P размера (ν+1)n×(µ+1)m
так, чтобы при всех i, j выполнялось соотношение

[P ]n×m
in,jm = Qn,m,c,d

(iµ+j) mod σ. (6)

Несложно проверить, что такое определение массива P корректно. Обо-
значая для краткости Qn,m,c,d

ξ через Qξ, массив P можно записать в сле-
дующем виде:

P =




Q0 Q1 . . . Qµ

Qµ Qµ+1 . . . Q2µ

. . . . . . . . . . . .
Q(ν−2)µ Q(ν−2)µ+1 . . . Q(ν−1)µ

Q(ν−1)µ Q(ν−1)µ+1 . . . Qνµ mod σ

Qνµ mod σ Q(νµ+1) mod σ . . . Q(ν+1)µ mod σ



. (7)

Здесь и далее подобную запись (массив из массивов) будем рассматри-
вать как «склеивание» меньших массивов в единый массив.

Лемма 1. Любое окно размера n×m в массиве P содержит маркер-

ный элемент и при том единственный.

Доказательство. Массив P фактически составлен из канонических
окон размера n ×m, в каждом из которых имеется единственный мар-
керный элемент.

Рассмотрим произвольное окно n×m в массиве P . Ниже схематически
представлено положение окна в массиве: символ � обозначает маркерные
элементы, символ ◦ — обычные, штриховой линией показаны границы
канонических окон, сплошной — границы окна.

◦ ◦ ◦ � ◦ ◦ ◦ �

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ � ◦ ◦ ◦ �

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

(8)
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Окна, не являющиеся апериодическими, также могут считаться рас-
положенными указанным выше образом относительно канонических: для

этого их надо рассматривать как апериодические окна в массиве

[
P P
P P

]
,

что соответствует определению произвольного окна в массиве P .
Несложно видеть, что в любом окне размера n×m также будет при-

сутствовать единственный маркерный элемент. Его расположение в окне
будет показывать, насколько рассматриваемое окно смещено относитель-
но канонических. Лемма 1 доказана.

Замечание 1. Нахождение местоположения маркерного элемента
в заданном окне n×m требует не более nm операций сравнения.

Докажем одно вспомогательное утверждение о числах в d-ичной си-
стеме счисления. Напомним, что число α единственным образом пред-
ставляется в виде α =

∑
l>0

dlαl, где αl — разряды числа α в d-ичной

системе счисления, 0 6 αl < d.

Лемма 2. Зафиксируем натуральные параметры r, d, d′ (0 < d′ 6 d)
и положим δ = d′dr−1. Пусть некоторые числа 0 6 ξ, ζ1, . . . , ζs, θ1, . . . ,
θs < δ связаны соотношениями θt = (ξ + ζt) mod δ, t = 1, . . . , s, и d-ичное

разложение чисел θt имеет вид θt =
r−1∑
l=0

dlθt,l для t = 1, . . . , s.

Пусть заданы числа ζ1, . . . , ζs, а также такой набор чисел α0, . . . , αr−1,

что для каждого l = 0, . . . , r − 1 найдётся номер tl, для которого выпол-

нено θtl,l = αl. Тогда число ξ определено однозначно.

Доказательство. Рассмотрим сложение чисел ξ + ζt, t = 1, . . . , s,
в d-ичной системе счисления. Отметим, что вычисление указанных сумм
по модулю δ влияет только на старший разряд в каждой сумме — факти-
чески он вычисляется по модулю d′. Пусть d-ичное разложение чисел ζt

имеет вид ζt =
r−1∑
l=0

dlζt,l, t = 1, . . . , s. Также для каждого t = 1, . . . , s

и l = 0, . . . , r − 1 обозначим через ηt,l перенос, возникающий из l-го
в (l + 1)-й разряд при сложении ξ и ζt.

Покажем, что в условиях леммы все разряды в d-ичном представле-

нии числа ξ =
r−1∑
l=0

dlξl определены однозначно. При l = 0 по условию лем-

мы найдётся такое t0, что задано значение θt0,0 = (ξ0 + ζt0,0) mod d = α0.
Поскольку ζt0,0 также известно, можно вычислить

ξ0 = (α0 − ζt0,0) mod d.

Далее, используя полученное ξ0 и известные значения ζ1,0, . . . , ζs,0, мож-
но также вычислить все переносы ηt,0 при t = 1, . . . , s.
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Рассмотрим теперь последовательно l = 1, . . . , r − 2. Для каждого
значения l найдётся такое tl, что задано θtl,l = αl. Поскольку выполнено
равенство αl = θtl,l = (ξl + ζtl,l + ηtl,l−1) mod d, а значение ηtl,l−1 найдено
на предыдущем шаге, получаем

ξl = (αl − ζtl,l − ηtl,l−1) mod d.

Так же, как и в случае l = 0, поскольку известны все значения ζ1,l, . . . , ζs,l,
легко вычисляются все переносы ηt,l при t = 1, . . . , s.

Случай l = r− 1 отличается от рассмотренных выше только тем, что
вычисления проводятся по модулю d′:

ξr−1 = (αr−1 − ζtr−1,r−1 − ηtr−1,r−2) mod d′.

Итак, все r разрядов числа ξ в d-ичной системе счисления определены
однозначно. Лемма 2 доказана.

Замечание 2. Несложно видеть, что в условиях леммы определение
каждого из разрядов числа ξ требует O(1) арифметических операций.
Как следствие, вычисление ξ осуществляется за O(r) операций.

Определим два массива R и R′, зависящие от параметров n, m, c, d,
ν, µ, положив R = [P ]νn×µm

0,0 , R′ = [P ]
(ν+1)n−1×(µ+1)m−1
0,0 .

Лемма 3. Для массива R′ выполнены соотношения

R′ ∈ U ′((ν + 1)n− 1, (µ + 1)m− 1, n,m), L(R′) = O(nm).

Доказательство. Покажем, что произвольное апериодическое ок-
но размера n ×m в массиве R′ однозначно декодируется, отсюда будет
следовать принадлежность R′ ∈ U ′((ν + 1)n − 1, (µ + 1)m− 1, n,m).

Пусть задано произвольное апериодическое окно B в массиве R′. По
лемме 1 в этом окне имеется единственный маркерный элемент. Если он
расположен в правом нижнем углу окна, то окно B совпадает с одним
из канонических окон. Отметим, что в силу определения массива R′ каж-
дое из канонических окон встречается в нём целиком ровно один раз:
как видно из формулы (7), канонические окна Qµ, Q2µ, Q3µ, . . . имеют
фрагменты, которые входят дважды, однако если апериодическое ок-
но B в массиве R′ в точности совпало с некоторым каноническим, то
его положение определяется однозначно. Для его нахождения достаточ-
но вычислить значение ξ для окна B по формуле (5). Строка и столбец,
в которых находится левый верхний элемент окна B, выражаются че-
рез ξ как n

⌊ ξ
µ

⌋
и m(ξ mod µ).

Пусть окно B не совпадает ни с одним из канонических. Тогда, как
следует из леммы 1, в нём имеется единственный маркерный элемент
и его положение в окне B позволяет понять, насколько окно B смещено
относительно границ канонических окон (см. (8)). При этом, поскольку
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окно B не совпадает ни с одним из канонических, в него будут попадать
некоторые части из не более чем четырёх канонических окон (не ограни-
чивая общности, можно считать, что в рассматриваемом окне имеются
фрагменты в точности четырёх канонических окон, при этом некоторые
из фрагментов могут быть пустыми). Как изображено ниже, окно со-
ставлено из фрагментов канонических окон с номерами ξ, ξ + 1, ξ + µ,
ξ + µ+ 1 для некоторого значения ξ.

ξ + µ

ξ ξ + 1

ξ + µ+ 1

(9)

Если рассмотреть запись каждого из четырёх чисел ξ, ξ + 1, ξ + µ,
ξ+µ+1 в d-ичной системе счисления, то каждое из них будет содержать
nm разрядов и для каждого номера l = 0, . . . , nm − 1 в окне B будет
содержаться l-й разряд какого-то из этих четырёх чисел (с точностью
до того, что для (nm−1)-го разряда надо из соответствующего элемента
в окне B вычесть d). Полагая r = nm и d′ = c− d, s = 4, ζ1 = 0, ζ2 = 1,
ζ3 = µ, ζ4 = µ+ 1, мы попадаем в условия леммы 2, из которой следует,
что по содержимому окна B число ξ определяется однозначно.

Зная ξ, а также смещение окна B относительно канонического ок-
на Qξ, легко установить положение верхнего левого элемента окна B
в массиве R′. Тем самым установлена однозначность декодирования.

Оценка L(R′) = O(nm) легко вытекает из замечаний 1 и 2, а также
приведённых выше рассуждений о способе декодирования окна. Лемма 3
доказана.

Процедуру декодирования, лежащую в основе доказательства лем-
мы 3, можно представить в виде следующего алгоритма на псевдокоде.

procedure Decode(B,n,m, c, d, µ)
i← 0, j ← 0
while B(i, j) < d do

j ← j + 1
if j = m then i← i+ 1, j ← 0 end if

end while
x← j, y ← i ⊲ Маркер найден, ищем номер канонического окна ξ
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ξ ← 0, η0 ← 0, η1 ← 0, ηµ ← 0, ηµ+1 ← 0, l ← 0, e← 1
for i← 0, . . . , n − 1 do

for j ← 0, . . . ,m− 1 do
ς ← µ+ 1 ⊲ Меняем ς так, чтобы ξ + ς было номером
if j + 1 + x > m then ς ← ς − 1 end if ⊲ канонического
if i+ 1 + y > n then ς ← ς − µ end if ⊲ окна l-го разряда.
ςl ← ⌊ς/e⌋ mod d ⊲ l-й разряд числа ς
α← B(i+ 1 + y mod n, j + 1 + x mod m) mod d
if i = n− 1, j = m− 1 then d← c− d end if
ξl ← (α− ςl − ης) mod d, ξ ← ξ + e · ξl ⊲ Вычислен l-й разряд
for ς ∈ {1, µ, µ + 1} do ⊲ Обновление переносов

ης ← ⌊(ξl + ης + ⌊ς/e⌋ mod d)/d⌋
end for
l ← l + 1, e← e · d ⊲ l — номер следующего разряда, e = dl

end for
end for
x← m(ξ mod µ) + (m− 1− x), y ← n(⌊ξ/µ⌋) + (n− 1− y)

end procedure ⊲ В x и y координаты верхнего левого угла окна B

Из алгоритма видно, что требуется не более двух обращений к зна-
чению каждого из элементов B(i, j) массива B и помимо памяти под
собственно массив B требуется лишь ограниченный (не зависящий от N,
M, n, m) объём памяти под все вспомогательные переменные.

С прикладной точки зрения именно случай апериодических окон пред-
ставляется наиболее интересным, однако для полноты картины покажем,
что массив P может служить основой для построения массива с уни-
кальностью произвольных окон. Для массива R принадлежность к мно-
жеству U(νn, µm, n,m) достаточно просто доказать, если между пара-
метрами n, m, c, d, ν, µ имеются дополнительные соотношения.

Лемма 4. Пусть существует такое h ∈ N, что выполнены соотно-

шения dh = µ и (c − d)dnm−h−1 = ν. Тогда для массива R выполнено

R ∈ U(νn, µm, n,m) и L(R) = O(nm).

Доказательство. Как и в лемме 3, покажем, что произвольное ок-
но B в массиве R однозначно декодируется за O(nm) операций: из этого
сразу же будет следовать уникальность окон. Процедура декодирования
окон во многом похожа на соответствующую процедуру из леммы 3, од-
нако окна, не являющиеся апериодическими, фактически берутся в под-

массивах вида

[
Qiµ+µ−1 Qiµ

Q(i+1)µ+µ−1 Q(i+1)µ

]
, где расположение канонических

окон не соответствует представлению (9) и их декодирование не может
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осуществляться описанным ранее образом. Вместе с тем условия dh = µ
и (c − d)dnm−h−1 = ν позволяют предложить для элементов канониче-
ских окон дополнительную интерпретацию, помогающую декодировать
произвольные (а не только апериодические) окна.

С каноническим окном Qξ можно связать два числа: x = ξ mod µ
и y = ⌊ξ/µ⌋. Фактически это номера столбца и строки, в которых сто-
ит Qξ в представлении (7). Несложно заметить, что младшие h разрядов
в каноническом окне являются записью числа x, а старшие nm− h раз-
рядов — записью числа y в d-ичной системе счисления.

Тогда в смежных канонических окнах будут записаны разряды d-ич-
ной записи чисел x, (x + 1) mod µ, y, (y + 1) mod ν, часть из которых
попадёт в произвольное окно, как изображено ниже: штриховой лини-
ей показаны границы канонических окон и их фрагментов, сплошной —
границы произвольного окна.

x x+ 1

y y

x x+ 1

y + 1 y + 1

Рассматривая произвольное окно размера n×m в массиве R, можем
применить лемму 2 к двум h-разрядным числам x и x + 1 в d-ичной
системе счисления с d′ = d, а затем ещё раз применить лемму 2 к двум
(nm− h)-разрядным числам y и y + 1 в d-ичной системе счисления для
d′ = c − d. Таким образом, значения x и y, а значит, и положение окна,
определены однозначно. Несложно видеть, что для декодирования вновь
потребуется O(nm) операций. В силу однозначности декодирования R ∈
U(νn, µm, n,m). Лемма 4 доказана.

4. Массивы, оптимальные по порядку C(A)

Покажем, что предложенная выше конструкция субдебрёйновых мас-
сивов позволяет в зависимости от параметров N, M, n, m строить мас-
сивы A с уникальностью апериодических окон, у которых количество
используемых цветов C(A) при фиксированном значении nm и стремле-
нии N,M →∞ по порядку совпадает с нижней оценкой величины C(A).
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Пусть далее w = nm фиксировано. Для заданных N и M положим
ν =

⌊
N
n

⌋
, µ =

⌊
M
m

⌋
. Кроме того, пусть d′ =

⌈
1

w−1(νµ(w − 1))
1
w

⌉
, c = wd′

и d = c− d′.
Неравенство d > c/2 равносильно d′ 6 c/2, т. е. 2d′ 6 c, которое

в силу c = wd′ очевидно выполнено для w > 2 (тем самым предлагаемая
конструкция не может быть использована для массивов с окном 1 × 1,
однако для такого окна массивы строятся тривиально).

По выбранным так параметрам n, m, c, d, ν, µ построим массив P ,
удовлетворяющий соотношениям (6). Такое построение возможно, если
выполнено неравенство νµ 6 σ = (c− d)dnm−1. Проверим, что это нера-
венство действительно выполняется:

σ = (c− d)dnm−1 = d′(c− d′)w−1 = d′(wd′ − d′)w−1

= d′w(w − 1)w−1 = (w − 1)w−1

⌈
1

w − 1
(νµ(w − 1))

1
w

⌉w

> (w − 1)w−1

(
1

w − 1
(νµ(w − 1))

1
w

)w

=
(w − 1)w−1

(w − 1)w
νµ(w − 1) = νµ.

В силу выбора значений ν и µ очевидно выполнено N < (ν + 1)n

и M < (µ + 1)m, поэтому массив R′ = [P ]N×M
0,0 размера N ×M будет

субдебрёйновым с окном n ×m. Очевидно, что C(R′) = c, поэтому для
CU ′(N,M,n,m) имеет место следующая оценка:

CU ′(N,M,n,m) 6 c = wd′ = w

⌈
1

w − 1
(νµ(w − 1))

1
w

⌉

= nm

⌈
1

nm− 1

(⌊
N

n

⌋⌊
M

m

⌋
(nm− 1)

) 1
nm
⌉
.

Покажем, что эта верхняя оценка при фиксированных n,m и растущих
значениях N,M по порядку совпадает с нижней оценкой, приведённой
в (4). Рассмотрим отношение верхней оценки к нижней при фиксиро-
ванных n,m и N,M → ∞ (символом ∼ обозначаем асимптотическое
равенство):

nm
⌈

1
nm−1

(⌊
N
n

⌋ ⌊
M
m

⌋
(nm− 1)

) 1
nm
⌉

((N − n+ 1)(M −m+ 1))
1

nm

∼
nm

nm−1

(
NM
nm (nm− 1)

) 1
nm

(NM)
1

nm

=
nm

nm− 1

(
nm− 1

nm

) 1
nm

=

(
nm− 1

nm

) 1
nm

−1

=

(
1− 1

nm

) 1
nm

−1

.
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Таким образом, для каждого фиксированного w = nm отношение верх-
ней оценки величины CU ′(N,M,n,m) к её нижней оценке асимптотиче-

ски равно
(
1− 1

w

) 1
w
−1

. Отметим, что эта величина монотонно убывает к 1
с ростом w, и при всех натуральных w > 2 она оценивается сверху своим

значением при w = 2, т. е. имеет место неравенство
(
1− 1

w

) 1
w
−1

6
√
2.

Итак, установлено асимптотическое (при N,M →∞) неравенство

CU ′(N,M,n,m) .

(
1− 1

nm

) 1
nm

−1

((N − n+ 1)(M −m+ 1))
1

nm .

В силу уже использовавшегося выше асимптотического равенства

(N − n+ 1)(M −m+ 1)
1

nm ∼ (NM)
1

nm

доказана

Теорема 1. При фиксированных n, m и N,M → ∞ имеет место

соотношение

(NM)
1

nm . CU ′(N,M,n,m) .

(
1− 1

nm

) 1
nm

−1

(NM)
1

nm

и, как следствие, CU ′(N,M,n,m) = O((NM)
1

nm ).

Выбор параметров при доказательстве теоремы фактически даёт спо-
соб построения легко декодируемого субдебрёйнова массива при задан-
ных величинах N, M, n, m: по ним следует вычислить ν и µ, затем
значение d′, а по нему — значения c и d, которые затем использовать
для построения канонического массива. Из доказанной теоремы следует,
что при таком построении для достаточно больших массивов количество
используемых цветов не более чем в

√
2 раз превышает минимально воз-

можное значение. При этом для декодирования окна размера n×m в по-
строенном массиве потребуется лишь O(nm) операций. Таким образом
доказана

Теорема 2. Для любых допустимых значений N,M,n,m найдётся

такой массив R′(N,M,n,m) ∈ U ′(N,M,n,m), что выполнено равенство

L(R′(N,M,n,m)) = O(nm),

а кроме того при фиксированных n,m и N,M →∞

C(R′(N,M,n,m)) = O(CU ′(N,M,n,m)).
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5. Заключение

Полученные результаты имеют очевидную практическую значимость:
предложенные алгоритмы построения и декодирования субдебрёйновых
массивов могут непосредственно использоваться в прикладных задачах,
например, для позиционирования мобильных роботов в специально под-
готовленной среде. С теоретической точки зрения представляет несо-
мненный интерес вопрос о том, как связаны между собой количество ис-
пользуемых цветов и сложность декодирования, в частности, возможно
ли декодирование с линейной сложностью при оптимальном числе ис-
пользуемых цветов? Исследование этой зависимости может стать пред-
метом дальнейших исследований.

А. Д. Яшунский выражает благодарность В. Д. Яшунскому, который
привлёк внимание автора к задаче построения дебрёйновых массивов.
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ON A CONSTRUCTION OF EASILY DECODABLE
SUB-DE BRUIJN ARRAYS
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Abstract. We consider a two-dimensional generalization of de Bruijn
sequences; i.e., integer-valued arrays whose all fragments of a fixed size
(windows) are different. For these arrays, dubbed sub-de Bruijn, we
consider the complexity of decoding; i.e., the determination of a position
of a window with given content in an array. We propose a construction
of arrays of arbitrary size with arbitrary windows where the number of
different elements in the array is of an optimal order and the complexity
of decoding a window is linear. Bibliogr. 16.
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