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Аннотация. Рассмотрены некоторые адаптивные алгоритмы зер-
кального спуска для задач минимизации выпуклого целевого функ-
ционала при наличии нескольких выпуклых липшицевых (вообще
говоря, негладких) функциональных ограничений. Показано, что
методы применимы к целевым функционалам различного уровня
гладкости: выполнено условие Липшица либо для самого функци-
онала, либо для его градиента или гессиана (при этом функционал
может не удовлетворять свойству Липшица). Главная идея — адап-
тивная настройка метода на константу Липшица целевого функци-
онала (градиента либо гессиана), а также ограничения. При этом
рассмотрено два типа методов: адаптивный (не требует знания кон-
стант Липшица ни для целевого функционала, ни для ограничения)
и частично адаптивный (требует знания константы Липшица для
ограничения). С использованием техники рестартов (перезапусков)
методов для задач выпуклой оптимизации предложены методы для
задач сильно выпуклой минимизации. Получены оценки скорости
сходимости всех рассматриваемых алгоритмов в зависимости от
уровня гладкости целевого функционала. Приводятся численные
эксперименты, иллюстрирующие для некоторых примеров преиму-
щества предложенных методов. Табл. 3, библиогр. 22.
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Введение

Задачи минимизации выпуклых гладких и негладких функционалов c
ограничениями возникают во многих проблемах современной large-scale
оптимизации и её приложениях [1, 2]. Для таких задач известно множе-
ство методов, среди которых можно выделить метод уровней [3] и ме-
тод штрафных функций [4–6]. Метод зеркального спуска (МЗС) [7–9]
восходит к обычному градиентному спуску и вполне может считаться
достаточно простым методом для задач негладкой выпуклой оптимиза-
ции. Предлагаемая работа посвящена некоторым адаптивным методам
зеркального спуска для задач выпуклого программирования с липшице-
выми функционалами ограничений.

Отметим, что функционалы ограничений, вообще говоря, могут быть
негладкими (недифференцируемыми) и поэтому естественно рассматри-
вать субградиентные методы. Методы с использованием субградиентов
негладких выпуклых функций активно разрабатываются уже несколько
десятилетий. Эти исследования восходят к известным пионерским рабо-
там, одна из которых посвящена градиентному методу для безусловных
задач при евклидовом расстоянии [10], а другая — его обобщению для за-
дач с ограничениями [11]. В работе [11] предложена идея переключения
шагов между направлением субградиента целевого функционала и на-
правлением субградиента ограничения. Обобщение метода градиентного
спуска для задач с неевклидовым расстоянием называют методом зер-

кального спуска. Этот метод был предложен в [8, 9] для задач без огра-
ничений (см. также [7]). Зеркальный спуск для задач с функциональны-
ми ограничениями был предложен в [9] (см. также [12]). При этом, как
правило, для нахождения величины шага и критерия остановки для зер-
кального спуска необходимо знать величину константы Липшица целе-
вого функционала, а также функционала ограничения. Известны также
методы с адаптивным выбором шага, рассмотренные в [13] для задач
без ограничений, а в [12] — для задач с ограничениями. Недавно в [14]
были предложены оптимальные с точки зрения нижних оракульных оце-
нок алгоритмы зеркального спуска для задач выпуклого программиро-
вания с липшицевыми функционалами ограничений с адаптивным выбо-
ром шага, а также адаптивными критериями остановки. Модификации
этих методов для задач в случае нескольких выпуклых функциональных
ограничений были проанализированы в [15,16].

В настоящей статье представлены некоторые алгоритмы зеркального
спуска для задач минимизации выпуклого функционала f на некотором
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выпуклом замкнутом множестве с ограничением, порождённым выпук-
лым, липшицевым и негладким функционалом g(x) 6 0. Важно, что по-
лучены оценки скорости сходимости методов для целевых функционалов
различного уровня гладкости. В частности, целевой функционал f может
не удовлетворять свойству Липшица, но иметь липшицев градиент. На-
пример, квадратичные функционалы не удовлетворяют обычному свой-
ству Липшица (или константа Липшица достаточно большая), но имеют
липшицев градиент. Можно рассматривать и негладкие выпуклые функ-
ции, равные максимуму конечного набора дифференцируемых функци-
оналов с липшицевым градиентом. Например, пусть Ai (i ∈ 1,m) — по-
ложительно полуопределённые матрицы (xTAix > 0 для всякого x ∈ X,
где X — область определения задачи) и целевой функционал имеет вид

f(x) = max
i=1,m

fi(x), (1)

где

fi(x) =
1

2
〈Aix, x〉 − 〈bi, x〉+ ci, i = 1,m, (2)

для некоторых фиксированных bi ∈ R
n и ci ∈ R, для всех i = 1,m. Отме-

тим, что функционалы вида (1)–(2) возникают в задачах проектирования
механических конструкций Truss Topology Design со взвешенными балка-
ми [17]. Для задач минимизации функционалов такого типа при наличии
выпуклых липшицевых ограничений в [14,15,18] на базе методики работ
Ю. Е. Нестерова [3, 17] были предложены некоторые новые адаптивные
алгоритмы зеркального спуска, а также обоснована их оптимальность.
Часть этих результатов опубликована в [18]. Настоящая статья посвя-
щена изложению основных результатов доклада [18], а также развитию
результатов [14, 15, 18] в следующих направлениях.

Во-первых, доказывается оптимальность с точки зрения нижних ора-
кульных оценок предложенных методов в [14, 15, 18] для задач с выпук-
лым липшицевым целевым функционалом, а также для задач с липши-
цевым гессианом при наличии выпуклых липшицевых ограничений.

Во-вторых, на базе техники рестартов (перезапусков) методов из [14,
18] (для выпуклых задач) предложены новые алгоритмы зеркального
спуска аналогично для задач минимизации µ-сильно выпуклого функци-
онала f с неположительным, µ-сильно выпуклым и липшицевым неглад-
ким функционалом ограничения g. Заметим, что техника рестартов (пе-
резапусков) метода для выпуклых задач с целью ускорения сходимости
для сильно выпуклых задач восходит к 1980-м гг. (см. [9, 19]). Техника
такого типа была использована в [20] для обоснования более высокой
скорости сходимости метода зеркального спуска для сильно выпуклого
целевого функционала в задачах без ограничений.
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В-третьих, мы приводим ряд численных экспериментов, иллюстриру-
ющих преимущества предложенных нами методов перед их аналогами.
В частности, показано, что для задачи Ферма — Торричелли — Штейнера
(целевой функционал удовлетворяет условию Липшица с константой 1)
при наличии квадратичных ограничений предлагаемый нами метод мо-
жет работать существенно быстрее, чем аналогичный адаптивный метод,
также оптимальный с точки зрения нижних оракульных оценок на клас-
се задач с липшицевым целевым функционалом [14, п. 3.1]. Приведены
расчёты, иллюстрирующие некоторые преимущества предлагаемых на-
ми методов для сильно выпуклых задач.

Статья состоит из введения и четырёх основных разделов. В разд. 1
приводим некоторые вспомогательных сведения, основные понятия для
метода зеркального спуска, а также описываем адаптивный алгоритм 1
зеркального спуска из [14, п. 3.3] и частично адаптивный алгоритм 2 [18].
В разд. 2 рассматриваем новые утверждения об оценках скорости сходи-
мости данных методов и обосновываем их оптимальность на рассматри-
ваемом классе задач при различных допущениях на уровень гладкости
целевого функционала. Разд. 3 посвящён методам для задач минимиза-
ции сильно выпуклых функций с рестартами алгоритмов 1 (алгоритм 3)
и 2 (алгоритм 4), а также соответствующим теоретическим оценкам ско-
рости сходимости. В разд. 4 приводим и обсуждаем результаты некото-
рых численных экспериментов, иллюстрирующих определённые преиму-
щества предлагаемых нами методов.

1. Адаптивный и частично адаптивный алгоритм
зеркального спуска для задач с выпуклыми функционалами

Начнём с постановки рассматриваемых задач оптимизации и приве-
дём необходимые понятия и результаты. Пусть (E, ‖ · ‖) — конечномер-
ное нормированное векторное пространство и E∗ — сопряжённое к E
пространство со стандартной нормой

‖y‖∗ = max
x
{〈y, x〉, ‖x‖ 6 1},

где 〈y, x〉 — значение линейного непрерывного функционала y в точке
x ∈ E.

Всюду далее будем считать, что X ⊂ E есть замкнутое выпуклое мно-
жество. Рассмотрим два выпуклых субдифференцируемых функционала
f, g : X → R. Предположим, что функционал g удовлетворяет условию
Липшица относительно нормы ‖ · ‖, т. е. существует Mg > 0 такое, что

|g(x)− g(y)| 6Mg‖x− y‖ (3)

для всех x, y ∈ X. Это означает, что в любой точке x ∈ X существует
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субградиент ∇g(x), причём ‖∇g(x)‖∗ 6Mg. Напомним, что для диффе-
ренцируемого функционала g субградиент ∇g(x) совпадает с обычным
градиентом.

В настоящей работе будем рассматривать следующий тип задач оп-
тимизации:

f(x)→ min, x ∈ X, (4)

g(x) 6 0, (5)

если f и g удовлетворяют упомянутым условиям. Сделаем предположе-
ние о разрешимости задачи (4)–(5). Обозначим через x∗ точное реше-
ние задачи (4)–(5). Наша цель — предложить метод, который позволяет
за конечное число шагов найти ε-решение x̂ ∈ X поставленной задачи:

f(x̂)− f(x∗) 6 ε при g(x̂) 6 ε.

Всюду далее предполагаем, что начальное приближение x0 для всех ме-
тодов выбирается так, что d(x0) = min

x∈X
d(x).

Отметим, что часть результатов работы (разд. 3) посвящена постанов-
ке задачи для µ-сильно выпуклых субдифференцируемых функционалов
f, g : X → R, т. е. для произвольных x, y ∈ X имеет место неравенство

f(y) > f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ µ

2
‖y − x‖2 (6)

и такое же неравенство верно для g (с тем же параметром сильной вы-
пуклости µ).

Для дальнейших рассуждений потребуются вспомогательные поня-
тия (см., например, [13]). Введём так называемую прокс-функцию d :
X → R, обладающую свойством непрерывной дифференцируемости
и 1-сильной выпуклости относительно нормы ‖ · ‖. Пусть существует
такая константа Θ0 > 0, что d(x∗) 6 Θ2

0. Отметим, что если имеется
множество решений X∗, то предполагаем, что для константы Θ0

min
x∗∈X∗

d(x∗) 6 Θ2
0.

Для произвольных x, y ∈ X рассмотрим соответствующую дивергенцию
Брэгмана:

V (x, y) = d(y) − d(x) − 〈∇d(x), y − x〉.
В зависимости от постановки конкретной задачи возможны различ-

ные подходы к определению прокс-структуры задачи и соответствующей
дивергенции Брэгмана: евклидова, энтропийная и многие другие (см.,
например, [13]). Стандартно определим оператор проектирования:

Mirrx(p) = argmin
u∈X

{
〈p, u〉+ V (x, u)

}
для каждого x ∈ X и p ∈ E∗.

Сделаем предположение о том, что оператор Mirrx(p) легко вычислим.



Адаптивные алгоритмы зеркального спуска 93

Напомним одно известное утверждение (см., например, [13]).

Лемма 1. Пусть f : X → R — выпуклый субдифференцируемый

функционал на выпуклом множестве X и z = Mirry(h∇f(y)) для неко-

торого y ∈ X. Тогда для произвольных x ∈ X и h > 0 справедливо

неравенство

h〈∇f(y), y − x〉 6 h2

2
‖∇f(y)‖2∗ + V (y, x)− V (z, x). (7)

Перейдём к описанию рассматриваемых методов [14, 18] для задачи
(4)–(5). Отметим, что необходимо найти подходящую точку x̂, для ко-
торой f(x̂) − f(x∗) 6 ε (или C · ε для некоторой константы C > 0) при
условии g(x) 6 ε.

Как видно из листингов алгоритмов, приведённых в данном разделе,
эта точка выбирается среди точек xk, для которых g(xk) 6 ε. Поэто-
му будем называть продуктивными шаги, для которых g(xk) 6 ε. Если
выполнено обратное неравенство g(xk) > ε, то такой шаг k будем на-
зывать непродуктивным. Напомним следующий алгоритм адаптивного
зеркального спуска для задачи (4)–(5) из [14, п. 3.3].

Алгоритм 1 (адаптивный зеркальный спуск)

Вход: точность ε > 0; начальная точка x0; Θ0; X; d(·).
Выход: x̄N := arg min

xk, k∈I
f(xk).

1: I := ∅

2: N ← 0
3: repeat
4: if g(xN ) 6 ε then
5: hN ← ε

‖∇f(xN )‖∗
6: xN+1 ← MirrxN (hN∇f(xN )) ⊲ «продуктивные шаги»
7: N → I
8: else
9: (g(xN ) > ε)→

10: hN ← ε
‖∇g(xN )‖2∗

11: xN+1 ← MirrxN (hN∇g(xN )) ⊲ «непродуктивные шаги»
12: end if
13: N ← N + 1

14: until Θ2
0 6

ε2

2

(
|I|+ ∑

k 6∈I
1

‖∇g(xk)‖2∗

)
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Аналогично [3] введём для целевого функционала f в точке y ∈ X
следующую вспомогательную величину:

vf (x, y) =

{〈
∇f(x)

‖∇f(x)‖∗ , x− y
〉
, ∇f(x) 6= 0,

0, ∇f(x) = 0,
x ∈ X. (8)

Допускаем, что в ходе работы метода можно использовать произволь-
ный субградиент ∇f(x).

Для оценки скорости сходимости алгоритма 1 в [14] получена

Теорема 1. Пусть верно неравенство (3) и известна константа Θ0 > 0
такая, что d(x∗) 6 Θ2

0. Если ε > 0 — фиксированное число, то алгоритм 1
работает не более чем

N =

°
2max

{
1,M2

g

}
Θ2

0

ε2

§
(9)

итераций, причём после его остановки справедливо неравенство

min
k∈I

vf (x
k, x∗) < ε. (10)

Можно предложить частично адаптивный алгоритм для задачи (4)–
(5) [18]. Его отличие от алгоритма 1 в том, что адаптивно выбирается шаг
лишь на продуктивных итерациях и критерий остановки неадаптивен.

Алгоритм 2 (частично адаптивная версия алгоритма 1)

Вход: точность ε > 0; начальная точка x0; Θ0; X; d(·).
Выход: x̄N := arg min

xk,k∈I
f(xk).

1: x0 = argmin
x∈X

d(x)

2: I := ∅

3: N ← 0
4: repeat
5: if g(xN ) 6 ε then
6: hN ← ε

Mg·‖∇f(xN )‖∗
7: xN+1 ← MirrxN (hN∇f(xN )) ⊲ «продуктивные шаги»
8: N → I
9: else

10: (g(xN ) > ε)→
11: hN ← ε

M2
g

12: xN+1 ← MirrxN (hN∇g(xN )) ⊲ «непродуктивные шаги»
13: end if
14: N ← N + 1

15: until N >
⌈
2M2

gΘ
2
0

ε2

⌉
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Справедлив следующий аналог теоремы 1 (см. также [18]).

Теорема 2. Пусть ε > 0 — фиксированное число и алгоритм 2 рабо-

тает

N =

°
2M2

gΘ
2
0

ε2

§
(11)

итераций. Тогда

min
k∈I

vf (x
k, x∗) <

ε

Mg
. (12)

Замечание 1. Поясним ситуацию, когда частично адаптивная вер-
сия алгоритма может оказаться более выгодной, чем адаптивная. На-
пример, пусть имеется ситуация, когда нет возможности точного нахож-
дения (суб)градиента и тем самым его нормы ограничения ‖∇g(xk)‖∗
для одного или нескольких непродуктивных шагов, а известно лишь его
некоторое приближение по норме: ‖∇g(xk)‖∗ = αk±δk, где δk — точность
приближения. По лемме 1 на всяком непродуктивном шаге xk верно нера-
венство

hk(g(x
k)− g(x∗)) 6

h2k
2
‖∇g(xk)‖2∗ + V (xk, x∗)− V (xk+1, x∗). (13)

Если αk = 0 или αk → 0, то не можем использовать неравенство (13) для

hk =
ε

‖∇g(xk)‖2∗
,

поскольку это может привести к большой погрешности. В таком случае
неадаптивный выбор шага

hk =
ε

M2
g

в алгоритме 2 — более подходящий вариант для решения задачи (4)–(5).

2. Оценки скорости сходимости рассмотренных методов
и их оптимальность

Рассмотрим конкретные оценки скорости сходимости рассмотренных
методов, которые обосновывают их оптимальность с точки зрения теории
оракульных оценок, восходящей к известной монографии А. С. Немиров-
ского и Д. Б. Юдина [13]. Функционалы ограничений предполагаются
липшицевыми и, вообще говоря, негладкими. Поэтому для установления
оптимальности метода с точки зрения нижних оракульных оценок нужно
показать [13], что для достижения требуемой точности ε решения зада-
чи (4)–(5) достаточно O

(
1
ε2

)
итераций метода, в результате выполнения

которых происходит вычисление (суб)градиента целевого функционала
или ограничения. При этом в работе рассмотрены различные классы це-
левых функционалов. Будем использовать следующее вспомогательное
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утверждение (см., например, [3, 17]). По-прежнему, через x∗ обозначаем
решение задачи (4)–(5).

Лемма 2. Введём функцию

ω(τ) = max
x∈X
{f(x)− f(x∗) | ‖x− x∗‖ 6 τ}, (14)

где τ положительное число. Тогда для всякого y ∈ X имеем

f(y)− f(x∗) 6 ω(vf (y, x∗)). (15)

На базе леммы 2 в [18] показано, как с использованием теоремы 2 мож-
но оценить скорость сходимости алгоритма 2, если целевой функционал f
дифференцируем и его градиент удовлетворяет условию Липшица:

‖∇f(x)−∇f(y)‖∗ 6 L‖x− y‖ ∀x, y ∈ X. (16)

Тогда для произвольного x ∈ X верно неравенство [3]

f(x) 6 f(x∗) + ‖∇f(x∗)‖∗‖x− x∗‖+
1

2
L‖x− x∗‖2,

откуда

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 min
k∈I

ß
‖∇f(x∗)‖∗‖xk − x∗‖+

1

2
L‖xk − x∗‖2

™
,

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 ‖∇f(x∗)‖∗
ε

Mg
+
L

2

ε2

M2
g

.

Последнее неравенство позволяет сформулировать [18] для некоторо-
го класса, вообще говоря, негладких целевых функционалов

Следствие 1. Предположим, что f(x) = max
i=1,m

fi(x), где fi диффе-

ренцируемы в каждой точке x ∈ X и

‖∇fi(x)−∇fi(y)‖∗ 6 Li‖x− y‖ ∀x, y ∈ X.
Тогда после

N =

°
2M2

gΘ
2
0

ε2

§

шагов работы алгоритма 2 будет выполнена следующая оценка:

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 ‖∇f(x∗)‖∗
ε

Mg
+
L

2

ε2

M2
g

,

где L = max
i=1,m

Li.

Замечание 2. Мы рассматриваем условные задачи, поэтому совсем
не обязательно, что ‖∇f(x∗)‖∗ = 0.
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Опишем оценки скорости сходимости алгоритмов 1 и 2 для классов
целевых функционалов, не рассмотренных в [18].

Замечание 3. Пусть целевой функционал f : X → R удовлетворяет
условию Липшица:

|f(x)− f(y)| 6Mf‖x− y‖ ∀x, y ∈ X. (17)

Тогда для произвольного x ∈ X верно неравенство

f(x) 6 f(x∗) +Mf‖x− x∗‖,
откуда

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 min
k∈I

Mf{‖xk − x∗‖}.
Поэтому имеет место

Следствие 2. Пусть f удовлетворяет условию Липшица (17) на X.

Тогда

1) после

N =

°
2max

{
1,M2

g

}
Θ2

0

ε2

§

шагов работы алгоритма 1 будет верно неравенство

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6Mfε;

2) после

N =

°
2M2

gΘ
2
0

ε2

§

шагов работы алгоритма 2 будет справедлива оценка

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6
Mf

Mg
ε.

Замечание 4. Пусть целевой функционал f : X → R дважды диффе-
ренцируем на X и имеет липшицев гессиан, т. е. справедливо неравенство

‖∇2f(x)−∇2f(y)‖∗ 6 L‖x− y‖ ∀x, y ∈ X. (18)

В таком случае для всякого x ∈ X верно следующее неравенство (см. [3,
лемма 1.2.4]):
∣∣∣∣f(x)− f(x∗)− 〈∇f(x∗), x− x∗〉 −

1

2
〈∇2f(x∗)(x− x∗), x− x∗〉

∣∣∣∣

6
L

6
‖x− x∗‖3,

откуда

f(x) 6 f(x∗)+‖∇f(x∗)‖·‖x−x∗‖+
1

2
‖∇2f(x∗)(x−x∗)‖·‖x−x∗‖+

L

6
‖x−x∗‖3.
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Поэтому для произвольного x ∈ X

f(x) 6 f(x∗)+‖∇f(x∗)‖·‖x−x∗‖+
1

2
‖∇2f(x∗)‖Fro ·‖x−x∗‖2+

L

6
‖x−x∗‖3,

где ‖A‖Fro = tr(ATA) — норма Фробениуса матрицы A ∈ R
m×n. Тогда

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 min
k∈I

ß
‖∇f(x∗)‖ · ‖xk − x∗‖

+
1

2
‖∇2f(x∗)‖Fro · ‖xk − x∗‖2 +

L

6
‖xk − x∗‖3

™
.

Комбинируя утверждения теоремы 1 и леммы 2, получаем

f(x)− f(x∗) 6 ‖∇f(x∗)‖∗ · ε+
1

2
‖∇2f(x∗)‖Fro · ε2 +

L

6
ε3,

и аналогично — из теоремы 2

f(x)− f(x∗) 6 ‖∇f(x∗)‖∗ ·
ε

Mg
+

1

2
‖∇2f(x∗)‖Fro ·

ε2

M2
g

+
L

6

ε3

M3
g

.

Поэтому справедливо

Следствие 3. Пусть f дважды дифференцируем на X и имеет лип-

шицев гессиан, т. е. верно (18). Тогда

1) после

N =

°
2max

{
1,M2

g

}
Θ2

0

ε2

§

шагов работы алгоритма 1 будет выполнено неравенство

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 ‖∇f(x∗)‖∗ · ε+
1

2
‖∇2f(x∗)‖Fro · ε2 +

L

6
ε3;

2) после

N =

°
2M2

gΘ
2
0

ε2

§

шагов работы алгоритма 2 будет верно неравенство

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 ‖∇f(x∗)‖∗ ·
ε

Mg
+

1

2
‖∇2f(x∗)‖Fro ·

ε2

M2
g

+
L

6

ε3

M3
g

.

Аналогичные оценки можно выписать и для некоторого класса задач
с негладкими целевыми функционалами.

Следствие 4. Предположим, что f(x) = max
i=1,m

fi(x), где fi дважды

дифференцируемы в каждой точке x ∈ X и

‖∇2f(x)−∇2f(y)‖∗ 6 Li‖x− y‖ ∀x, y ∈ X.



Адаптивные алгоритмы зеркального спуска 99

Тогда

1) после

N =

°
2max

{
1,M2

g

}
Θ2

0

ε2

§

шагов работы алгоритма 1 будет справедливо неравенство

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 ‖∇f(x∗)‖∗ · ε+
1

2
‖∇2f(x∗)‖Fro · ε2 +

L

6
ε3,

где L = max
i=1,m

Li;

2) после

N =

°
2M2

gΘ
2
0

ε2

§

шагов работы алгоритма 2 будет выполнена следующая оценка:

min
k∈I

f(xk)− f(x∗) 6 ‖∇f(x∗)‖∗ ·
ε

Mg
+

1

2
‖∇2f(x∗)‖Fro ·

ε2

M2
g

+
L

6

ε3

M3
g

,

где L = max
i=1,m

Li.

3. Об ускорении рассматриваемых методов зеркального спуска
для сильно выпуклых задач

В этом разделе рассмотрим задачу

f(x)→ min, g(x) 6 0, x ∈ X, (19)

в предположениях (3), а также сильной выпуклости f и g с одинако-
вым параметром µ > 0. Слегка модифицируем предположения на прокс-
функцию и допустим, что d(x) ограничена на единичном шаре относи-
тельно выбранной нормы ‖ · ‖:

d(x) 6 Θ2
0 ∀x ∈ X : ‖x‖ 6 1. (20)

Также предположим, что для начальной точки x0 ∈ X существует такое
R0 > 0, что ‖x0 − x∗‖2 6 R2

0.
Будем рассматривать методы для нахождения ε-решения x̂ постав-

ленной задачи (19):

f(x̂)− f(x∗) 6 ε, g(x̂) 6 ε.

Для построения методов решения задачи (19) при заданных предпо-
ложениях используем идею рестартов (перезапусков) алгоритмов 1 и 2.
Рассмотрим вспомогательное утверждение (см., например, [21]).
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Лемма 3. Пусть f и g — µ-сильно выпуклые функционалы относи-

тельно нормы ‖ · ‖ на X, x∗ = argmin
x∈X

f(x), g(x) 6 0 при x ∈ X и для

некоторых εf > 0 и εg > 0 верно

f(x)− f(x∗) 6 εf , g(x) 6 εg. (21)

Тогда
µ

2
‖x− x∗‖2 6 max{εf , εg}. (22)

Предположим, что f(x) = max
i=1,m

fi(x), где fi дифференцируемы во вся-

кой точке x ∈ X и имеют липшицев градиент, т. е. существуют Li > 0
такие, что

‖∇fi(x)−∇fi(y)‖∗ 6 Li‖x− y‖ ∀x, y ∈ X. (23)

Рассмотрим функцию τ : R+ → R
+,

τ(δ) = max

ß
δ‖∇f(x∗)‖∗ +

δ2L

2
, δ

™
, (24)

где
L := max

i=1,m
{Li}.

Ясно, что τ возрастает, τ(0) = 0, поэтому для всякого ε > 0 существует
ϕ̂(ε) > 0 такая, что τ(ϕ̂(ε)) = ε.

Предложим адаптивный алгоритм 3 для задачи (19).

Алгоритм 3 (адаптивный алгоритм зеркального спуска для сильно вы-
пуклых функционалов)

Вход: точность ε > 0; начальная точка x0; Θ0 такое, что d(x) 6 Θ2
0

∀x ∈ X : ‖x‖ 6 1; X; d(·); параметр сильной выпуклости µ; R0 удо-
влетворяет оценке ‖x0 − x∗‖2 6 R2

0.

1: Set d0(x) = d
(
x−x0
R0

)
.

2: Set p = 1.
3: repeat
4: Set R2

p = R2
0 · 2−p.

5: Set εp =
µR2

p

2 .
6: Set xp ⊲ выход алгоритма 1 с точностью ϕ̂(εp), прокс-

функцией dp−1(·) и Θ2
0

7: dp(x)← d
(
x−xp
Rp

)
.

8: Set p = p+ 1.

9: until p > log2
µR2

0
2ε
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Теорема 3. Пусть f и g — µ-сильно выпуклые наX ⊂ R
n функциона-

лы, f имеет липшицев градиент, удовлетворяющий (23), и d(x) 6 Θ2
0 для

всех x ∈ X таких, что ‖x‖ 6 1. Пусть начальное приближение x0 ∈ X и

число R0 > 0 заданы так, что ‖x0 − x∗‖2 6 R2
0. Тогда для p̂ =

⌈
log2

µR2
0

2ε

⌉

выход xp̂ есть ε-решение задачи (19), а также верно неравенство

‖xp̂ − x∗‖2 6
2ε

µ
.

При этом общее число итераций алгоритма 1 при работе алгоритма 3
не превышает

p̂+

p̂∑

p=1

2Θ2
0max

{
1,M2

g

}

ϕ̂2(εp)
, где εp =

µR2
0

2p+1
.

Доказательство. Функция dp(x) = d
(
x−xp
Rp

)
, определённая в алго-

ритме 3, является 1-сильно выпуклой функцией относительно нормы ‖·‖
Rp

при всех p > 0. Методом математической индукции можно доказать, что

‖xp − x∗‖2 6 R2
p ∀p > 0.

Для p = 0 это утверждение очевидно ввиду выбора x0 и R0. Пред-
положим, что для некоторого p верно ‖xp − x∗‖2 6 R2

p. Докажем, что
‖xp+1 − x∗‖2 6 R2

p+1. Поскольку dp(x∗) 6 Θ2
0, согласно теореме 1 на

(p + 1)-м рестарте после не более чем

Np+1 =

°
2Θ2

0max
{
1,M2

g

}

ϕ̂2(εp+1)

§

итераций алгоритма 1 для xp+1 = x̄Np+1 верны следующие неравенства:

f(xp+1)− f(x∗) 6 εp+1, g(xp+1) 6 εp+1 при εp+1 =
µR2

p+1

2
.

Тогда по лемме 3

‖xp+1 − x∗‖2 6
2εp+1

µ
= R2

p+1.

Итак, для всякого p > 0 доказано, что

‖xp − x∗‖2 6 R2
p =

R2
0

2p
, f(xp)− f(x∗) 6

µR2
0

2p+1
, g(xp) 6

µR2
0

2p+1
.

Поэтому при p = p̂ =
⌈
log2

µR2
0

2ε

⌉
выход xp есть ε-решение задачи (19)

и справедливы следующие неравенства:

‖xp − x∗‖2 6 R2
p =

R2
0

2p
6

2ε

µ
.
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Пусть K — общее число итераций алгоритма 1 при работе алгоритма 3
согласно п. 6 листинга, а Np — общее количество итераций алгоритма 1
на p-м рестарте. Вспомним, что функция τ : R+ → R

+ возрастает и для
каждого ε > 0 существует ϕ̂(ε) > 0 такая, что τ(ϕ̂(ε)) = ε. Стало быть,

K =

p̂∑

p=1

Np =

p̂∑

p=1

°
2Θ2

0 max
{
1,M2

g

}

ϕ̂2(εp)

§
6 p̂+

p̂∑

p=1

2Θ2
0 max

{
1,M2

g

}

ϕ̂2(εp)
.

Теорема 3 доказана.

Замечание 5. Предыдущую оценку числа итераций работы алгорит-
ма 1 можно несколько конкретизировать в случае ε < 1. В этом случае
при любом δ < 1 имеем τ(δ) 6 Cδ для некоторой константы C. Поэтому
можно считать, что ϕ̂(ε) = “C · ε для соответствующей константы “C > 0.
Это означает, что на (p + 1)-м рестарте алгоритма 1 после не более чем

kp+1 =

°
2Θ2

0 max
{
1,M2

g

}
R2
p

С̂2ε2p+1

§
(25)

итераций работы алгоритма 1 выход xp+1 гарантированно удовлетворяет
неравенству

f(xp+1)− f(x∗) 6 “C · εp+1, g(xp+1) 6 εp+1,

где εp+1 =
µR2

p+1

2 . Тогда по лемме 3

‖xp+1 − x∗‖2 6
2max{1, “C}εp+1

µ
= max{1, “C} ·R2

p+1.

Таким образом, для всех p > 0

‖xp − x∗‖2 6 max{1, “C} · R2
p = max{1, “C} ·R2

0 · 2−p.

В то же время для любых p > 1 верны неравенства

f(xp)− f(x∗) 6 max{1, “C} · µR
2
0

2
· 2−p, g(xp) 6 max{1, “C} · µR

2
0

2
· 2−p.

Таким образом, если p > log2
µR2

0
2ε , то xp будет (max{1, “C}ε)-решением

рассматриваемой задачи, при этом

‖xp − x∗‖2 6 max{1, “C} ·R2
0 · 2−p 6

2ε

µ
.
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Оценим общее число N итераций алгоритма 1. Пусть p̂ =
⌈
log2

µR2
0

2ε

⌉
.

Тогда согласно (25) с точностью до умножения на константу имеем

N =

p̂∑

p=1

kp 6

p̂∑

p=1

Å
1 +

2Θ2
0 max

{
1,M2

g

}
R2
p

ε2p+1

ã

=

p̂∑

p=1

Å
1 +

32Θ2
0 max

{
1,M2

g

}
2p

µ2R2
0

ã
6 p̂+

64Θ2
0 max

{
1,M2

g

}
2p̂

µ2R2
0

6 p̂+
64Θ2

0 max
{
1,M2

g

}

µε
.

Рассмотрим также частично адаптивную версию алгоритма 3 для за-
дачи (19), предложенную в [18].

Алгоритм 4 (частично адаптивный алгоритм зеркального спуска для
сильно выпуклых функционалов)

Вход: точность ε > 0; начальная точка x0; Θ0 такое, что d(x) 6 Θ2
0

∀x ∈ X : ‖x‖ 6 1; X; d(·); параметр сильно выпуклости µ; R0 удовле-
творяет оценке ‖x0 − x∗‖2 6 R2

0.

1: Set d0(x) = d
(
x−x0
R0

)

2: Set p = 1.
3: repeat
4: Set R2

p = R2
0 · 2−p.

5: Set εp =
µR2

p

2 .
6: Set xp ⊲ выход алгоритма 2 с точностью ϕ(εp), прокс-

функцией dp−1(·) и Θ2
0.

7: dp(x)← d
(
x−xp
Rp

)

8: Set p = p+ 1.

9: until p > log2
µR2

0
2ε

В условиях следствия 1 после остановки алгоритма 4 будут выпол-
няться неравенства (21) при

εf =
ε

Mg
‖∇f(x∗)‖∗ +

ε2L

2M2
g

и εg = ε. Рассмотрим функцию τ : R+ → R
+:

τ(δ) = max

ß
δ‖∇f(x∗)‖∗ +

δ2L

2
; δMg

™
.
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Ясно, что τ возрастает, τ(0) = 0, поэтому для всякого ε > 0 существует
ϕ(ε) > 0 такая, что τ(ϕ(ε)) = ε.

Теорема 4 [18]. Пусть f и g — µ-сильно выпуклые на X ⊂ R
n функ-

ционалы, удовлетворяющие условиям следствия 1, и d(x) 6 Θ2
0 для всех

x ∈ X таких, что ‖x‖ 6 1. Пусть начальное приближение x0 ∈ X и чис-

ло R0 > 0 заданы так, что ‖x0 − x∗‖2 6 R2
0. Тогда для p̂ =

⌈
log2

µR2
0

2ε

⌉

выход xp̂ есть ε-решение задачи (19) и верно неравенство

‖xp̂ − x∗‖2 6
2ε

µ
.

При этом общее число итераций алгоритма 2 при работе алгоритма 4
не превышает

p̂+

p̂∑

p=1

2Θ2
0M

2
g

ϕ2(εp)
, где εp =

µR2
0

2p+1
.

Замечание 6. Вообще говоря, ϕ(ε) зависит от ‖∇f(x∗)‖∗ и константы
Липшица L для ∇f . Если ‖∇f(x∗)‖∗ < Mg, то ϕ(ε) = ε для достаточно
небольших ε:

ε <
2(Mg − ‖∇f(x∗)‖∗)

L
.

Для другого случая (‖∇f(x∗)‖∗ > Mg) для всех ε > 0

ϕ(ε) =

√
‖∇f(x∗)‖2∗ + 2εL− ‖∇f(x∗)‖∗

L
.

Замечание 7. По аналогии с рассуждениями замечания 5 при ε < 1
с точностью до умножения на константу можно уточнить верхнюю оцен-
ку количества итераций алгоритма 5:

N = p̂+
64Θ2

0M
2
g · 2p̂

µ2R2
0

6 p̂+
64Θ2

0 ·M2
g

µε
.

Замечание 8. В силу следствий 2 и 4 при условии ε < 1 утверждения
замечаний 5 и 7 нетрудно перенести и на случаи, когда целевой функ-
ционал f удовлетворяет условию Липшица или условию Липшица для
гессиана f .

4. Численные эксперименты

4.1. Сравнение скорости работы методов для задачи Ферма —
Торричелли — Штейнера с ограничениями. Отметим, что в [14,
п. 3.1] предложен также следующий адаптивный метод, оптимальный
с точки зрения нижних оракульных оценок в случае задач с липшицевым
целевым функционалом.
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Алгоритм 5 (адаптивный зеркальный спуск (липшицев целевой функ-
ционал))

Вход: ε > 0; Θ0 такое, что d(x∗) 6 Θ2
0.

Выход: x̄N :=

∑

k∈I

xkhk
∑

k∈I
hk

1: x0 = argmin
x∈X

d(x)

2: I := ∅

3: N ← 0
4: repeat
5: if g(xN ) 6 ε then
6: MN = ‖∇f(xN )‖∗, hN = ε

M2
N

7: xN+1 = MirrxN (hN∇f(xN )) ⊲ «продуктивные шаги»
8: N → I
9: else

10: MN = ‖∇g(xN )‖∗, hN = ε
M2

N

11: xN+1 = MirrxN (hN∇g(xN )) ⊲ «непродуктивные шаги»
12: end if
13: N ← N + 1

14: until
N−1∑
j=0

1
M2

j
> 2

Θ2
0
ε2

В настоящей работе рассматривается альтернативный метод (алго-
ритм 1), оптимальность которого удаётся установить для условных задач
с более широким классом целевых функционалов (имеющих липшицев
градиент или липшицев гессиан). Но оказывается, что и в случае липши-
цевого целевого функционала, когда применим алгоритм 5, алгоритм 1
может работать быстрее. В качестве примера приведём расчёты для из-
вестной задачи Ферма— Торричелли— Штейнера с ограничениями.

Задача. Для заданных точек Ak = (a1k, a2k, . . . , a10k) в 10-мерном

евклидовом пространстве R
10 необходимо найти точку x = (x1, . . . , x10)

такую, что целевая функция

f(x) :=

10∑

k=1

»
(x1 − a1k)2 + (x2 − a2k)2 + · · · + (x10 − a10k)2

принимает наименьшее значение на множестве X, которое задаётся сле-

дующими ограничениями:

g1(x1, . . . , x10) = 2x21 + x22 + · · ·+ x210 − 1 6 0,
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g2(x1, . . . , x10) = x21 + 2x22 + · · ·+ x210 − 1 6 0,

. . .

g10(x1, . . . , x10) = x21 + x22 + · · ·+ 2x210 − 1 6 0.

Для n = 10 приведём пример начального приближения x0 = (1, 1,
. . . , 1) с параметром Θ0 = 3 при выборе стандартной евклидовой прокс-
структуры. Координаты точек Ak = (a1k, a2k, . . . , a10k) при k = 1, 2,
. . . , 10 выбираем как строки следующей матрицы A:

A =




1 2 1 4 1 0 4 4 4 3
2 4 3 1 0 2 4 0 4 0
3 2 3 4 3 0 3 4 2 3
0 0 2 0 2 4 4 1 0 0
3 3 4 4 3 0 1 0 4 4
2 2 4 0 4 0 2 2 1 1
0 4 3 4 2 3 3 4 0 2
2 2 1 4 2 1 4 3 0 3
4 1 2 2 3 3 2 1 3 1
3 3 2 2 0 0 4 0 3 4




.

Отметим также, что возможно некоторое ускорение работы алгоритма 1
в случае нескольких ограничений за счёт возможности выбора подходя-
щего ограничения на непродуктивных итерациях (см. алгоритм 6, пред-
ложенный в [15]). Соответствующие результаты приведены в табл. 1.

Таблица 1

Сравнение алгоритмов 1, 5 и 6

ε
Итерации Время, с Итерации Время, с Итерации Время, с

Алгоритм 5 Алгоритм 1 Алгоритм 6
1/2 1659 97 283 15 231 6
1/4 5951 336 899 49 774 22
1/8 22356 1491 3159 180 2850 100

В табл. 2 приведём сравнение скорости работы методов при тех же
параметрах, но уже с негладкими функциональными ограничениями:

g1(x1, . . . , x10) = 2|x1|+ |x2|+ · · ·+ |x10| − 1 6 0,

g2(x1, . . . , x10) = |x1|+ 3|x2|+ · · ·+ |x10| − 1 6 0,

. . .

g10(x1, . . . , x10) = |x1|+ |x2|+ · · · + 11|x10| − 1 6 0.
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Алгоритм 6 (модифицированный адаптивный зеркальный спуск)

Вход: ε > 0; Θ0 такое, что d(x∗) 6 Θ2
0.

Выход: x̄N := arg min
xk,k∈I

f(xk).

1: x0 = argmin
x∈X

d(x)

2: I := ∅

3: N ← 0
4: repeat
5: if g(xN ) 6 ε then
6: hN ← ε

‖∇f(xN )‖∗
7: xN+1 ← MirrxN (hN∇f(xN )) ⊲ «продуктивные шаги»
8: N → I
9: else ⊲ (gm(N)(x

N ) > ε) для некоторого m(N) ∈ {1, . . . ,M}
10: hN ← ε

‖∇gm(N)(xN )‖2∗
11: xN+1 ← MirrxN (hN∇gm(N)(x

N )) ⊲ «непродуктивные шаги»
12: end if
13: N ← N + 1

14: until Θ2
0 6

ε2

2

(
|I|+ ∑

k 6∈I
1

‖∇gm(k)(xk)‖2∗

)

Таблица 2

Сравнение алгоритмов 1, 5 и 6

ε
Итерации Время, с Итерации Время, с Итерации Время, с

Алгоритм 5 Алгоритм 1 Алгоритм 6
1/2 3709 279 671 29 437 21
1/4 14212 833 2418 103 1970 95
1/8 54655 2980 8979 455 8329 344

4.2. О преимуществах использования метода с рестартами
в сильно выпуклом случае. Для демонстрации преимуществ алго-
ритма 3 по сравнению с алгоритмом 1 был проведён ряд численных экс-
периментов. Рассмотрим различные 1-сильно выпуклые целевые функ-
ционалы f , которые имеют липшицев градиент.

Пример 1.

f(x) =
L− µ

4

{
1

2

[
x21 +

n−1∑

i=1

(xi − xi+1)
2

]
− x1

}
+
µ

2
‖x‖2,

где µ = 1, L = 10000 и n = 10.
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Пример 2. f(x) = max{f1(x), f2(x), f3(x)}, где

f1(x) =
1
2

(
x21 + x22 + 2x23 + 4x24 + x25 + 5x26 + 3x27 + 2x28 + 4x29 + 8x210

)

−
∑10

i=1 ixi + 5,

f2(x) =
1
2

(
2x21 + x22 + 3x23 + 4x24 + 2x25 + 5x26 + x27 + 6x28 + 7x29 + 2x210

)

−∑10
i=1(10 + i)xi + 6,

f3(x) =
1
2

(
x21 + x22 + 2x23 + 3x24 + 5x25 + x26 + 4x27 + 2x28 + 3x29 + 6x210

)

−∑10
i=1(20 + i)xi + 7.

Пример 3 (задача регрессии [22]).

f(x) =
1

2
‖Ax− b‖2 + µ

2
‖x‖2, где

A =

Ñ
5 3 3 5 4 4 3 3 5 1
2 4 3 5 3 4 2 2 5 4
5 2 1 4 1 1 2 3 5 5

é
,

при b = (1, 2, 3)T , µ = 1.

Пример 4 [22].

f(x) =

10∑

i=1

ix4i +
1

2
‖x‖2.

Пример 5 [22]. Следующий тест выполнен для сглаженной сильно
выпуклой версии задачи подавления шумов

f(x) =
1

2
‖Ax− b‖2 + λ‖x‖l1,τ +

µ

2
‖x‖2, где

A =

Å
9 2 4 2 2 3 6 3 5 5
6 7 2 4 8 6 8 8 5 1

ã
,

b = (1, 2)T , µ = 1, λ = 0,05, τ = 0,0001

и ‖ · ‖l1,τ задаётся следующим образом:

‖x‖l1,τ =
®
|x| − τ

2 , если |x| > τ,
1
2τ x

2, если |x| < τ,

если x — скаляр и ‖x‖l1,τ =
n∑
i=1
‖xi‖l1,τ , если x = (x1, x2, . . . , xn) — вектор

в R
n. Отметим, что квадратичное слагаемое µ

2‖x‖2 гарантирует сильную
выпуклость целевой функции.
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Рассмотрим функциональные ограничения вида g(x) = G(x) + S(x)
для S(x) = 1

2‖x‖2 и G(x) = max
i∈1,m

gi(x), где gi(x) = 〈αi, x〉 + βi, αTi —

строки матрицы



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 8 6 2 9 2 3 3 2 6
6 3 4 3 5 1 6 3 2 8
3 5 2 7 8 3 2 1 5 2
2 3 1 8 1 2 1 1 5 8
1 8 9 1 3 5 1 3 5 2
1 7 8 5 5 9 3 1 6 4
7 3 5 8 9 1 8 7 8 8
6 4 6 2 9 2 3 1 6 3
2 3 4 4 2 1 9 1 1 8




,

а константы βi суть нули.
Считаем, что имеется стандартное евклидово расстояние и соответ-

ствующая прокс-структура и

X = B1(0) =
{
x = (x1, x2, . . . , x10) ∈ R

10 | x21 + x22 + · · ·+ x210 6 1
}
,

начальное приближение x0 = (1,1,...,1)
‖(1,1,...,1)‖ , Θ0 = 3, R0 = 2 и точность ε

равна 0,05.

Таблица 3

Сравнение результатов работы алгоритмов 1 и 3

Итерации Время Итерации Время
Алгоритм 1 Алгоритм 3

Пример 1 115 973 9:16 95 447 7:37
Пример 2 57 798 7:01 45 455 5:14
Пример 3 56 874 5:02 50 747 4:18
Пример 4 13 720 1:15 6 764 0:38
Пример 5 64 324 6:04 55 073 4:52

Результаты выполнения алгоритмов 1 и 3 представлены в табл. 3, где
приводится количество итераций и время работы (в минутах и секундах)
каждого из алгоритмов 1 и 3.

Все вычисления были произведены с помощью программного обеспе-
чения Python 3.4 на компьютере, оснащённом Intel(R) Core(TM) i7-8550U
CPU @ 1,80 GHz, 1992 MHz, 4 Core(s), 8 Logical Processor(s). ОЗУ ком-
пьютера составляло 8 ГБ.

Из табл. 3 видно, что алгоритм 3 работает быстрее алгоритма 1.
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FOR CONVEX AND STRONGLY CONVEX OPTIMIZATION
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Abstract. Under consideration are some adaptive mirror descent al-
gorithms for the problems of minimization of a convex objective func-
tional with several convex Lipschitz (generally, nonsmooth) functional
constraints. It is demonstrated that the methods are applicable to the
objective functionals of various levels of smoothness: The Lipschitz con-
dition holds either for the objective functional itself or for its gradient
or Hessian (while the functional itself can fail to satisfy the Lipschitz
condition). The main idea is the adaptive adjustment of the method
with respect to the Lipschitz constant of the objective functional (its
gradient or Hessian), as well as the Lipschitz constant of the constraint.
The two types of methods are considered: adaptive (not requiring the
knowledge of the Lipschitz constants neither for the objective functional
nor for constraints) and partially adaptive (requiring the knowledge of
the Lipschitz constant for constraints). Using the restart technique,
some methods are proposed for strongly convex minimization prob-
lems. Some estimates of the rate of convergence are obtained for all
algorithms under consideration in dependence on the level of smooth-
ness of the objective functional. Numerical experiments are presented
to illustrate the advantages of the proposed methods for some examples.
Tab. 3, bibliogr. 22.

Keywords: adaptive Mirror Descent, Lipschitz condition, Lipschitz
gradient, Lipschitz Hessian, strongly convex function, the technique of
restarts.
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