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Аннотация. Рассматривается двухуровневая задача конкурентно-
го размещения предприятий и ценообразования, которая формули-
руется в терминах игры Штакельберга. В ней участвуют два про-
изводителя: Лидер и Конкурент. Они последовательно размеща-
ют свои предприятия и назначают цены. Выбор цен основывается
на модели ценовой конкуренции Бертрана и возможности раздела
спроса потребителей, если это выгодно обоим игрокам. При этом
спрос делится между игроками в заданной пропорции.

Исследуется сложность нахождения оптимального решения за-
дачи и её частных случаев. Показано, что задача является ΣP

2
-

трудной. Однако при определённых условиях на входные парамет-
ры сложность нахождения оптимального решения значительно
уменьшается и в некоторых случаях задача становится полиноми-
ально разрешимой. Ил. 3, библиогр. 25.
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Введение

Исследование конкурентных задач размещения были начаты в [1],
где рассматривалась проблема размещения предприятий на конечном
отрезке с равномерным распределением покупателей и выбора цен дву-
мя конкурирующими фирмами. К настоящему моменту в этой области
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рассмотрено множество актуальных проблем и получен ряд интересных
результатов [2–5]. В [6] приводится обзор конкурентных моделей разме-
щения, их классификация и описание широко известных стратегий це-
нообразования. В данной работе рассматривается модель, которая явля-
ется в некотором смысле развитием моделей конкурентного размещения
и ценообразования, описанных в [6]. Чтобы не повторяться, далее опи-
шем саму проблему, её новизну и отличия от предыдущих моделей.

Рассмотрим игру Штакельберга двух игроков, в которой решения
принимаются последовательно: сперва ходит первый игрок (Лидер), за-
тем, зная решение первого игрока, делает свой ход второй игрок (Конку-
рент). Предприятии Лидера и Конкурента производят однородный про-
дукт. Игроки последовательно размещают свои предприятия в конечном
множестве возможных мест и на каждом из них назначают цену за еди-
ницу продукта. При этом используется дискриминационная стратегия
ценообразования, когда производитель назначает свою цену для каж-
дого потребителя в каждом предприятии. Для распределения клиентов
по предприятиям и выбора цен применяется известная модель Бертра-
на [6]. В ней клиент обслуживается на том предприятии, на котором
достигается минимум себестоимости обслуживания. В отличие от клас-
сической модели Бертрана в данной работе предполагается, что кон-
куренты могут разделить спрос потребителей между собой, когда им
это выгодно. Очевидно, что если производитель для некоторого клиента
назначит на своём предприятии цену, не превосходящую минимальной
себестоимости обслуживания на предприятиях конкурента, то клиент,
рациональный в своём поведении, будет обслуживаться на его предпри-
ятии, так как конкурент не может предложить меньшую цену. С дру-
гой стороны, производители могут договориться между собой и устано-
вить цены на уровне максимальной покупательной способности клиента,
тем самым некоторым образом поделив спрос клиента между собой. Мы
рассматриваем кооперативную стратегию поведения игроков: среди всех
оптимальных решений Конкурент выберет то, при котором достигается
максимальный доход Лидера.

В [7] рассматривалась модель, в которой Лидер и Конкурент поров-
ну делят спрос с каждого общего клиента. Это значит, что в половине
случаев клиент будет совершать покупки на предприятии Лидера, в по-
ловине — на предприятии Конкурента. В отличие от [7] в настоящем
исследовании предполагается, что в q ∈ (0, 1) случаях клиент будет об-
служиваться на предприятии Лидера и в 1 − q случаях — на предпри-
ятии Конкурента, где q — входной параметр задачи. Такая постановка
является обобщением постановки из [7]. Для исходной модели с q = 1/2
была исследована вычислительная сложность. К сожалению, разрабо-
танная методика не переносится на случай произвольного q. Поэтому
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для определения положения новой модели конкурентного размещения
производства и ценообразования в полиномиальной иерархии сложност-
ных классов получены новые методики, с помощью которых установлена
сложность нахождения оптимальных решений самой задачи и её част-
ных случаев.

Статья состоит из следующих разделов. В разд. 1 приводится содер-
жательная постановка задачи, а разд. 2 содержит результаты о её вы-
числительной сложности. В разд. 3 рассматриваются частные случаи
задачи, их сложность и алгоритмы решения.

1. Математическая постановка

Введём следующие обозначения:
I = {1, . . . ,m} — множество пунктов размещения предприятий Лиде-

ра и Конкурента,
J = {1, . . . , n} — множество клиентов (потребителей),
p — число предприятий Лидера,
r — число предприятий Конкурента,
ti — себестоимость производства единицы товара в пункте i,
bj — бюджет потребителя j,
dj — спрос потребителя j,
cij — удельные затраты на транспортировку продукции из пункта i

к потребителю j,
q ∈ (0, 1) — доля Лидера от полного спроса в случае его раздела.
Введём переменные задачи, соответствующие выбору размещения

предприятий:

xi =




1, если Лидер разместил предприятие

в пункте i,
0 в противном случае;

yi =




1, если Конкурент разместил

предприятие в пункте i,
0 в противном случае.

Вычислим для каждого клиента и каждого предприятия себестоимость
обслуживания. Пусть известны булевы векторы x и y размещения пред-
приятий Лидера и Конкурента соответственно. Величина

cj(x) = min{dj(ti + cij) | xi = 1}
определяет минимальную себестоимость обслуживания клиента j на
предприятиях Лидера, а

cj(y) = min{dj(ti + cij) | yi = 1}
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— на предприятиях Конкурента. В нашей модели после размещения
предприятий конкурирующими игроками процесс ценообразования (вы-
бора цены товара для каждого клиента) основывается на модели цено-
вой конкуренции Бертрана. Компании устанавливают цены одновремен-
но, после чего каждый клиент выбирает ту компанию, которая предла-
гает наименьшую для него стоимость обслуживания [6, 8, 9]. При этом
в стоимость обслуживания клиента помимо себестоимости производства
товара входят и затраты на его транспортировку. Считается, что в слу-
чае одинаковой стоимости обслуживания клиент предпочтёт предприя-
тие Лидера.

Пусть xi = 1, cj(x) = dj(ti + cij) и yk = 1, cj(y) = dj(tk + ckj).
Предположим, что cj(x) 6 cj(y), т. е. Лидер выиграл борьбу за кли-
ента j. Заметим, что Лидер может установить цену, равную минималь-
ной цене обслуживания (себестоимости обслуживания) на предприяти-
ях Конкурента. Обозначим такую цену через u1ijk. С учётом того, что
dj(u

1
ijk + cij) = dj(tk + ckj), получим

u1ijk = tk + ckj − cij
для клиента j. Назовём цену u1ijk монопольной. Следовательно, доход
Лидера от клиента j в пункте обслуживания i равен w1

ijk = dj
(
u1ijk − ti

)
.

С другой стороны, доход в i-м пункте обслуживания от j-го клиента
не превышает bj − dj(ti + cij). Этот факт приводит к ещё одному спо-
собу определения цены, исходя из бюджетного ограничения клиентов.
Обозначим эту цену через u2ij. Положим bj − dj

(
cij + u2ij

)
= 0. Тогда

u2ij =
bj
dj
− cij .

Следовательно, доход Лидера в этом случае равен w2
ij = dj

(
u2ij − ti

)
=

bj − dj(ti + cij), кроме того,

w1
ijk − w2

ij = dj
(
u1ijk − u2ij

)
= dj(tk + ckj)− bj.

Пусть w3
ij = (qdj)

(
u2ij − ti

)
— доход Лидера от раздела спроса между

игроками.
Проанализируем эти цены и доходы Лидера.

1. Пусть u2ij > u1ijk и w1
ijk 6 w3

ij , т. е. доход Лидера от монополизации
меньше дохода от раздела спроса клиента между игроками. Следова-
тельно, в этом случае Лидер предпочтёт разделить спрос с Конкурентом
и его доход будет равен w3

ij .

2. Если u2ij > u1ijk и w1
ijk > w3

ij , то Лидер получит больший доход,
когда установит монопольную цену u1ijk.
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3. Если u2ij < u1ijk, то Лидер заберёт максимально возможный доход,
т. е. доход, равный w2

ij = dj
(
u2ij− ti

)
= bj−dj(ti+cij), установив цену u2ij.

Случай cj(x) > cj(y) анализируется аналогично.
Как и в [6], заменим переменные цен u1ijk, u

2
ij булевыми переменными

выбора ценообразования:

zLcijk =





1, если потребитель j обслуживается предприятием Лиде-
ра в пункте i при условии, что ближайшее (в смысле се-
бестоимости производства и транспортных затрат) пред-
приятие Конкурента расположено в пункте k и назначена
монопольная цена,

0 в противном случае,

zLbijk =





1, если потребитель j обслуживается предприятием Лиде-
ра с ценой u2 в пункте i при условии, что ближайшее
предприятие Конкурента расположено в пункте k,

0 в противном случае,

zFcijk =





1, если потребитель j обслуживается предприятием Конку-
рента в k-м пункте при условии, что ближайшее предпри-
ятие Лидера расположено в пункте i и назначена моно-
польная цена,

0 в противном случае,

zFbijk =





1, если потребитель j обслуживается предприятием Конку-
рента в k-м пункте при условии, что ближайшее предпри-
ятие Лидера расположено в пункте i,

0 в противном случае,

zijk =




1, если потребитель j обслуживается Лидером из пункта i

и Конкурентом из пункта k одновременно,
0 в противном случае.

Также определим множество Ij(x), состоящее из возможных мест раз-
мещения предприятий, которые может использовать Конкурент для пе-
рехвата клиента j:

Ij(x) = {i ∈ I | cij + ti < min
k∈I|xk=1

(ckj + tk)}.

В этих обозначениях задача конкурентного размещения и ценообра-
зования (задача Лидера) выглядит следующим образом:
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∑

i∈I

∑

j∈J

∑

k∈I

(
dj(ckj + tk − cij − ti)zLcijk + (bj − dj(cij + ti))z

Lb
ijk

+ q(bj − dj(cij + ti))zijk
)
→ max

x,y,zLc,zLb,zFc,zFb,z
(1)

при ограничениях
∑

i∈I
xi = p, (2)

(y, zLc, zLb, zFc, zFb, z) ∈ F∗(x), (3)

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I. (4)

В целевой функции (1) максимизируется суммарный доход от обслу-
живания клиентов. Здесь первое слагаемое соответствует случаю, когда
Лидер захватывает клиента, уменьшая свою цену до уровня себестои-
мости обслуживания на предприятиях Конкурента, т. е. в терминах цен
и доходов это соответствует случаю, когда u2ij > u1ijk и w1

ijk > w3
ij . Ес-

ли цена u2ij, определяемая бюджетом, меньше монопольной цены u1ijk,
то используется второе слагаемое, регулирующее цену до уровня бюдже-
та. В третьем слагаемом Лидер и Конкурент делят спрос клиента между
собой, т. е. случай, когда доход при монополизации меньше, чем доход
от раздела спроса. Ограничение (2) говорит о том, что Лидер размеща-
ет ровно p предприятий, а ограничение (3) указывает на оптимальный
ответ Конкурента и тем самым делает задачу двухуровневой.

Задача Конкурента:

∑

i∈I

∑

j∈J

∑

k∈I

(
dj(cij + ti − ckj − tk)zFcijk + (bj − dj(ckj + tk))z

Fb
ijk

+ (1− q)(bj − dj(ckj + tk))zijk
)
→ max

y,zLc,zLb,zFc,zFb,z
(5)

при следующих ограничениях:
∑

i∈I
yi = r, (6)

∑

i,k∈I
(zFcijk + zFbijk) 6

∑

i∈Ij(x)
yi, j ∈ J, (7)

xi + yi 6 1, i ∈ I, (8)
∑

i,k∈I

(
zLcijk + zLbijk + zFcijk + zFbijk + zijk

)
6 1, j ∈ J, (9)

∑

k∈I

(
zLcijk + zLbijk + zFcijk + zFbijk + zijk

)
6 xi, i ∈ I, j ∈ J, (10)
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∑

i∈I

(
zLcijk + zLbijk + zFcijk + zFbijk + zijk

)
6 yk, k ∈ I, j ∈ J, (11)

(cij + ti)
(
zLcijk + zLbijk + zFcijk + zFbijk + zijk

)
6 (ci′j + ti′)xi′ + (1− xi′)C,

i, i′, k ∈ I, j ∈ J, (12)

(ckj + tk)
(
zLcijk + zLbijk + zFcijk + zFbijk + zijk

)
6 (ck′j + tk′)yk′ + (1− yk′)C,

i, k, k′ ∈ I, j ∈ J, (13)

dj(ckj + tk − cij − ti) 6 q(bj − dj(cij + ti))zijk + (1− zijk)C,
i, k ∈ I, j ∈ J, (14)

∑

i∈I

∑

k∈I
(dj(ckj + tk)− bj)zLcijk 6 0, j ∈ J, (15)

∑

i∈I

∑

k∈I
(dj(cij + ti)− bj)zFcijk 6 0, j ∈ J, (16)

zLcijk, z
Lb
ijk, z

Fc
ijk, z

Fb
ijk, zijk, yi ∈ {0, 1}, i, k ∈ I, j ∈ J. (17)

Целевая функция (5) определяет доход Конкурента. Слагаемые в це-
левой функции обозначают то же самое, что и слагаемые в целевой
функции Лидера (1). Ограничение (6) гарантирует, что Конкурент от-
кроет ровно r предприятий. Ограничениями (7) и (9) осуществляется
раздел клиентов между игроками. Если Ij(x) = ∅, то Лидер монополи-
зирует клиента, поскольку имеет минимальную стоимость обслужива-
ния. В противном случае клиент может отойти к Конкуренту, если по-
следний откроет предприятие в одном из пунктов обслуживания Ij(x).
Ограничение (8) запрещает Лидеру и Конкуренту открывать предприя-
тия в одном и том же месте. Из ограничений (10) и (11) следует, что
ни один клиент не может быть обслужен в месте, где не размещено
ни одного предприятия. Выполнение ограничений (9), (12) и (13) гаран-
тирует то, что для каждого клиента j будет выбрана уникальная пара
открытых предприятий, одно предприятие Лидера (i) и одно предприя-
тие Конкурента (k), при этом на выбранном предприятии Лидера будет
достигаться наименьшая стоимость обслуживания клиента. Аналогично
наименьшая стоимость обслуживания клиента на предприятиях Конку-
рента будет достигаться на выбранном предприятии Конкурента. Ранее
мы рассмотрели случай, когда клиент может быть монополизирован Ли-
дером, и для него определили оптимальные цены. Если цены u1ijk и u2ij
строго больше нуля, то из ограничения (9) следует, что одна из пере-
менных zLcijk, z

Lb
ijk или zijk примет значение 1. Пусть dj(tk + ckj) − bj 6 0

и w1
ijk 6 w3

ij = (qdj)
(
u2ij − ti

)
, т. е. имеем первый случай. Тогда доход
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от монополизации не превосходит дохода от раздела спроса. Отсюда по-
лучается, что zijk = 1, и ограничение (14) выполнено. Предположим,
что dj(tk + ckj)− bj 6 0 и w1

ijk > w3
ij , а максимальный доход Лидера до-

стигается при монопольной цене u1ijk. Тогда zLcijk = 1 и ограничение (15)
выполнено. Если же dj(tk+ ckj)− bj > 0, то максимальный доход Лидера
равен w2

ij = dj
(
u2ij − ti

)
= bj − dj(ti + cij) и достигается при цене u2ij.

Ограничения (14) и (16) интерпретируются похожим образом в случае,
когда клиент j монополизируется Конкурентом.

2. Вычислительная сложность

Напомним определения первого уровня полиномиальной иерархии
классов сложности задач распознавания. Первый уровень состоит из
классов P, NP и co-NP. К классу P относятся языки (задачи), для ко-
торых существуют детерминированные алгоритмы (машины Тьюринга),
распознающие их за полиномиальное время. Задачи из класса NP распо-
знаются недетерминированными алгоритмами за полиномиальное вре-
мя. С помощью этих классов определяется первый уровень аппрокси-
мационной иерархии классов сложности оптимизационных задач, кото-
рый включает в себя классы PO и NPO. Напомним понятие стандарт-
ной задачи распознавания, соответствующей оптимизационной пробле-
ме. Сопоставим произвольной оптимизационной задаче L задачу рас-
познавания D(L), в которой входом является вход задачи L и произ-
вольное рациональное число k. В задаче D(L) надо решить, существует
или нет допустимое решение со значением целевой функции, большим
или равным k. Тогда D(L) — стандартная задача распознавания, соот-
ветствующая оптимизационной задаче L (задаче максимизации целевой
функции). Исходя из этого, класс PO можно определить как класс опти-
мизационных задач, стандартные задачи распознавания которых лежат
в классе P, а NPO — в классе NP. Также напомним определения вто-
рого уровня полиномиальной и аппроксимационной иерархий, а именно,
классов ∆P

2 , ΣP2 , ∆P
2 O и ΣP2 O. Говорят, что задача распознавания при-

надлежит классу ∆P
2 , если существует детерминированная оракульная

машина Тьюринга [10], которая распознает её за полиномиальное вре-
мя, используя в качестве оракула некоторый язык из класса NP. Задачи
из класса ΣP2 распознаются недетерминированными оракульными маши-
нами, использующими в качестве оракула язык из класса NP. По анало-
гии с PO и NPO через стандартную задачу распознавания определяются
и классы ∆P

2 O и ΣP2 O.
NP-трудные задачи из класса NPO относятся к труднорешаемым про-

блемам. Это означает, что на больших размерностях найти оптималь-
ное решение за приемлемое время вряд ли удастся. Тогда актуальным
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становится вопрос полиномиально разрешимых частных случаев зада-
чи. Для ΣP2 -трудных задач ситуация ещё сложнее, ибо трудоёмкость
поиска их оптимального решения на порядок выше трудоёмкости для
задач из класса NPO. Частные случаи задач из ΣP2 O можно разделить
на четыре категории: 1) ΣP2 -трудные; 2) попадающие в ∆P

2 O; 3) лежащие
в NPO; 4) полиномиально разрешимые. В данной работе будем исследо-
вать сложность задачи конкурентного размещения и ценообразования на
основе этих категорий. Но сперва покажем, что задача лежит в классе
ΣP2 O и является ΣP2 -трудной.

Рассмотрим стандартную задачу распознавания, в которой спраши-
вается, найдётся ли решение задачи конкурентного размещения и цено-
образования со значением целевой функции не меньше k. Решить такую
задачу можно перебором всех размещений предприятий лидера и ре-
шением параметрической задачи конкурента. Очевидно, что стандарт-
ная задача распознавания для задачи конкурента лежит в классе NP.
Её и возьмём в качестве NP-оракула. Тогда, используя двоичный по-
иск и NP-оракул, можно за полиномиальное число обращений к данно-
му оракулу найти решение задачи конкурента. Тем самым имеем неде-
терминированный алгоритм решения стандартной задачи распознавания
исследуемой проблемы с оракулом из класса NP. Значит, задача кон-
курентного размещения и ценообразования принадлежит классу ΣP2 O.
Развёрнутое доказательство этого факта можно найти в [7]. Докажем
следующее утверждение.

Теорема 1. Задача конкурентного размещения и ценообразования

для любого фиксированного коэффициента q ∈ (0, 1) является ΣP2 -труд-

ной.

Доказательство. Сведём следующую Σp2-полную задачу ∃∀3, 4SAT
[22] к исследуемой задаче.

Задача 1 (∃∀3, 4SAT). Вход: заданы два вектора x = (x1, . . . , xp)
и y = (y1, . . . , yr) булевых переменных и формула ϕ(x, y) в дизъюнк-

тивной нормальной форме. Каждая конъюнкция содержит ровно одну

переменную из x и две или три переменные из y.
Вопрос: существует ли такое означивание переменных x, что для

всех означиваний y формула ϕ(x, y) выполнена?

Рассмотрим произвольный пример задачи ∃∀3, 4SAT. Пусть k — чис-
ло конъюнкций в ϕ(x, y). Построим пример задачи конкурентного раз-
мещения и ценообразования следующим образом. Для каждой перемен-
ной xi (yi) определим два прибыльных места размещения xi и xi (yi и yi),
соответствующих литералам xi и xi (yi и yi). Между парами xi (yi)
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yi
jyi

yi

xi
jxi

xi

Рис. 1. Предприятия и прибыльные клиенты, соответствующие xi и yi

и xi (yi) разместим прибыльного клиента jxi (jyi ), который соединён ду-
гами с обоими местами размещения, как показано на рис. 1. Длины дуг,
соединяющих jxi (jyi ) с xi (yi) и xi (yi), равны 1/kt (определим t чуть
позже), т. е. d

(
xi, j

x
i

)
= d

(
jxi , xi

)
= d

(
yi, j

y
i

)
= d

(
jyi , yi

)
= 1/kt. Бюджет

клиента jxi равен 1+1/kt, а бюджет клиента jyi равен 1−q+1/kt−1+4/kt.
Будем называть размещения xi и xi (yi и yi) альтернативными.

Для каждой конъюнкции κs введём места размещения предприятий
alts и sins и четыре клиента jcons , jalts , jsins и jads . Сведение xi∧yi1∧yi2∧yi3
изображено на рис. 2. Клиент jcons соединён дугами с пятью местами
размещения alts, xi, yi1 , yi2 и yi3 . Положим d

(
jcons , xi

)
= 1 − 1/kt+1,

d
(
jcons , alts

)
= 1 − 1/kt − 1/kt+1, d

(
jcons , yi

)
= 1 − 1/kt для любого i.

Бюджет jcons равен 1. Будем называть клиента jcons спорным. Клиент jalts
соединён дугами с двумя местами размещения предприятий xi и alts, где
alts расположен между jalts и jcons . Положим d

(
alts, jalts

)
= q−1/kt−1−2/kt

и d
(
xi, j

alt
s

)
= 1−1/kt. Бюджет jalts возьмём равным 1. Клиент jads распо-

ложен на расстоянии 0 от места размещения xi и его бюджет равен 1/kt.

jalts

alts

jcons

yi1

yi2

yi3

xi
jxi

xi

jads

sins jsins

Рис. 2. Представление xi ∧ yi1 ∧ yi2 ∧ yi3
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Клиент jsins и место размещения предприятий sins удалены на существен-
но большое расстояние от других вершин и d

(
sins, jsins

)
= 0. Бюджет jsins

равен 1− q+1/kt−1+2/kt+1/kt+2. Затраты на транспортировку между
парой вершин определяются длиной кратчайшего пути. Для примера на
рис. 3 изображена формула ϕ(x, y) = (x1 ∧ y1 ∧ y2 ∧ y3) ∨ (x2 ∧ y2 ∧ y3).
Число предприятий лидера p совпадает с числом переменных x, а число
предприятий Конкурента равно r = l + k, где l — число булевых пере-
менных y.

jad
1

x1

jx
1

x1

jalt
1

alt1

jcon1

y1

jy
1

y1

y2

jy
2

y2
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2

y3
jy
3

y3

alt2

jalt2

x2

jx
2

x2
jad2

sin1 jsin
1

sin2 jsin
2

Рис. 3. Пример сети ϕ(x, y) = (x1 ∧ y1 ∧ y2 ∧ y3) ∨ (x2 ∧ y2 ∧ y3)

Теперь определим доходы игроков в зависимости от выбора размеще-
ния предприятий. Пусть κs = xi∧yi1∧yi2∧yi3 и Лидер размещает одно из
своих предприятий в xi или xi. Если Конкурент не размещает своё пред-
приятие в альтернативном месте, то Лидер получит доход от клиента jxi ,
равный 1. В противном случае игроки поделят между собой доход в сле-
дующих пропорциях: Лидер получит q, а Конкурент — 1 − q. Заметим,
что возможный дополнительный доход в xi и xi от клиентов jcons , jalts , jads ,
s = 1, . . . , k, не превышает 1/kt−1+1/kt. Таким образом, если оба игрока
займут xi и xi, то доход Конкурента не превысит (1−q)(1+1/kt−1+1/kt).
Максимальный доход в yi, yi, i ∈ {i1, i2, i3}, alts или sins не превышает
1−q+2/kt−1+3/kt, а минимальный доход не меньше 1−q+1/kt−1+1/kt.
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Возьмём t настолько большим, что 1−q+2/kt−1+3/kt < 1. Тогда из выве-
денных выше максимальных и минимальных доходов следует, что Лидер
разместит свои предприятия в xi и xi, по одному предприятию в каж-
дой паре (xi, xi), так как он знает, что в этом случае Конкурент будет
размещать свои предприятия в yi, yi, alts или sins.

Предположим, что Лидер забрал себе все места размещения с при-
быльными клиентами jxi . Если Конкурент разместил предприятие в yi
или yi, то он получит доход 1 − q + 1/kt−1 + 3/kt от клиента jyi . Воз-
можный доход от каждого из мест размещения alts и sins не превыша-
ет 1 − q + 1/kt−1 + 3/kt. Таким образом, Конкуренту выгоднее всего
разместить r предприятий в yi и yi, по одному предприятию в каж-
дой паре (yi, yi). Оставшиеся предприятия Конкурент разместит в alts
и sins. Нетрудно показать, что он должен разместить по одному пред-
приятию в alts или sins для каждого s = 1, . . . , k и его выбор будет
зависеть от размещения предприятий Лидера. Отметим, что доход Кон-
курента в sins не зависит от размещения предприятий Лидера и равен
1−q+1/kt−1+2/kt+1/kt+2. Пусть Лидер открыл предприятие xi. Тогда
доход Конкурента в alts не будет превышать

1− 1

kt
− q + 1

kt−1
+

2

kt
+ 1− 1

kt+1
− 1 +

1

kt
+

1

kt+1

= 1− q + 1

kt−1
+

2

kt
,

и он предпочтёт открыть предприятие в sins. Следовательно, Лидер по-
лучит клиента jalts , который принесёт доход 1/kt. Пусть Лидер открыл
предприятие в xi. В этом случае он не захватит клиента jalts , но получит
клиента jads с доходом 1/kt. Следовательно, доход Лидера со всех кли-
ентов за исключением спорных равен p + 1/kt−1 независимо от выбора
размещений предприятий в xi или xi. Теперь рассмотрим случай, когда
Конкурент предпочитает alts. Доход Конкурента от клиента jalts в alts
равен 1− q+1/kt−1 +2/kt, и он может получить дополнительный доход
1/kt+1 от клиента jcons . Следовательно, выбор размещения предприятий
в alts и sins, s = 1, . . . , k, полностью определяется по размещению Лидера
и не зависит от способа обслуживания прибыльных клиентов предприя-
тиями Конкурента. Тогда суммарный доход обоих игроков определяется
распределением спорных клиентов. Если Лидер открывает предприятие
в xi, то клиент jcons будет обслужен Конкурентом. Допустим, что Лидер
открыл предприятие в xi. Конкурент заберёт клиента jcons тогда и толь-
ко тогда, когда откроет предприятие в yi1 , yi2 или yi3 . Таким образом,
Лидер обслужит хотя бы одного спорного клиента тогда и только то-
гда, когда найдётся означивание x такое, что для всех означиваний y
формула ϕ(x, y) выполнена. Теорема 1 доказана.
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Следствие 1. Утверждение теоремы 1 остаётся верным даже в слу-

чае некооперативного поведения игроков, т. е. при условии, что среди

всех оптимальных решений Конкурент выберет то, при котором дости-

гается минимальный доход Лидера.

3. Частные случаи

В дополнение к проблеме ∃∀3, 4SAT рассмотрим задачу ∃∀1, 2SAT.
В этой задаче каждая конъюнкция состоит из одной переменной x и не
более одной переменной y. Очевидно, что задача полиномиально раз-
решима. В теореме 1 мы построили пример задачи конкурентного раз-
мещения и ценообразования, который соответствует проблеме ∃∀3, 4SAT.
По аналогии построим множество примеров, соответствующих ∃∀1, 2SAT.
Назовём эти примеры задачей CLP2SAT. Вопрос: является ли задача
CLP2SAT полиномиально разрешимой? Чтобы ответить на него, рас-
смотрим задачу maxmin-1,2-Sat. Как и в проблеме ∃∀1, 2SAT, заданы два
вектора x = (x1, . . . , xp) и y = (y1, . . . , yr) булевых переменных и фор-
мула ϕ(x, y) в дизъюнктивной нормальной форме. Каждая конъюнкция
состоит из одной переменной x и не более одной переменной y. Требуется
найти x, при котором общее число выполненных конъюнкций максималь-
но при любом y. Очевидно, что задача CLP2SAT эквивалентна проблеме
maxmin-1,2-SAT.

Теорема 2. Задача maxmin-1,2-SAT NP-трудна.

Доказательство. Рассмотрим NP-трудную задачу о точном покры-
тии 3-множествами (EC3SET).

Задача 2 (EC3SET). Вход: множество X, где |X| = 3q, и набор C
трёхэлементных подмножеств X.

Вопрос: существует ли подмножество ‹C набора C, в котором каждый

элемент из X встречается только в одном элементе ‹C?

Возьмём пример EC3SET. Пусть k — размер набора C. Построим
следующий пример maxmin-1,2-SAT. Для каждого подмножества Cr =
(Xi,Xj ,Xl) определим булевы переменные xr, yi, yj , yl и конъюнкции
(xr ∧ yi), (xr ∧ yj), (xr ∧ yl). Также введём 3q конъюнкций (x0 ∧ yi),
i = 1, . . . , 3q, k конъюнкций (xr ∧ y0), r = 1, . . . , k, и k идентичных
конъюнкций (x0 ∧ y0). Покажем, что точное покрытие X существует то-
гда и только тогда, когда общее число выполненных конъюнкций равно
2q + k.

Нетрудно заметить, что необходимо просмотреть только те случаи,
в которых x0 и y0 равны 1. Пусть H — общее число выполненных конъ-
юнкций, а h — число переменных xr таких, что xr = 1. Если h < q, то
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H 6 3h+ k − h = 2h+ k < 2q + k.

Если же h > q, то

H 6 3q + k − h = 2q + k − (h− q) < 2q + k.

Пусть h = q. Тогда

H = 3q − s+ (k − q) = 2q + k − s,
где s — число повторений переменных y для истинных означиваний x.
Следовательно, точное покрытие X существует в том и только том слу-
чае, когда оптимум равен 2q + k. Теорема 2 доказана.

Следствие 2. Задача CLP2SAT NP-трудна.

Далее рассмотрим частные случаи, когда предприятия Лидера и Кон-
курента уже размещены. В этих случаях каждому клиенту требуется
определить предприятие, на котором он будет обслуживаться. Это мож-
но сделать за время O(mn2). Следовательно, задача полиномиально раз-
решима, т. е. лежит в классе PO.

Заметим, что задача конкурентного размещения и ценообразования
может быть решена за время O

(
Cnp ∗ Cn−pr ∗ mn2

)
= O(mnp+r+2) пе-

ребором всех возможных размещений. Рассмотрим следующие частные
случаи: 1) p = const; 2) r = const; 3) p, r = const. В первом случае чис-
ло различных размещений Лидера равно Cnp = Poly(n). Следовательно,
задача конкурентного размещения и ценообразования лежит в классе
∆P

2 O. Во втором случае задача Конкурента полиномиально разрешима,
так как Cn−pr = Poly(n, p). Тогда задача Лидера лежит в NPO. В тре-
тьем случае задача, очевидно, разрешима за полиномиальное время, т. е.
принадлежит классу PO.

В конце рассмотрим случаи, когда p = 0 или r = 0. В этих случаях
задача эквивалентна известной задаче о p-медиане, которая NP-трудна
в сильном смысле. Следовательно, эти частные случаи также NP-трудны
в сильном смысле.

Заключение

В данной работе исследована новая модель конкурентного размеще-
ния и ценообразования. Установлена связь модели с полиномиальной
иерархией классов сложности задач распознавания, а также положение
некоторых частных случаев. Установлена NP-трудность задачи maxmin-
1,2-SAT.

Результаты по сложности рассмотренных проблем приводят нас к сле-
дующим интересным направлениям дальнейшего исследования моделей
конкурентного размещения и ценообразования: разработка точных ал-
горитмов решения, разработка приближённых алгоритмов, основанных
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на локальном поиске и метаэвристиках, а также уточнение положения
в полиномиальной и аппроксимационной иерархиях сложностных клас-
сов. В первом варианте можно использовать методы и подходы из [11–13].
В [14] теоретически установлена экспоненциальная трудоёмкость локаль-
ного поиска. Несмотря на это, опыт применения методов, основанных
на локальных улучшениях, говорит об их практической эффективно-
сти [15–21]. При исследовании вычислительной сложности можно так-
же воспользоваться подходами из [22–25] для задач двухуровневого про-
граммирования.
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Abstract. Under study is the bilevel competitive facility location and
pricing problem which is formulated in terms of the Stackelberg game.
The problem involves the two producers: the Leader and the Competi-
tor. They consistently place their facilities and set prices. The choice
of prices is based on the Bertrand model of price competition and the
possibility of dividing a client’s demand if this will be profitable for
both players. In this case, the demand is divided between the players
in a given proportion.

The complexity is investigated of finding the optimal solution of
the problem and its particular cases. It is shown that the problem is
ΣP

2
-hard. However, under certain conditions on the input parameters,

the complexity decreases significantly and in some cases the problem
becomes polynomially solvable. Illustr. 3, bibliogr. 25.

Keywords: bilevel problem, Stackelberg game, facility location, pric-
ing, Bertrand model, nonuniform split of demand, complexity, polyno-
mial hierarchy.
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