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Аннотация. Задача минимизации булевых функций для аддитив-
ных мер сложности в геометрической интерпретации, как покры-
тие гранями подмножества вершин в единичном кубе, является
специальным видом комбинаторной постановки взвешенной зада-
чи о минимальном покрытии множества. Специфика определяется
семейством покрывающих подмножеств, которые являются граня-
ми в единичном кубе и содержатся в множестве единичных вершин
функции, и мерой сложности граней, которая задаёт вес граней при
вычислении сложности покрытия. Для меры сложности требуется
неотрицательность, монотонность по включению граней и равен-
ство для изоморфных граней. Для аддитивных мер сложности вво-
дится классификация по порядку роста сложности граней в зави-
симости от размерности куба и исследуются характеристики слож-
ности минимизации почти всех булевых функций. Библиогр. 11.
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Введение

Гранью единичного куба Bn ранга k и размерности n− k называется
подмножество всех вершин куба, у которых k координат имеют одина-
ковые значения либо 0, либо 1. Любая вершина является гранью ранга n
и размерности 0. В геометрической модели представления булевых функ-
ций рассматриваются подмножества вершин, грани и комплексы граней
в n-мерном единичном кубе. В аналитической модели для представле-
ния булевых функций используются понятия булева функция, импли-
канта и дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ), зависящие от n пе-
ременных. Набору переменных ДНФ соответствуют номера координат
единичного куба.
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ДНФ называются изоморфными, если одна ДНФ может быть получе-
на из другой подстановкой переменных без отождествления. Элементар-
ные конъюнкции изоморфны, если в них одинаково число переменных без
отрицания и с отрицанием. Комплексы граней называются изоморфны-

ми, если один комплекс может быть получен из другого перестановкой
координат. Грани изоморфны только тогда, когда содержат одинаковое
число нулевых и единичных координат.

Мерой сложности на множестве ДНФ (комплексов граней) является
функционал, который удовлетворяет аксиомам неотрицательности, мо-
нотонности, выпуклости и инвариантности относительно изоморфизма
(см. [8, разд. 5.1], а также [5]).

Мера сложности L называется аддитивной, если L(M) =
∑
g∈M
L(g),

т. е. сложность комплекса граней M равна сумме сложностей граней
комплекса (выпуклость), и для любой грани g выполняются следующие
свойства: L(g) > 0 (неотрицательность), L(g′) 6 L(g) для любой грани
g′ ⊃ g (монотонность) и L(g) = L(π(g)) для любой перестановки коорди-
нат π.

Множество аддитивных мер сложности обозначим через Λ+.
Аддитивными мерами сложности являются следующие функциона-

лы: l(g) = 1 — длина и L(g) = L0(g) + L1(g) — сложность или ранг
грани, где Lσ(g) — число направлений грани, равных σ для σ ∈ {0, 1}.

Линейной сложностью называется мера сложности, которая соответ-
ствует функционалу

La,b(M) = a
∑

g∈M
(L(g)− 1) + b(l(M) − 1),

где a+ b > 0, a > 0, b > 0, L(g) − 1 — число конъюнкций в импликанте,
соответствующей грани g ∈M, и l(M)− 1 — число дизъюнкций в ДНФ,
соответствующей комплексу M.

Описание других классов мер сложности и пример неаддитивной ме-
ры сложности приведены в [5].

В единичном кубе Bn введём следующие обозначения:
Bn
m — слой куба с номером m, т. е. множество вершин, в которых

число единичных координат равно m, где 0 6 m 6 n;
Snm−h,m — пояс куба, т. е. множество вершин слоёв куба с номерами

m− h, . . . ,m, где 0 6 h 6 m 6 n;
Inh — множество индексов

{
i ∈ Z

+
0 | 0 6 n

2 − h 6 i 6 n
2 + h 6 n

}
;

Hn
h — пояс куба, который содержит слои куба Bn

i для i ∈ Inh ;
Gn — множество различных граней;
Gnm−h,m — множество граней размерности h в поясе куба Snm−h,m;
NM = {α̃ ∈ Bn | α̃ ∈ g ∈ M} — множество вершин комплекса граней

M ⊆ Gn;
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Nf = {α̃ ∈ Bn | f(α̃) = 1} — множество единичных вершин функции
f ∈ Pn.

Две грани куба называются изоморфными, если одна грань может
быть получена из другой некоторой перестановкой координат. Грани изо-
морфны в кубе Bn тогда и только тогда, когда принадлежат множеству
Gnm−h,m для некоторых h и m, где 0 6 h 6 m 6 n.

Грань g ⊆ Nf называется гранью функции f. Она называется мак-

симальной гранью функции f, если любая грань g′ ⊃ g не содержится
в множестве Nf .Комплекс гранейM ⊆ Gn называется комплексом функ-

ции f ∈ Pn, если NM = Nf . Множества всех граней и максимальных
граней функции f обозначим через Gf и Sf соответственно. Множество
максимальных граней функции f, которые содержат вершину α̃ ∈ Nf ,
обозначим через Sf (α̃).

Вершина куба называется собственной для комплекса граней функ-
ции, если только одна грань комплекса содержит эту вершину.

Для булевой функции f введём следующие обозначения:
l(f) и L(f) — длина кратчайшего и сложность L-минимального ком-

плексов граней;
lL(f) — максимальная длина L-минимального комплекса функции f ;
Ml(f) иML(f) —множества кратчайших и L-минимальных комплек-

сов.
Используемые, но не определяемые здесь понятия можно найти в ра-

ботах [1, 4, 5].
Целую часть и верхнюю целую часть числа x будем обозначать через

⌊x⌋ и ⌈x⌉ соответственно. Под log всюду понимается логарифм по осно-
ванию 2. Через o(1) всюду обозначаем величину, стремящуюся к нулю
при n → ∞, а через Θ(ϕ(n)) для функции ϕ(n) > 0 всюду обозначаем
произвольную функцию ψ(n) > 0, для которой существуют такие кон-
станты c1 > 0 и c2 > 0, что c1ϕ(n) 6 ψ(n) 6 c2ϕ(n) при n→∞.

Обозначим через ‹Pn подмножество функций из Pn, которое содер-
жит почти все функции n переменных [1,4] и имеет следующие свойства
k-мерных граней и комплексов граней.

(i) Число допустимых граней при k 6 k0 = ⌈log n⌉ и k2 = ⌊log log n⌋
оценивается следующим образом:

gk(f) ∼ ḡk(n) =
Ç
n

k

å
2n−k−2k ,

g(f) ∼ ḡk2(n) + ḡk2+1(n) = 2nnlog logn(1+o(1))

и gk(f) = 0 при k > k0. Следовательно, |Nf | = g0(f) ∼ ḡ0(n) = 2n−1 и чис-
ло вершин функции, которые содержатся в гранях функции размерности
больше k1 = ⌈log log n+ log log log n⌉, не превосходит 2nn− log logn·(1−o(1)).
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(ii) Число максимальных граней при k 6 k0 удовлетворяет соотноше-
ниям

sk(f) ∼ s̄k(n) =
Ç
n

k

å
2n−k−2k(1− 2−2k)

n−k
,

s(f) ∼ s̄k2(n) + s̄k2+1(n) = 2nnlog logn(1+o(1)).

Следовательно, почти все максимальные грани функции имеют размер-
ность k2 или k2 +1 и почти все k-мерные грани функции являются мак-
симальными при k > k2, так как gk(f) ∼ sk(f).

(iii) Для минимальных и кратчайших комплексов граней асимптоти-
чески равны длины и сложности: lL(f) ∼ l(f) ∼ l̄n и L(f) ∼ nl(f), где
l̄n ∼ c̄n2

n/(log n log log n) — среднее значение длины кратчайшего ком-
плекса граней функции и 1 6 c̄n 6 Θ(1). В [10] получена верхняя оценка
c̄n 6 ω(n), где функция ω(n) колеблется между 1,38826 . . . и 1,54169 . . .
в зависимости от дробной части log log n+ log log log n.

При поиске решения задачи минимизации булевой функции локаль-
ные методы, которые имеют приемлемую трудоёмкость, позволяют толь-
ко сократить вычислительные затраты. Специальные оптимизационные
задачи для нахождения минимальной ДНФ или минимальной сложности
преобразований для упрощения ДНФ в общем случае сводятся к задачам
оптимизации из второго уровня полиномиальной иерархии [9, 11].

Соотношения между множествами минимальных комплексов граней
(ДНФ) и отношение сложности комплексов булевой функции, минималь-
ных относительно различных мер сложности, исследовались для мер
сложности l, L и La,b [2,4]. Множества кратчайших и минимальных ком-
плексов могут совпадать, пересекаться и не пересекаться при n > 5.
Множества L- и La,b-минимальных комплексов могут не пересекаться
при n > 7. Максимум отношения сложности для кратчайших комплек-
сов и для минимальных и кратчайших комплексов булевой функции мо-
жет быть асимптотически равен n

2 при n→∞. При этом для почти всех
функций сложности и длины минимальных и кратчайших комплексов
асимптотически равны. Отношение сложности комплексов функции для
линейной меры сложности на множестве кратчайших комплексов может
быть равно Θ(n), а на множестве комплексов минимальных относитель-
но другой линейной меры сложности — Θ(1).

В [6] построен класс функций n переменных, который имеет дважды
экспоненциальную мощность и единственный кратчайший комплекс,
не принадлежащий множеству экспоненциальной мощности комплексов,
минимальных относительно мер сложности, которые представляются по-
линомами с положительными коэффициентами. Для квазициклических
функций n переменных [7] получены экспоненциальные нижние оценки
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характеристик, определяющих неприменимость локальных методов со-
кращения вычислительных затрат при минимизации, и дважды экспо-
ненциальные нижние оценки числа структурно различных минимальных
комплексов граней.

1. Свойства аддитивных мер сложности

Множества неотрицательных вещественных и целых чисел обозначим
через R

+
0 и Z

+
0 соответственно.

Множество функций ϕ : Z+
0 ×Z

+
0 → R

+
0 , которые удовлетворяют усло-

виям неотрицательности и монотонности: ϕ(i, j) > 0, ϕ(i+ 1, j) > ϕ(i, j)
и ϕ(i, j + 1) > ϕ(i, j), обозначим через Φ.

Лемма 1. Мера сложности L принадлежит Λ+ тогда и только тогда,

когда есть функция ϕL ∈ Φ такая, что L(g) = ϕL(L0(g), L1(g)) для любой

грани g .

Так как число различных пар (i, j) ∈ Z
+
0 × Z

+
0 , где 0 6 i + j 6 n,

равно
(n+1

2

)
, из леммы 1 следует, что для любой меры сложности L ∈ Λ+

грани ранга не более n принимают не более чем
(n+1

2

)
различных значе-

ний сложности.
Отличие взвешенной задачи нахождения минимального покрытия от

задачи нахождения кратчайшего покрытия заключается в том, что лю-
бое неприводимое покрытие может быть единственным минимальным
покрытием при определённых значениях сложности покрывающих под-
множеств. Например, если сложность неприводимого покрытия меньше,
чем сложность любого множества, не входящего в неприводимое покры-
тие. Задача минимизации булевых функций является задачей о мини-
мальном покрытии с ограничением на число различных значений слож-
ности покрывающих множеств. Число функций n переменных, которые
имеют Θ(n2) максимальных граней различной сложности, не превосхо-
дит

( 3n

Θ(n2)

)
6 2Θ(n3). Остальные функции имеют не более чем

(n+1
2

)
под-

множеств максимальных граней одинаковой сложности.
Для типичных функций максимальные грани имеют размерность не

более k0 и почти все единичные вершины содержатся в поясе куба Hn
h ,

где h/
√
n → ∞ при n → ∞. Поэтому почти все единичные вершины

содержатся в максимальных гранях, для которых число различных зна-
чений сложности не превышает 2hk0 6 Θ(

√
nlog2n).

Для функции ϕ ∈ Φ значения max
06i+j6n

ϕ(i, j), min
i,j∈Inh

ϕ(i, j) и max
i,j∈Inh

ϕ(i, j)

обозначим через ϕ(n), ϕ(n, h) и ϕ(n, h) соответственно.
Максимальная сложность L грани в кубе Bn совпадает с максималь-

ной сложностью грани ранга n, т. е. ϕL(n) = max
i=0,...,n

ϕL(i, n − i).
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Из монотонности функции ϕ следуют равенства ϕ(n, h) = ϕ(imin, imin)
и ϕ(n, h) = ϕ(imax, imax), где imin = ⌈n2 − h⌉ и imax = ⌊n2 + h⌋.

Значения ϕ(n) и ∂ϕ(n) = ϕ(n, n) − ϕ(n − 1, n − 1) будем называть
порядком и скоростью роста функции ϕ ∈ Φ при n→∞.

Определим подмножества функций Φ в зависимости от порядка роста
функции ϕ при n→∞:

Φc — ограниченный рост, если ϕ(n) 6 Θ(1);

Φp — полиномиальный рост, если ϕ(n) 6 nΘ(1) и ϕ(n)→∞;

Φe — экспоненциальный рост, если ϕ(n) 6 en
Θ(1)

и lnϕ(n)/ ln n→∞.
Множества функций Φc, Φp и Φe определяют множества аддитивных

мер сложности, которые обозначим через Λc+, Λ
p
+ и Λe+ соответственно.

Отметим, что так как ϕ(n) 6 ϕ(n, n) 6 ϕ(2n), то ϕ(n) не превосходит
Θ(1), или nΘ(1) и ϕ(n)→∞, или en

Θ(1)
и lnϕ(n)/ln n→∞ эквивалентно

выполнению таких же условий для ϕ(n, n).
Примеры функций из множеств Φc, Φp и Φe соответственно таковы:
(i) ϕ(i, j) = min{c, ai+ bj + 1}, ϕ(i, j) = c

(
1− 1

ai+bj+1

)
;

(ii) ϕ(i, j) = ai2 + bj2 + cij, ϕ(i, j) = (i+ j + 1)c−1/(i+j+1);

(iii) ϕ(i, j) = (ai+ bj + c)lnmax(1,(ai+bj+c)), ϕ(i, j) = aei
2
+ bej

2
+ ceij ,

где a, b, c > 0.
Множество последовательностей {xn | 0 6 xn 6 xn+1, n > 1} обо-

значим через P. Множество последовательностей {xn} ∈ P, для которых
xn → c, где c > 0, или xn → ∞ при n → ∞, обозначим через Pc или P∞
соответственно. Множество последовательностей {hn} ∈ P, для которых
0 < hn <

n
2 при n > 1, обозначим через Ph. Множество последователь-

ностей {εn}, для которых 0 6 εn < 1 при n > 1 и εn = o(1) при n → ∞,
обозначим через Eo.

Для последовательностей {an} ∈ P и {hn} ∈ Ph множество функций
ϕ ∈ Φ, для которых выполняется условие: если in, jn ∈ Inhn для n > 1,
то ϕ(in, jn) ∼ an при n→∞, обозначим через Φ(an, hn).

Лемма 2. (i) Для любой последовательности {an} ∈ P выполняется:

или {an} ∈ P∞, или {an} ∈ Pc, и тогда 0 6 an 6 c для n > 1 и an ∼ c
при n→∞. При этом P0 содержит только нулевую последовательность,

т. е. an = 0 для любого n.
(ii) Если {an} ∈ Pc, {xn} ∈ P и xn ∼ an при n → ∞, то {xn} ∈ Pc

и xn 6 c для любого n.
(iii) Если {an} ∈ Pc, {εn} ∈ Eo и ξ(t) ∈ M — непрерывная функция,

то ξ(an(1± εn)) ∼ ξ(an) ∼ ξ(c) при n→∞.
(iv) Если ϕ ∈ Φc и ϕ 6≡ 0, то ϕ ∈ Φ(cϕ, hn), где cϕ > 0, для любой

последовательности {hn} ∈ Ph такой, что hn →∞ при n→∞.
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Из леммы 2(ii) следует, что если {xn} ∈ P и xn = o(1) при n→∞,
то xn = 0 для n > 1 и {xn} ∈ P0. Отметим, что последовательность
{xn} ∈ P0 может быть получена при суперпозиции ненулевых функций
ξ1, ξ2 ∈ M. Если ξ1(t) = 0 для 0 6 t 6 C и ξ2(t) 6 C для любого t ∈ R

+
0 ,

то ξ1(ξ2(t)) ≡ 0 и выполняется {xn = ξ1(ξ2(an))} ∈ P0 для любой после-
довательности {an} ∈ P.

Из леммы 2(iv) вытекает, что если ϕ ∈ Φc, то {ϕ(in, jn)} ∈ Pcϕ для
любых in, jn →∞ при n→∞.

Подмножество функций f ∈ Pn, для которых Nf ⊆ Hn
h , где 0 6 h 6 n

2 ,
обозначим через Pn,h.

В лемме 3 получены свойства функций из множества Φ(an, hn) и со-
ответствующих им мер сложности для {hn} ∈ Ph.

Лемма 3. (i) Если ϕ ∈ Φ и ϕ 6≡ 0, то ϕ ∈ Φ(an, hn) для некоторых

последовательностей {an} ∈ P и {hn} ∈ Ph тогда и только тогда, когда

ϕ(n, hn)/ϕ(n, hn) ∼ 1 при n→∞.
(ii) Если ϕL ∈ Φ(an, hn) и ϕL 6≡ 0 для меры сложности L ∈ Λ+,

то для любой функции f из множества Pn,hn выполняется L(f) ∼ anl(f)
и lL(f) ∼ l(f) при n→∞.

Обозначим через Φ̃(hn) подмножество функций ϕ ∈ Φ таких, что для
последовательности {hn} ∈ Ph и некоторой последовательности {an} ∈ P

выполняется ϕ ∈ Φ(an, hn).
Так как

⌊
n
2

⌋
∈ Inhn для любой последовательности {hn} ∈ Ph, из лем-

мы 3(i) следует, что an ∼ ϕ
(⌊

n
2

⌋
,
⌊
n
2

⌋)
при n → ∞ для любой функ-

ции ϕ ∈ Φ(an, hn). Поэтому ϕ ∈ Φ
(
ϕ
(⌊

n
2

⌋
,
⌊
n
2

⌋)
, hn

)
для любой функции

ϕ ∈ Φ̃(hn).

Подмножество функций ϕ ∈ Φ̃(hn), которые содержатся в Φc, Φp

или Φe, обозначим через Φ̃c(hn), Φ̃
p(hn) или Φ̃e(hn) соответственно.

Множество функций ξ(t1, . . . , tr), где ti ∈ R
+
0 для i = 1, . . . , r и r > 1

таких, что ξ(t1, . . . , tr) > 0 и ξ(t′1, . . . , t′r) > ξ(t1, . . . , tr), если t′i > ti
для i = 1, . . . , r, т. е. функции неотрицательные и неубывающие, обозна-
чим через M.

Подмножество функций ξ(t1, . . . , tr) ∈M таких, что для любых после-

довательностей
{
x
(k)
n

}
,
{
a
(k)
n

}
∈ P и x

(k)
n ∼ a

(k)
n , где k = 1, . . . , r и r > 1,

выполняется ξ
(
x
(1)
n , . . . , x

(r)
n

)
∼ ξ

(
a
(1)
n , . . . , a

(r)
n

)
при n → ∞, обозначим

через M
∗.

Замечание 1. Если последовательности
{
x
(k)
n

}
,
{
a
(k)
n

}
∈ P, а также{

ε
(k)
n

}
∈ Eo при k = 1, . . . , r таковы, что x(k)n ∼ a(k)n при n→∞ и

a(k)n

(
1− ε(k)n

)
6 x(k)n 6 a(k)n

(
1 + ε(k)n

)
, n > 1,
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то для εn = max
k=1,...,r

ε
(k)
n , n > 1, выполняется {εn} ∈ Eo и при k = 1, . . . , r

a(k)n (1− εn) 6 x(k)n 6 a(k)n (1 + εn), n > 1.

Для функции ξ(t1, . . . , tr) ∈M и набора σ̃ ∈ Br определим меру слож-
ности Lξ,σ̃ ∈ Λ+ соотношением Lξ,σ̃(g) = ξ(Lσ1(g), . . . , Lσr (g)) для любой
грани g. Мере сложности Lξ,σ̃ соответствует функция ϕξ,σ̃(i, j) ∈ Φ, ко-
торая получается из функции ξ заменой переменной tk на переменную i,
если σk = 0, и на переменную j, если σk = 1, для k = 1, . . . , r.

Подмножество функций Φ, которое для функции ξ(t1, . . . , tr) ∈ M

содержит функции ϕξ,σ̃(i, j) для любого σ̃ ∈ Br, обозначим через Φξ.
Для подмножества Z ⊆ M множество функций

⋃
ξ∈Z

Φξ ⊆ Φ обозначим

через Φ(Z).

Определим множество функций M0 = M
(1)
0 ∪M

(2)
0 ⊂M, где

M
(1)
0 = {t+ c, max(0, t− c), ct, max(0, ln t), tc} для c > 0,

M
(2)
0 = {t1 + t2, t1t2, max(t1, t2), t1(1− 1/max(1, t2))}.

Замыкание подмножества функций M
′ ⊆ M относительно операции

суперпозиции обозначим через [M′].

Лемма 4. (i) Множество функций M
∗ замкнуто относительно опера-

ции суперпозиции и [M0] ⊂M
∗.

(ii) Если ξ ∈M
∗, то ϕ ∈ Φ̃(hn) при n→∞ для ϕ ∈ Φξ и hn = o(n).

(iii) Если ψ ∈ Φ([M0]), то имеют место соотношения ψ(n, n) → ∞,
ψ(n, n) 6 nΘ(1), ∂ψ(n, n) 6 ψ(n, n)Θ(n−1) при n → ∞ и, следовательно,

Φ([M0]) ⊂ Φp.

Для функций множества M\M∗ определим подмножество M
∗(wn, εn),

где {wn} ∈ P∞ и {εn} ∈ Eo, которое содержит функции ξ(t1, . . . , tr) ∈
M \M∗, где r > 1, удовлетворяющие следующему условию: для любых{
x
(k)
n

}
,
{
a
(k)
n

}
∈ P таких, что a(k)n 6 wn и a(k)n (1− εn) 6 x

(k)
n 6 a

(k)
n (1 + εn)

для k = 1, . . . , r, выполняется

ξ
(
x(1)n , . . . , x(r)n

)
∼ ξ

(
a(1)n , . . . , a(r)n

)
при n→∞.

Лемма 5. (i) Для непрерывной и дифференцируемой при t > 0 функ-

ции ξ(t) ∈ M и последовательностей {an} ∈ P∞, {εn} ∈ Eo при n → ∞
имеем

ξ(an(1− εn)) ∼ ξ(an(1 + εn)), если anεnd̄ξ(an, εn) = o(1),

ξ(an(1− εn))(1 + Θ(1)) 6 ξ(an(1 + εn)), если anεndξ(an, εn) > Θ(1),

где d̄ξ(an, εn) и dξ(an, εn) — максимальное и минимальное значения функ-

ции |(ln ξ(t))′| для t ∈ [an(1− εn), an(1 + εn)].
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(ii) Если ξ(t) = tln
c max(1,t) и c > 0, то ξ(t) ∈ M

∗(wn, εn) для wn 6 nlnn

и εn = n−δ, где δ > 0.
(iii) Если ξ(t) = et

c
и 0 < c < 1, то ξ(t) ∈ M

∗(wn, εn) для wn 6 Θ(n)
и εn = o(n−c).

Множество граней функции f ∈ Pn, для которых мера сложности
L ∈ Λ+ не превосходит c > 0, обозначим через Gnf,L(c).

В L-минимальном комплексе каждая грань положительной сложно-
сти содержит собственную вершину. Следовательно, l(f) 6 |Nf | и lL(f) 6
|Nf |+ |Gnf,L(0)|.

Для граней булевых функций, которые имеют ограниченную слож-
ность, справедлива

Лемма 6. Если L ∈ Λ+ и ϕL 6≡ 0, то

(i) для функции f ∈ Pn, не имеющей граней размерности больше k,
и при ϕL(ic, jc) > c > 0 для n > nc = ic + jc верны соотношения

Gnf,L(c) ⊆ G
(
Sn0,k+jc−1 ∪ Snn−k−ic+1,n

)
,

∣∣Gnf,L(c)
∣∣ < 2(2n)k+max{ic,jc}.

(ii) для f ∈ ‹Pn, ϕL(i0, j0) > 0 и k0 = ⌈log n⌉ при n→∞
Gnf,L(0) ⊆ G

(
Sn0,k0+j0−1 ∪ Snn−k0−i0+1,n

)
,

∣∣Gnf,L(0)
∣∣ 6 nlogn(1+o(1)).

2. Основные результаты

Теорема 1. Если мера сложности L ∈ Λ+ такова, что ϕL ∈ Φ̃(hn)
и ϕL(n) 6 en

c
, где hn = ⌈n2/3log−1n⌉ и c < 1

3 , то

L(f) ∼ ϕL
(⌊n

2

⌋
,
⌊n
2

⌋)
l(f), lL(f) ∼ l(f) ∼ l̄n (1)

для функции f ∈ ‹Pn при n → ∞, где l̄n — средняя длина кратчайшего

комплекса функции множества ‹Pn.
Теорема 2. Для функции f ∈ ‹Pn и меры сложности L ∈ Λ+ при

n→∞ выполняется

L(f) ∼ ϕL
(⌊n

2

⌋
,
⌊n
2

⌋)
l(f), lL(f) ∼ l(f) ∼ l̄n, (2)

если (i) ϕL ∈ Φc, или (ii) ϕL ∈ Φ([M0]) ⊂ Φp, или (iii) ϕL = ξ(ψ) ∈ Φe

для ψ ∈ Φ([M0]) ⊂ Φp и ξ(t) = eln
c+1 max(1,t), где c > 0, или ξ(t) = et

c
,

где 0 < c < 1
3 и ψ(n) 6 Θ(n).

Длямеры сложности L ∈ Λ+,функции f ∈ Pn и подмножества A ⊂ Bn

введём следующие обозначения:
L∩(f,A,M) =

∑
g∈M,
g∩A 6=∅

L(g) — сложность граней комплекса M функ-

ции f, которые пересекаются с множеством A;
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L∩(f,A) = min
M∈ML(f)

L∩(f,A,M) — минимальная сложность граней,

которые пересекаются с множеством A и содержатся в одном минималь-
ном комплексе функции f.

Полученные в теореме 2 результаты для функций f ∈ ‹Pn основаны
на выполнении соотношений

L(f) ∼ L∩
(
f,Hn

hn

)
, L∩

(
f,Bn \Hn

hn

)
= o(L(f))

при n→∞, если hn = n2/3log−1n и мера сложности L определяется лю-
бой функцией ϕL ∈ Φc ∪ Φ([M0]) или некоторыми функциями ϕL ∈ Φe,
для которых ϕL(n) 6 eΘ(nc) и 0 < c < 1

3 . Если мера сложности L опре-
деляется функцией ϕL ∈ Φe, для которой ϕL(n) = eΘ(nc) и c > 1, то воз-
можна качественно другая ситуация.

Теорема 3. Есть меры сложности L ∈ Λe+ такие, что ϕL(n) = eΘ(nc),
где c > 1, и для почти всех булевых функций f ∈ Pn при n→∞ выпол-

няется

L
(
f,Hn

hn

)
= o(L(f)), L(f) ∼ L

(
f,Bn \Hn

hn

)
, где hn =

⌈εn
2

⌉
.

При этом асимптотика сложности L-минимального комплекса определя-

ется гранями, которые содержат не более чем
∣∣Bn \Hn

hn

∣∣ 6 (1 + δε)
n вер-

шин, если константы ε и δε удовлетворяют условиям 0 < ε < 2
c−1
c −1 < 1

и 0 < δε < 1− (1 + ε)/2
c−1
c < 1.

Для аддитивных мер сложности свойства минимальных комплексов
почти всех булевых функций зависят от порядка и скорости роста слож-
ности граней. Однако для получения асимптотики сложности минималь-
ных комплексов недостаточно только ограничения для порядка роста
сложности граней. Характеристики различия сложности граней функ-
ции могут быть использованы для оценки методов минимизации булевых
функций из специальных классов.

Отметим, что для функционалов сложности граней, определяемых
произвольными функциями множества M, возникает проблема оценки
порядка и скорости роста при n→∞.

Пусть функция ξT,V(t) ∈ M определяется последовательностями чи-
сел T и непрерывных функций V следующим образом:

T = {tn ∈ R
+
0 | t0 = 0, tn−1 < tn, n > 1, и tn →∞ при n→∞};

V = {vn(t) ∈M, n > 1} и v1(0) = 0;
ξT,V(0) = 0;
ξT,V(t) = ξT,V(tn−1) + vn(t)− vn(tn−1) для tn−1 6 t 6 tn, n > 1.

Из этого определения следует, что ξT,V(tn) =
n∑
i=1

vi(ti) для n > 1.
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Очевидно, что ξT,V ∈ M, так как все функции из множества V со-
держатся в M, и ξT,V непрерывна, поскольку непрерывны все функции
из множества V. При этом возникают вопросы об определении свойств
функции ξT,V таких, как
• принадлежностьфункции ξT,V множеству M

∗, если функции из мно-
жества V содержатся в M

∗ или имеют одинаковый порядок роста и асимп-
тотически различную скорость роста;
• порядок роста функции ξT,V, если функции из множества V мо-

гут иметь различный, например, полиномиальный или экспоненциаль-
ный порядок роста.

3. Доказательства

Доказательство леммы 1. Грань куба Bn, в которой координа-
ты с номерами 1, . . . , i равны 0, а координаты с номерами i+ 1, . . . , i+ j
равны 1, и элементарную конъюнкцию x̄1 . . . x̄ixi+1 . . . xi+j обозначим че-
рез gni,j и Ki,j соответственно. Из эквивалентности аналитической и гео-
метрической моделей следует, что L

(
gni,j

)
= L

(
Ki,j

)
для любой меры

сложности L. Любая элементарная конъюнкция K, в которой i + j пе-
ременных, L0(K) = i и L1(K) = j, изоморфна элементарной конъюнк-
ции Ki,j. Любая грань g ⊂ Bn, для которой i = L0(g), j = L1(g) и ранг
i+ j 6 n, изоморфна грани gni,j.

Для меры сложности L определим функцию ϕL : Z
+
0 × Z

+
0 → R

+
0 со-

отношением ϕL(i, j) = L(Ki,j), т. е. ϕL(i, j) = L
(
gni,j

)
для n > i + j.

Из неотрицательности и монотонности меры сложности L следуют свой-
ства неотрицательности и монотонности функции ϕL. Тогда ϕL ∈ Φ.

Для функции ϕL ∈ Φ определим аддитивный функционал L на мно-
жестве комплексов граней: L(g) = ϕL(L0(g), L1(g)) для любой грани g
и сложность комплекса граней есть суммарная сложность граней. Для
функционала L из свойств функции ϕL следует выполнение аксиом неот-
рицательности и монотонности, а выполнение аксиомы инвариантности
следует из зависимости функционала ϕL только от значений L0(g)
и L1(g) для любой грани g. Выполнение аксиомы выпуклости следует
из аддитивности функционала L и неотрицательности функции ϕL. То-
гда L ∈ Λ+. Лемма 1 доказана.

Доказательство леммы 2. (i) Если {an} /∈ P∞, то an 6 Θ(1) при
n → ∞ и {an} монотонно неубывающая. Тогда существует константа c
такая, что an → c при n → ∞, так как если an > c для некоторого n,
то an+t > an > c для любого t > 0. Следовательно, {an} ∈ Pc и an 6 c
для n > 1.

(ii) Из того, что {an} ∈ Pc и xn ∼ an при n→∞, следует, что последо-
вательность {xn} ограничена. Тогда {xn} ∈ Pc̃ для некоторой константы
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c̃ > 0. Если c̃ 6= c, то |xn − an| ∼ |c̃ − c| > 0, что противоречит условию
xn ∼ an при n→∞.

(iii) Для последовательностей {an} ∈ Pc и {εn} ∈ Eo из п.(ii) сле-
дует, что an(1 ± εn) ∼ an ∼ c, и тогда для непрерывной функции ξ(t)
выполняется ξ(an(1± εn)) ∼ ξ(an) ∼ ξ(c) при n→∞.

(iv) Последовательность {an = ϕ(n, n)} является монотонно неубыва-
ющей и ограниченной, следовательно, {ϕ(n, n)} ∈ Pcϕ , где cϕ > 0. По-
кажем, что для любых последовательностей {in} и {jn}, где in, jn ∈ Z

+
0 ,

in < in+1 и jn < jn+1 для n > 1, имеет место {ϕ(in, jn)} ∈ Pcϕ . Предполо-
жим, что для некоторого ε > 0 есть возрастающие последовательности{
i∗k
}

и
{
j∗k
}

такие, что i∗k ∈ {in}, i∗k < i∗k+1 и j∗k ∈ {jn}, j∗k < j∗k+1 для k > 1

т. е. i∗k →∞ и j∗k → ∞ при k →∞ , для которых ϕ
(
i∗k, j

∗
k

)
6 cϕ − ε. Так

как ϕ(n, n) ∼ cϕ, имеем ϕ(nε, nε) > cϕ − ε для некоторого nε. Тогда
найдётся такое значение kε, что i∗k > nε и j∗k > nε для k > kε, следова-
тельно, ϕ

(
i∗k, j

∗
k

)
> ϕ(nε, nε) > cϕ − ε для k > kε; противоречие. Лемма 2

доказана.

Доказательство леммы 3. (i) Для функции ϕ ∈ Φ и любых неот-
рицательных целых i, j ∈ Inhn выполняется ϕ(n, hn) 6 ϕ(i, j) 6 ϕ(n, hn).
Тогда если ϕ ∈ Φ(an, hn), то ϕ(in, jn) ∼ an для любых in, jn ∈ Inhn , т. е.

ϕ(n, hn) ∼ ϕ(n, hn) ∼ an, ϕ(n, hn)/ϕ(n, hn) ∼ 1;

если ϕ(n, hn)/ϕ(n, hn) ∼ 1, то ϕ(n, hn) 6 ϕ(in, jn) 6 ϕ(n, hn) для любых
in, jn ∈ Inhn , т. е.

ϕ(n, hn) ∼ ϕ(in, jn) ∼ ϕ(n, hn) ∼ an.
(ii) Из условия леммы следует, что для любой грани g ∈ G(f) любой

функции f ∈ Pn,hn выполняется L(g) ∼ an > c > 0 при n→∞. Тогда

l(M) > l(f), L(M) > l(M)an(1− o(1)) > l(f)an(1− o(1))
для любого комплекса граней M функции f ∈ Pn,hn , т. е.

L(f) > l(f)an(1− o(1)).
Так как l(M) = l(f) и L(M) ∼ l(f)an для любого кратчайшего комплек-
са M ∈ Ml(f), нижняя оценка для L(f) асимптотически достижима
и L(f) ∼ anl(f).

Предположение, что lL(f) > l(f)(1 + ε), где ε > 0, означает, что для
некоторого комплекса M ∈ ML(f) выполняется L(M) = L(f) и l(M) >
l(f)(1 + ε). Тогда

L(M) ∼ l(M)an > l(f)(1 + ε)an ∼ L(f)(1 + ε),

т. е. M /∈ ML(f); противоречие. Следовательно, lL(f) ∼ l(f). Лемма 3
доказана.
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Доказательство леммы 4. (i) Пусть для r > 1 и k = 1, . . . , r функ-

ции ξ(t1, . . . , tr), ξk
(
t
(k)
1 , . . . , t

(k)
sk

)
содержатся в M

∗ и два набора последо-

вательностей
{
x
(k,j)
n

}
,
{
a
(k,j)
n

}
∈ P, j = 1, . . . , sk, таковы, что x(k,j)n ∼ a(k,j)n

при n→∞. Для k = 1, . . . , r обозначим через
{
y
(k)
n

}
и
{
b
(k)
n

}
последова-

тельности

y(k)n = ξk
(
x(k,1)n , . . . , x(k,sk)n

)
, b(k)n = ξk

(
a(k,1)n , . . . , a(k,sk)n

)
, n > 1.

Из соотношений
{
x
(k,j)
n

}
,
{
a
(k,j)
n

}
∈ P и ξk ∈M

∗ для k = 1, . . . , r следу-
ет, во-первых, неотрицательность и монотонность последовательностей{
y
(k)
n

}
и
{
b
(k)
n

}
, т. е.

{
y
(k)
n

}
,
{
b
(k)
n

}
∈ P, и, во-вторых, наличие эквивалент-

ности y
(k)
n ∼ b

(k)
n при n → ∞. Тогда для функции ξ ∈ M

∗ выполняется
ξ
(
y
(1)
n , . . . , y

(r)
n

)
∼ ξ

(
b
(1)
n , . . . , b

(r)
n

)
при n→∞ и ξ(ξ1, . . . , ξk) ∈M

∗.
Стало быть, множество функций M

∗ замкнуто относительно операции
суперпозиции и для доказательства [M0] ⊂M

∗ достаточно показать, что

M0 = M
(1)
0 ∪M

(2)
0 ⊂M

∗.

Для функции ξ(t) ∈M
(1)
0 ⊂M покажем, что если последовательности

{an} ∈ P и {εn} ∈ Eo таковы, что an(1− εn) 6 xn 6 an(1 + εn) при n > 1,
то

ξ(an(1− εn)) 6 ξ(xn) 6 ξ(an(1 + εn)) при n→∞.
Для {an} ∈ Pc справедливость утверждения следует из леммы 2(iii).

Для {an} ∈ P∞, т. е. an →∞ при n→∞, рассмотрим следующие случаи.

(a) Если ξ(t) ∈ {t+ c,max(0, t− c)}, где c > 0, то

ξ(an(1± εn))/ξ(an) = (an(1± εn)± c)/(an ± c) ∼ 1.

Если ξ(t) = ct, то ξ(an(1± εn))/ξ(an) = 1± εn ∼ 1.

(b) Если ξ(t) = max(0, ln t), то

|ξ(an(1± εn))− ξ(an)| =
∣∣∣∣ ln

max(1, an(1± εn))
max(1, an)

∣∣∣∣ 6 | ln(1± εn)| = o(1).

(c) Если ξ(t) = tc, где c > 0, то

ξ(an(1± εn))/ξ(an) = (an(1± εn))c/(an)c ∼ 1.

Для функции ξ(t1, t2) ∈M
(2)
0 ⊂M рассмотрим два следующих случая.

(a) Если ξ(t1, t2) ∈ {t1 + t2, t1t2, max(t1, t2)} ⊂M
(2)
0 ⊂M и z > 0, то

ξ(zt1, zt2) = z2ξ(t1, t2) при ξ(t1, t2) = t1t2;

ξ(zt1, zt2) = zξ(t1, t2) при ξ(t1, t2) ∈ {t1 + t2, max(t1, t2)}.
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Для функции ξ(t1, t2), последовательностей
{
a
(i)
n

}
,
{
x
(i)
n

}
∈ P, i = 1, 2,

и {εn} ∈ Eo таких, что

a(i)n ∼ x(i)n , a(i)n (1− εn) 6 x(i)n 6 a(i)n (1 + εn), i = 1, 2

и εn = o(1) (см. замечание 1), в силу неравенств

(1− εn)2 6 1− εn 6 1 + εn 6 (1 + εn)
2

выполняется

(1− εn)2ξ
(
a(1)n , a(2)n

)
6 ξ

(
a(1)n (1− εn), a(2)n (1− εn)

)
6 ξ

(
x(1)n , x(2)n

)

6 ξ
(
a(1)n (1 + εn), a

(2)
n (1 + εn)

)
6 (1 + εn)

2ξ
(
a(1)n , a(2)n

)
.

Тем самым ξ
(
x
(1)
n , x

(2)
n

)
∼ ξ

(
a
(1)
n , a

(2)
n

)
при n→∞ и ξ ∈M

∗.

(b) Если ξ(t1, t2) = t1(1−1/max(1, t2)) ∈M
(2)
0 ,то ξ(t1, t2) = ϕ(t1, ψ(t2)),

где ϕ(t1, t2) = t1t2 ∈ M
∗ и ψ(t) = 1 − 1/max(1, t) ∈ M. Для функции

ψ(t) ∈ M и любых последовательностей {εn} ∈ Eo, {an}, {xn} ∈ P таких,
что an(1− εn) 6 xn 6 an(1 + εn), при n→∞ выполняется

|ψ(an(1± εn))− ψ(an)| =
∣∣∣∣

1

an(1± εn)
− 1

an

∣∣∣∣ =
εn

an(1± εn)
= o(1).

Следовательно, ψ ∈ M
∗ и функция ξ, как суперпозиция функций из за-

мкнутого множества M
∗, содержится в M

∗.

(ii) Функции ϕ(t1, . . . , tr) ∈ Φξ соответствует мера сложности Lϕ ∈ Λ+

такая, что Lϕ(g) = ξ(Lσ1(g), . . . , Lσr(g)) для любой грани g, получаемая
подстановкой Lσi(g) вместо переменной ti, где σi ∈ {0, 1} и i = 1, . . . , r.
Для любой грани g ⊂ Hn

hh
справедливо Lσi(g) ∼ n

2 для i = 1, . . . , r

и hn = o(n) при n → ∞. Следовательно, имеет место эквивалентность

ξ(Lσ1(g), . . . , Lσr(g)) ∼ ξ
(
n
2 , . . . ,

n
2

)
для любой функции ξ(t1, . . . , tr) ∈M

∗

и ϕ ∈ Φ̃(hn) для hn = o(n) при n→∞.
(iii) Для доказательства утверждения используем метод математиче-

ской индукции по уровню суперпозиции.

Базис индукции. Для ξ ∈M0 функция ψ ∈ Φ(M0) получается под-
становкой переменной i или j вместо переменной t1, если ξ = ξ(t1),
и подстановкой переменных {i, j} или {j, i} вместо переменных t1 и t2
соответственно, если ξ = ξ(t1, t2). Следовательно,

Φ(M0) = {i+ c,max(0, i − c), ci, ln i, ic, j + c,max(0, j − c), cj, ln j, jc}
∪ {i+ j, ij,max(i, j), i(1 − 1/j), j(1 − 1/i)}.
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Тогда для функции ψ ∈ Φ(M0) при n→∞ имеем

ψ(n, n) ∈ {n + c, n− c, cn, ln n, nc, n(1− n−1)},
∂ψ(n, n)/ψ(n, n) ∈ {(n+ c)−1, (n − c)−1, n−1,

ln(1 + (n− 1)−1)/lnn, (1 − (1− n−1)
c
), (n − 1)−1}.

Следовательно, ψ(n, n)→∞, ψ(n, n) 6 nΘ(1) и ∂ψ(n, n) 6 ψ(n, n)Θ(n−1)
при n→∞.

Индуктивный переход. Для ξ ∈ M0 функция ψ ∈ Φ(M0) полу-
чается подстановкой вместо переменной t1 функции ϕ1(i, j) или вместо
переменных t1 и t2 функций ϕ1(i, j) и ϕ2(i, j) соответственно. При этом
выполняются соотношения для k = 1, 2 и n→∞:

ϕk(n, n) 6 nΘ(1), ϕk(n, n)→∞,
∂ϕk(n, n) 6 ϕk(n, n)ckn

−1 = ϕk(n, n)Θ(n−1).
(3)

Функция ψ(i, j) = ξ(ϕ1(i, j)) или ψ(i, j) = ξ(ϕ1(i, j), ϕ2(i, j)) для функ-
ции ξ ∈M0 может иметь один из следующих видов:

ϕ1(i, j) + c, max(ϕ1(i, j) − c, 0), cϕ1(i, j), lnϕ1(i, j), ϕ
c
1(i, j),

ϕ1(i, j) + ϕ2(i, j), max(ϕ1(i, j), ϕ2(i, j)), ϕ1(i, j)(1 − 1/ϕ2(i, j)).

Если ξ ∈ M
(1)
0 , то ∂ψ(n, n) = ξ(ϕ1(n, n)) − ξ(ϕ1(n − 1, n − 1)), вы-

полняются соотношения (3) для k = 1 и при n → ∞ имеем следующие
случаи.

(a) Если ψ(i, j) = ϕ1(i, j) + c или ψ(i, j) = max(0, ϕ1(i, j) − c), то

ψ(n, n) = ϕ1(n, n)± c 6 nΘ(1), ψ(n, n)→∞,
∂ψ(n, n) = ∂ϕ1(n) 6 ϕ1(n, n)Θ(n−1) = ξ(ϕ1(n, n))Θ(n−1).

(b) Если ψ(i, j) = cϕ1(i, j), то

ψ(n, n) = cϕ1(n, n) 6 cnΘ(1) = nΘ(1),

∂ψ(n, n) = c∂ϕ1(n) 6 cϕ1(n, n)Θ(n−1) = ξ(ϕ1(n, n))Θ(n−1).

(c) Если ψ(i, j) = lnϕ1(i, j), то из ϕ1(n, n) ∼ ϕ1(n − 1, n − 1) и нера-
венства ln(t+ dt)− ln t 6 t−1dt, где t > 1 и dt > 0, следует, что

ψ(n, n) = lnϕ1(n, n) 6 ln(nΘ(1)) 6 nΘ(1), ψ(n, n)→∞,
∂ψ(n, n) = lnϕ1(n, n)− lnϕ1(n− 1, n− 1)

6 (ϕ1(n, n)− ϕ1(n− 1, n − 1))ϕ1
−1(n− 1, n − 1)

6 Θ(n−1)ϕ1(n, n)ϕ1
−1(n− 1, n− 1) 6 Θ(n−1) 6 ξ(ϕ1(n, n))Θ(n−1).
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(d) Если ψ(i, j) = ϕ1
c(i, j), то из ϕ1(n, n) ∼ ϕ1(n− 1, n− 1) и неравен-

ства (t+ dt)c − tc 6 c(t+ dt)ct−1dt, где t > 1 и dt > 0, вытекает, что

ψ(n, n) = ϕc1(n, n) 6 ncΘ(1) = nΘ(1), ψ(n, n)→∞,
∂ψ(n, n) = ϕ1

c(n, n)− ϕ1
c(n− 1, n − 1)

6 cξ(ϕ1(n, n))ϕ1
−1(n− 1, n − 1)(ϕ1(n, n)− ϕ1(n− 1, n − 1))

6 cξ(ϕ1(n, n))ϕ1
−1(n− 1, n − 1)ϕ1(n, n)Θ(n−1) = ξ(ϕ1(n, n))Θ(n−1).

Если ξ ∈M
(2)
0 , очевидно, что ψ(n, n) 6 nΘ(1), ψ(n, n)→∞ при n→∞,

а также

∂ψ(n, n) = ξ(ϕ1(n, n), ϕ2(n, n))− ξ(ϕ1(n− 1, n − 1), ϕ2(n− 1, n− 1)),

где для ϕ1 и ϕ2 выполняются (3) при k = 1, 2.
Тогда при n→∞ получаем следующие соотношения.

(a) Для функции ψ(i, j) = ϕ1(i, j) + ϕ2(i, j) выполняется

∂ψ(n) = ∂ϕ1(n) + ∂ϕ2(n) 6 ϕ1(n, n)c1n
−1 + ϕ2(n, n)c2n

−1

6 (ϕ1(n, n) + ϕ2(n, n))(c1 + c2)n
−1 = ψ(n, n)Θ(n−1).

(b) Для функции ψ(i, j) = ϕ1(i, j)ϕ2(i, j) имеем

∂ψ(n) = ∂ϕ1(n)ϕ2(n, n) + ∂ϕ2(n)ϕ1(n− 1, n− 1)

6 ϕ1(n, n)c1n
−1ϕ2(n, n) + ϕ2(n, n)c2n

−1ϕ1(n− 1, n− 1)

6 ϕ1(n, n)ϕ2(n, n)(c1n
−1 + c2n

−1) = ψ(n, n)Θ(n−1),

так как ϕ1(n− 1, n− 1) 6 ϕ1(n, n).

(c) Для функции ψ(i, j) = max(ϕ1(i, j), ϕ2(i, j)) выполняется

∂ψ(n) = max(ϕ1(n, n), ϕ2(n, n))−max(ϕ1(n− 1, n− 1), ϕ2(n − 1, n − 1)).

В случае ϕ2(n, n) 6 ϕ1(n, n) = ψ(n, n) получаем ∂ψ(n) = ∂ϕ1(n), если
ϕ1(n−1, n−1) > ϕ2(n−1, n−1), и ∂ψ(n) < ∂ϕ1(n), если ϕ1(n−1, n−1) <
ϕ2(n− 1, n − 1), и, следовательно,

∂ψ(n) = ∂ϕ1(n) 6 ϕ1(n, n)c1n
−1 = ψ(n, n)c1n

−1.

В случае ϕ1(n, n) 6 ϕ2(n, n) = ψ(n, n) аналогично получим

∂ψ(n) 6 ψ(n, n)c2n
−1.

Таким образом, ∂ψ(n) 6 ψ(n, n)max(c1, c2)n
−1 = ψ(n, n)Θ(n−1).



О минимизации булевых функций 131

(d) Для функции ψ(i, j) = ϕ1(i, j)(1 − 1/max{1, ϕ2(i, j)}) имеем при
ϕ2(n, n)→∞ и n→∞

ψ(n, n) = ϕ1(n, n)(1− ϕ2
−1(n, n)),

∂ψ(n) = ψ(n, n)∆ψ(n,ϕ1,ϕ2)/(ϕ1(n, n)(1 − ϕ2
−1(n, n)))

= (1 + o(1))ψ(n, n)∆ψ(n,ϕ1,ϕ2)/ϕ1(n, n),

где

∆ψ(n,ϕ1,ϕ2) =

= ϕ1(n, n)(1− ϕ2
−1(n, n))− ϕ1(n− 1, n − 1)(1 − ϕ2

−1(n− 1, n− 1))

6 ∂ϕ1(n) +
ϕ1(n, n)∂ϕ2(n, n)

ϕ2(n− 1, n− 1)ϕ2(n, n)
6 ∂ϕ1(n) +

ϕ1(n, n)Θ(n−1)

ϕ2(n− 1, n− 1)
,

так как ϕ1(n− 1, n− 1) 6 ϕ1(n, n) и ∂ϕ2(n) 6 ϕ2(n, n)Θ(n−1). Тогда

∆ψ(n,ϕ1,ϕ2)/ϕ1(n, n) 6
∂ϕ1(n)

ϕ1(n, n)
+

Θ(n−1)

ϕ2(n− 1, n − 1)
6 Θ(n−1).

Стало быть, ∂ψ(n) 6 (1 + o(1))ψ(n, n)Θ(n−1) = ψ(n, n)Θ(n−1). Лемма 4
доказана.

Доказательство леммы 5. (i) Для непрерывной и дифференциру-
емой функции ξ(t) ∈M и 0 < x < x+dx из теоремы Лагранжа о среднем
(формулы конечных приращений) следует, что

dx min
x6t6x+dx

ξ′(t) 6 ξ(x+ dx)− ξ(x) 6 dx max
x6t6x+dx

ξ′(t). (4)

Так как ξ′(t) = ξ(t)(ln ξ(t))′ и 0 6 ξ(an(1 − εn)) 6 ξ(t) 6 ξ(an(1 + εn)),
то для t ∈ [an(1− εn), an(1 + εn)] имеем

ξ(an(1− εn))dξ(an, εn) 6 ξ′(t) 6 ξ(an(1 + εn))d̄ξ(an, εn),

и тогда

0 6 2anεnξ(an(1− εn))dξ(an, εn) 6 ξ(an(1 + εn))− ξ(an(1− εn))
6 2anεnξ(an(1 + εn))d̄ξ(an, εn).

Таким образом, при n → ∞ для {an} ∈ P∞ получаем, что если имеет
место anεnd̄ξ(an, εn) = o(1), то

0 6 1− ξ(an(1− εn))/ξ(an(1 + εn)) = o(1),

ξ(an(1− εn)) ∼ ξ(an(1 + εn));

если anεndξ(an, εn) > Θ(1), то

ξ(an(1 + εn))/ξ(an(1− εn))− 1 > Θ(1),

ξ(an(1− εn))(1 + Θ(1)) 6 ξ(an(1 + εn)).
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(ii) Если ξ(t) = tln
c max(1,t) и {an} ∈ P∞, то (ln ξ(t))′ = (c + 1)t−1lnct

при t > 1, an(1− εn)→∞ при n→∞ и

d̄ξ(an, εn) 6 (c+ 1)(an(1− εn))−1lnc(an(1 + εn)) 6 Θ
(
a−1
n lncan

)
,

dξ(an, εn) > (c+ 1)(an(1 + εn))
−1lnc(an(1− εn)) > Θ

(
a−1
n lncan

)
.

Тогда для an 6 wn 6 nlnn, εn = n−δ, любых δ > 0 и c > 0 выполняется

anεnd̄ξ(an, εn) 6 Θ(εnln
can) 6 Θ(n−δln2cn) = o(1)

и ξ(an(1− εn)) ∼ ξ(an) ∼ ξ(an(1 + εn)) при n→∞.
Если an = nδ 6 nlnn, εn = ln−cn и δ, c > 0, то

anεndξ(an, εn) > Θ(εnln
can) = Θ(δc) = Θ(1)

и ξ(an(1 + εn)) > ξ(an(1− εn))(1 + Θ(1)) при n→∞.
Следовательно, ξ /∈M

∗ и ξ(t) ∈M
∗(wn, εn) для εn = n−δ, где δ > 0.

(iii) Если ξ(t) = et
c
, где 0 < c < 1, и {an} ∈ P∞, то (ln ξ(t))′ = ctc−1,

an(1− εn)→∞ при n→∞ и

d̄ξ(an, εn) = c(an)
c−1max((1− εn)c−1, (1 + εn)

c−1) 6 Θ
(
ac−1
n

)
,

dξ(an, εn) = c(an)
c−1min((1− εn)c−1, (1 + εn)

c−1) > Θ
(
ac−1
n

)
.

Тогда для an 6 wn = Θ(n) и εn = o(n−c) имеем

anεnd̄ξ(an, εn) 6 εnΘ
(
acn

)
6 o(n−c)Θ(nc) = o(1)

и ξ(an(1− εn)) ∼ ξ(an(1 + εn)) при n→∞.
Если an = Θ(n) и εn = Θ(n−c), то

anεndξ(an, εn) > εnΘ
(
acn

)
= Θ(1)

и ξ(an(1 + εn)) > ξ(an(1− εn))(1 + Θ(1)) при n→∞.
Стало быть, ξ /∈ M

∗ и ξ(t) ∈ M
∗(wn, εn) для εn = o(n−c). Лемма 5

доказана.

Доказательство леммы 6. (i) Если ϕL(ic, jc) > c > 0, где ic, jc —
конечные числа, то неравенство 0 6 ϕL(i, j) 6 c может выполняться,
если i < ic или j < jc. Поэтому L(g) 6 c для грани g ⊂ Bn, если либо
L0(g) < ic, либо L1(g) < jc. Такие грани в кубе Bn, имеющие размер-
ность меньше k, содержат вершины, в которых число единичных или
нулевых координат меньше k + jc или k + ic соответственно. Следова-
тельно, g ⊂ Sn0,k+jc−1 ∪ Snn−k−ic+1,n и число таких граней не превосходит

∑

06j<k+jc

2j
Ç
n

j

å
+

∑

06i<k+ic

2n−i
Ç

n

n− i

å
6 2

∑

06t<k+max{ic,jc}
2t
Ç
n

t

å
,

т. е. меньше 2(2n)k+max{ic,jc}.
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(ii) Обозначим i0 = L0(g) и j0 = L1(g), где g — грань минимального
ранга n0 = i0 + j0, для которой L(g) = ϕL(i0, j0) > 0. Тогда для функ-
ции f ∈ ‹Pn, которая не имеет граней размерности больше k0 = ⌈log n⌉,
из п. (i) леммы следует, что при n→∞ имеем

Gnf,L(0) ⊆ G
(
Sn0,k0+j0−1 ∪ Snn−k0−i0+1,n

)
,

∣∣Gnf,L(0)
∣∣ 6 2(2n)k0+max{i0,j0} = 2(2n)k0+Θ(1) = nlogn(1+o(1)).

Лемма 6 доказана.

Доказательство теоремы 1. Для произвольного комплекса гра-
ней M в кубе Bn рассмотрим комплексы граней

Mh =
{
g ∈M | g ⊂ Hn

h

}
, M̂h =

{
g ∈M | g ∩

(
Bn \Hn

h

)
6= ∅

}
.

Очевидно, что M =Mh∪M̂h и Mh∩M̂h = ∅. Для функции f ∈ Pn и ком-
плекса M =Mh ∪ M̂h ∈ M(f) обозначим через fh и f̂h функции, для ко-
торых множество единичных вершин содержится в комплексах Mh и M̂h

соответственно.
Для функции f ∈ ‹Pn и hn = ⌈n2/3log−1n⌉ единичные вершины функ-

ций fhn и f̂hn содержатся в множествах Hn
hn

и Bn\Hn
hn−k0 соответственно.

Из леммы 6 следует, что
∣∣Gn

f̂hn ,L
(0)

∣∣ 6 nlogn(1+o(1)) при n→∞.
Тогда для меры сложности L ∈ Λ̃+ и an = ϕL

(⌊
n
2

⌋
,
⌊
n
2

⌋)
при n → ∞

из леммы 3(ii) следует, что

L(fhn) ∼ anl(fhn), lL(fhn) ∼ l(fhn),
l
(
f̂hn

)
6 lL

(
f̂hn

)
6

∣∣Bn \Hn
hn−k0

∣∣+ nlogn(1+o(1)).

Докажем, что если ϕL(n) 6 en
c

и c < 1/3 при n→∞, то

ϕL(n)
∣∣Bn \Hn

hn−k0
∣∣ ∼ ϕL(n)

∣∣Bn \Hn
hn

∣∣ = o
(
l̄n
)
.

Используем при n → ∞, x = o(n1/6) и in,x = n
2 + x

√
n

2 соотношение
∑

i>in,x

(n
i

)
∼ 1

x
√
2π
e−

x2

2 2n [3, с. 280] для оценки

∣∣Bn \Hn
h

∣∣ = 2
∑

i>n
2
+hn

Ç
n

i

å
,

∣∣Bn \Hn
hn−k0

∣∣ = 2
∑

i>n
2
+hn−k0

Ç
n

i

å
.

Для hn = xn
√
n

2 = ⌈n2/3log−1n⌉, т. е. xn = o(n1/6), и k0 = ⌈log n⌉
выполняется

hn − k0√
n

=
hn√
n
− o(1), (hn − k0)2

n
=
hn

2

n
− 2hnk0 − k02

n
=
hn

2

n
− o(1).
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Тогда
∣∣Bn \Hn

hn−k0
∣∣ ∼ 2n

√
n

(hn − k0)
√
2π
e−

2(hn−k0)
2

n ∼ 2n
√
n

hn
√
2π
e−

2hn
2

n ∼
∣∣Bn \Hn

hn

∣∣,

∣∣Bn \Hn
hn

∣∣ ∼
√
n

hn
√
2π
e−

2hn
2

n 2n = Θ

Å
l̄n

√
n

hn
log n log log n

ã
e−

2hn
2

n

= Θ
(
l̄nn

−1/6log2n · log log n
)
e−2n1/3log−2n = o

(
l̄ne

−2n1/3log−2n
)
.

Следовательно, для c < 1
3 при n→∞ имеем

ϕL(n)
∣∣Bn \Hn

hn−k0
∣∣ 6 en

c
o
(
l̄ne

−2n1/3log−2n
)
= o

(
l̄n
)
.

Используя леммы 3–6 и условия hn = ⌈n2/3log−1n⌉, ϕL(n) 6 en
c
,

где c < 1
3 , получим оценки длины и сложности для кратчайших и L-ми-

нимальных комплексов функции f ∈ ‹Pn.
Для комплекса M ∈ Ml(f) имеют место следующие соотношения:

L(f) 6 L(M) = L(Mhn) + L(M̂hn),

l(M̂hn) 6
∣∣Bn \Hn

hn−k0
∣∣ = o(l̄n),

L(M̂hn) 6 l(M̂hn)ϕL(n) 6
∣∣Bn \Hn

hn−k0
∣∣ϕL(n) = o(l̄n),

L(M) ∼ (l(f)− l(M̂hn))an + o(l̄n) ∼ l̄nan + o(l̄n) ∼ l̄nan,
а для комплекса M ∈ML(f) —

L(f) = L(M) = L(Mhn) + L(M̂hn),

l(M̂hn) 6
∣∣Bn \Hn

hn−k0
∣∣+

∣∣Gnf,L(0)
∣∣ = o(l̄n),

L(M̂hn) 6 ϕL(n)
∣∣Bn \Hn

hn−k0
∣∣ = o(l̄n),

L(Mhn) ∼ l(Mhn)an.

Тогда

L(f) ∼ l(Mhn)an + o(l̄n) > (l(f)− o(l̄n))an + o(l̄n) ∼ l̄nan
и эта нижняя оценка асимптотически достигается для кратчайших ком-
плексов граней. Следовательно, L(f) ∼ l̄nan.

Предположение, что lL(f) > (1 + ε)l(f), где ε > 0, приводит к про-
тиворечию. В этом случае есть комплекс M ∈ ML(f), для которого
l(M) > (1 + ε)l(f), и тогда

l(Mhn) = l(M)− l(M̂hn) > (1 + ε)l(f)− o(l̄n) ∼ (1 + ε)l(f),

L(M) > L(Mhn) & l(Mhn)an & (1 + ε)l(f)an ∼ (1 + ε)L(f).
Тем самым M /∈ ML(f). Теорема 1 доказана.
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Доказательство теоремы 2. Из теоремы 1 следует, что если ϕL ∈
Φ̃(hn) и ϕL(n) 6 en

c
, где hn = ⌈n2/3log−1n⌉ и 0 < c < 1

3 , то для почти
всех функций имеет место (2) при n→∞.

(i) Для функции ϕL ∈ Φc из леммы 2(iv) получаем, что ϕL ∈ Φ̃c(hn),
так как ϕL ∈ Φ(cϕL

, hn) для hn →∞, hn = o(n) и cϕL
= lim

n→∞
ϕL

(⌊
n
2

⌋
,
⌊
n
2

⌋)
.

(ii) Для функции ϕL ∈ Φ([M0]) из леммы 4(i, ii) вытекает, что ϕL ∈
Φ̃p(hn) для hn = o(n) при n→∞, так как ϕL ∈ Φp и ϕL ∈ Φξ, где ξ ∈M0,
т. е. ϕL(i, j) = ξ(ψ1(i, j)) или ϕL(i, j) = ξ(ψ1(i, j), ψ2(i, j)), и ψ1, ψ2 ∈
[M0] ⊂M

∗.

(iii) Для ψ ∈ Φ([M0]) и hn = o(n) при n → ∞ выполняются следую-
щие соотношения: ψ ∈ Φ̃p(hn) в силу леммы 4(ii), ψ(n, hn) ∼ ψ(n, hn) по
лемме 3(i) и ∂ψ(in, in) 6 ψ(in, in)Θ(in

−1) для in ∈ Inhn ввиду леммы 4(iii).
Тогда

ψ(n, hn)− ψ(n, hn) 6
∑

i∈Inhn

∂ψ(i, i) 6 2hnψ(n, hn)Θ(n−1).

Для функции ξ(t) ∈ {elnc+1t, et
c} из соотношения (4) леммы 5 при

n→∞ следует, что

0 6 ξ(ψ(n, hn))− ξ(ψ(n, hn))
6 (ψ(n, hn)− ψ(n, hn))ξ(ψ(n, hn)) max

ψ(n,hn)6t6ψ(n,hn)
(ln ξ(t))′

6 ξ(ψ(n, hn))∆(ξ, ψ, n, hn),

где
∆(ξ, ψ, n, hn) = hnψ(n, hn)Θ(n−1) max

ψ(n,hn)6t6ψ(n,hn)
(ln ξ(t))′.

Тогда достаточно показать, что ∆(ξ, ψ, n, hn) = o(1) и, следовательно,

ξ(ψ(n, hn)) ∼ ξ(ψ(n, hn)), ϕL = ξ(ψ) ∈ Φ̃(hn) при n→∞.

Если ξ(t) = eln
c+1 max(1,t) и c > 0, то из леммы 5(ii) следует, что ξ(t) ∈

M
∗(wn, εn) для wn 6 nlnn, εn = n−δ и δ > 0. Это означает, что если

последовательности {an}, {xn} ∈ P∞ таковы, что

an 6 wn 6 nlnn, an(1− εn) 6 xn 6 an(1 + εn),

где 0 6 εn 6 n−δ и δ > 0, то

ξ(an(1− εn)) ∼ ξ(an(1 + εn)) ∼ ξ(an), ξ(xn) ∼ ξ(an) при n→∞.
Для функции ψ ∈ Φ([M0]) и hn/n = Θ(n−1/3log−1n) из лемм 4(ii), 3(i)

получаем ψ(n, hn) ∼ ψ(n, hn).



136 И. П. Чухров

Так как

(ln ξ(t))′ = (lnc+1t)
′
= (c+ 1)t−1lnct,

lncnΘ(1) = Θ(lncn), ψ(n, hn) 6 nΘ(1), ψ(n, hn) ∼ ψ(n, hn),

то

∆(ξ, ψ, n, hn) 6 hnψ(n, hn)Θ(n−1)(c + 1)
1

ψ(n, hn)
lnc(ψ(n, hn))

6 hnΘ(n−1)Θ(lncn) 6 Θ(n−1/3lncn) = o(1).

Если ξ(t) = et
c

и 0 < c < 1/3, то из леммы 5(iii) следует, что ξ(t) ∈
M

∗(wn, εn) для wn 6 Θ(n) и εn = n−c. Это означает, что если последова-
тельности {an}, {xn} ∈ P∞ такие, что

an 6 wn 6 Θ(n), an(1− εn) 6 xn 6 an(1 + εn),

где 0 6 εn 6 n−c, то

ξ(an(1− εn)) ∼ ξ(an(1 + εn)) ∼ ξ(an), ξ(xn) ∼ ξ(an) при n→∞.

Для функции ψ ∈ Φ([M0]) и hn/n = Θ(n−1/3log−1n) < n−c в случае
0 < c < 1/3 из лемм 4(ii), 3(i) вытекает, что ψ(n, hn) ∼ ψ(n, hn).

Так как

(ln ξ(t))′ = (tc)′ = ctc−1, cΘ(n)c−1 = Θ(nc−1),

ψ(n, hn) 6 Θ(n), ψ(n, hn) ∼ ψ(n, hn),

то при n→∞ и c < 1/3 выполняется

∆(ξ, ψ, n, hn) 6 hnψ(n, hn)Θ(n−1)cψ(n, hn)
c−1 6 hnΘ(n−1)ψ(n, hn)

c

= hnΘ(n−1)Θ(nc) = Θ(nc−1/3log−1n) = o(1)

и, следовательно, ξ(ψ(n, hn)) ∼ ξ(ψ(n, hn)). Теорема 2 доказана.

Доказательство теоремы 3. Подмножество функций из ‹Pn, у ко-
торых есть единичная вершина в множестве Sn0,1 ∪ Snn−1,n, обозначим че-

рез ‹P ∗
n . Число функций f ∈ Pn, у которых в множестве Sn0,1 ∪ Snn−1,n

нет единичных вершин, равно 22
n−2(n+1) = o(|‹Pn|) при n → ∞. Тогда

множество ‹P ∗
n содержит почти все булевы функции.

Рассмотрим меру сложности L ∈ Λ+, для которой ϕL(i, j) = ei
c+jc,

где c > 1 и, следовательно, ϕL ∈ Φe и ϕL(n) = eΘ(nc) при n→∞.
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(i) Оценка снизу L∩
(
f,Bn \Hn

hn

)
для f ∈ ‹P ∗

n , hn =
⌈
εn2

⌉
и 0 < ε < 1.

Для любой функции f ∈ ‹P ∗
n все грани имеют размерность не более

k0 = ⌈log n⌉ и есть грань, которая содержит единичную вершину функ-
ции из множества Sn0,1 ∪ Snn−1,n. Тогда

g ⊂ Sn0,k0+1 ∪ Snn−(k0+1),n, min{L0(g), L1(g)} > n− k0 − 1

L∩
(
f,Bn \Hn

hn

)
> L(g) > exp{(n− k0 − 1)c} = exp{nc(1− o(1))}.

Так как Bn \ Hn
hn
⊂ Sn0,⌈n

2
(1−ε)⌉ ∪ Sn0,n−⌈n

2
(1−ε)⌉, то, используя оценку

xn∑
i=0

(n
i

)
< 2nH(x), где H(x) = −x log x − (1 − x) log(1 − x) для 0 < x < 1

[3, с. 280, 5.8], получаем H(x) 6 1− δε < 1, если |x− 1/2| > ε, и
∣∣Bn \Hn

hn

∣∣ < 2nH(⌈ 1
2
(1−ε)⌉)+1 6 2n(1−δε)+1 для 0 < δε < 1.

(ii) Оценка сверху L∩
(
f,Hn

hn

)
для f ∈ ‹P ∗

n , hn =
⌈
εn2

⌉
и 0 < ε < 1. Для

любой грани g функции f ∈ ‹P ∗
n такой, что g ∩Hn

hn
6= ∅, выполняется

max{L0(g), L1(g)} 6
n

2
(1 + ε) + k0, L(g) 6 exp

ß
2

Å
n

2
(1 + ε) + k0

ãc™
.

Так как lL(f) 6 2n, то

L∩
(
f,Hn

hn

)
6 2n exp

ß
nc
Å
1

2
(1 + ε) +

k0
n

ãc™
.

Если 0 < ε < 2
c−1
c − 1, где c > 1, то (1 + ε)/2

c−1
c < 1 и для δ такого,

что 0 < δ < 1− (1 + ε)/2
c−1
c , выполняется

2

Å
1

2
(1 + ε)

ãc
= ((1 + ε)/2

c−1
c )

c
< (1 + ε)/2

c−1
c < 1− δ.

Тогда 2
(
1
2(1 + ε) + k0

n

)c
< 1− δ для k0

n = o(1) при n→∞ и

L∩(f,Hn
hn) 6 2n exp

ß
nc
Å
1

2
(1 + ε) +

k0
n

ãc™

6 2n exp{nc(1− δ)} = o(exp{nc(1− o(1))}).
Следовательно, L∩

(
f,Hn

hn

)
= o

(
L∩

(
f,Bn \Hn

hn

))
. Теорема 3 доказана.
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ON THE MINIMIZATION OF BOOLEAN FUNCTIONS
FOR ADDITIVE COMPLEXITY MEASURES
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Abstract. The problem of minimizing Boolean functions for additive
complexity measures in a geometric interpretation, as covering a subset
of vertices in the unit cube by faces, is a special type of a combinatorial
statement of the weighted problem of a minimal covering of a set. Its
specificity is determined by the family of covering subsets, the faces
of the unit cube, that are contained in the set of the unit vertices of the
function, as well as by the complexity measure of the faces, which de-
termines the weight of the faces when calculating the complexity of the
covering. To measure the complexity, we need nonnegativity, mono-
tonicity in the inclusion of faces, and equality for isomorphic faces.
For additive complexity measures, we introduce a classification in ac-
cordance with the order of the growth of the complexity of the faces
depending on the dimension of the cube and study the characteristics
of the complexity of the minimization of almost all Boolean functions.
Bibliogr. 11.

Keywords: face of a Boolean cube, face complex, Boolean function,
complexity measure, minimal face complex.
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