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Аннотация. Назовём два ребра гиперкуба близкими, если их кон-
цы образуют подкуб размерности 2. Рассматривается задача по-
строения 2-фактора, не содержащего близких рёбер, в графе гипер-
куба. Для решения данной задачи используется новая конструкция
построения 2-факторов, которая обобщает известную ранее пото-
ковую конструкцию гамильтоновых циклов в гиперкубе. С помо-
щью этой конструкции удалось построить семейство 2-факторов без
близких рёбер в кубах всех размерностей, начиная с 10, при этом
длины циклов в полученных 2-факторах увеличиваются с ростом
размерности. Табл. 5, библиогр. 12.

Ключевые слова: n-мерный гиперкуб, совершенное паросочета-
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Введение

Граф гиперкуба является одним из центральных объектов в теории
графов и теории кодирования. Интерес к изучению таких графов воз-
растает в связи с использованием графов этого вида при проектирова-
нии компьютерных сетей. Изучение свойств совершенных паросочетаний
в этих графах является важным аспектом исследования гиперкубов.

В данной работе будут рассматриваться паросочетания, не содержа-
щие близких рёбер. Такие паросочетания в 4-мерном кубе хорошо извест-
ны. Несложно обобщить способ построения паросочетаний с этим свой-
ством для гиперкубов всех размерностей, больших 4. Вариации данной
задачи рассматривались ранее. В [3] приводятся паросочетания, в кото-
рых все рёбра находятся на расстоянии 3. В работе [5] рассматривались
паросочетания, не содержащие совершенных паросочетаний в подкубах
всех размерностей от 2 до n− 1.
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В продолжение данного исследования возникает задача нахождения
двух непересекающихся совершенных паросочетаний, не имеющих в со-
вокупности близких рёбер. Как известно, объединение двух непересека-
ющихся совершенных паросочетаний образует 2-фактор. Основным на-
правлением исследований в данной области является возможность до-
полнения произвольного паросочетания до гамильтонова цикла [6]. Ре-
зультат Финка [7] разрешает эту проблему. Новое доказательство га-
мильтоновости графа средних слоёв гиперкуба [9] состоит в объединении
2-фактора в единый цикл.

Таким образом, задача нахождения двух паросочетаний, не имеющих
в совокупности близких рёбер, может быть сформулирована как задача
построения 2-фактора без близких рёбер в гиперкубе. Эта задача рас-
сматривается в данной работе.

Рассматриваемая задача является смежной с известной проблемой
«змея в ящике», впервые описанной в [10]: требуется построить цикл
наибольшей длины без хорд в графе гиперкуба, что можно интерпрети-
ровать как максимальный цикл без близких вершин. Для задачи «змея
в ящике» получено большое количество результатов, среди которых мож-
но выделить [2,12]. В [11] решалась задача построения 2-фактора, состо-
ящего из таких «змей».

1. Предварительные сведения

Двоичным словом длины n будем называть последовательность сим-
волов

v = x0x1x2 . . . xn−1,

где xi ∈ {0, 1}. Весом двоичного слова v будем называть число его нену-
левых символов. Через W (v) будем обозначать чётность веса вершины
v: W (v) = 0 для вершин чётного веса, W (v) = 1 для вершин нечётно-
го веса. Будем придерживаться следующих соглашений: все слова будут
обозначаться строчными буквами (v,u,w,. . . ), позиции в слове нумеру-
ются с нуля.

Расстоянием Хэмминга между двумя двоичными словами v и u дли-
ны n называется количество позиций, в которых отличаются эти два
слова. Будем обозначать расстояние Хэмминга между словами v и u че-
рез D(v, u).

n-Мерным кубом (n-мерным гиперкубом, n-кубом) называется граф,
вершинами которого являются все двоичные слова длины n. Две верши-
ны смежны, если расстояние Хэмминга между соответствующими сло-
вами равно 1. Будем говорить, что ребро (v1, v2) имеет i-е направление,
если слова v1 и v2 отличаются в i-й позиции. Граф n-мерного куба будет
обозначаться через Qn, а его множества вершин и рёбер — через V (Qn)
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и E(Qn) соответственно. Одним из главных свойств графа гиперкуба
является его двудольность: долями графа являются множества V0(Qn)
и V1(Qn) — множества вершин чётного и нечётного весов соответственно.
Для рёбер гиперкуба введём функцию чётности веса W ′(e) и расстояния
D′(e1, e2).

Пусть ребро e образовано словами v1 и v2, которые отличаются в i-й
позиции. Тогда W ′(e) =W (v), где v — та из вершин v1 и v2, которая име-
ет 0 в i-й позиции. Далее также будем пользоваться записью W ′(v1, v2)
для двух вершин, образующих ребро гиперкуба.

Для двух рёбер e1 = (v1, v2) и e2 = (u1, u2) одного направления i в Qn
определим расстояние между рёбрами D′:

D′(e1, e2) = D(v, u),

где v ∈ {v1, v2}, u ∈ {u1, u2} и при этом v и u имеют 0 в i-й позиции.
Пару рёбер e1 и e2 одного направления будем называть близкими, если
D′(e1, e2) = 1. Легко видеть, что два ребра близки тогда и только тогда,
когда концевые вершины этих двух рёбер образуют подкуб размерно-
сти 2.

Путём длины l в Qn будем называть последовательность P = v0, v1,
. . . , vl вершин из V (Qn), в которой любые две последовательные верши-
ны vi и vi+1 смежны в Qn. Пути будут обозначаться заглавными буквами
(P,R, . . . ), нумерация вершин в пути начинается с 0, через P (i) будем
обозначать i-ю вершину в пути P . Вершина P (0) называется началь-

ной вершиной пути P , а вершина P (l) — конечной. Если все вершины
P (0), P (1), . . . , P (l) в пути попарно различны, то такой путь называет-
ся простой цепью. Каждому пути P в Qn длины l можно сопоставить
его переходную последовательность t0, t1, . . . tl−1, где ti — направление
ребра (P (i), P (i + 1)).

Остовный 2-регулярный подграф называется 2-фактором. Таким об-
разом, 2-фактор представляет собой набор попарно вершинно непересе-
кающихся циклов, покрывающих все вершины графа.

2. Разбиения на цепи

Впоследствии понадобится ещё несколько определений, оперирующих
базовыми объектами теории графов. Пусть P1, P2, . . . , Pt — пути в Qn.
Будем называть H = {P1, P2, . . . , Pt} набором путей в Qn. Множество
начальных вершин всех путей, входящих в H, будем обозначать через
S(H), множество конечных вершин — через F (H), совокупность всех
рёбер, принадлежащих путям из H, — через E(H).

Набор путей H = {P1, P2, . . . , Pt} будем называть разделимым, если
для него выполнено

|S(H)| = |F (H)| = t.
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Разделимый набор путей H естественным образом определяет взаим-
но однозначное отображение αH : S(H)→ F (H), переводящее начальную
вершину пути в конечную вершину этого же пути.

Далее определим операцию соединения для путей и наборов путей.
Пусть P = v0, v1, . . . , vl и R = u0, u1, . . . , um, при этом vl = u0. Тогда
соединение (◦) путей P и R — это путь

P ◦R = v0, v1, . . . , vl, u1, u2, . . . , um.

Пусть H = {P1, P2, . . . , Pt} и I = {R1, R2, . . . , Rt} — два раздели-
мых набора путей, при этом F (H) = S(I). Без ограничения общности
полагаем, что конец пути Pi совпадает с началом пути Ri (в против-
ном случае пути внутри наборов можно перенумеровать), тогда для них
можно определить операцию соединения:

H ◦ I = {P1 ◦R1, P2 ◦R2, . . . , Pt ◦Rt}.

Также для вершин, путей и наборов путей определим операцию кон-

катенации с вершиной. Пусть v — вершина Qn, а u — вершина Qk. Через
vu будем обозначать вершину Qn+k, соответствующую результату конка-
тенации двоичного слова v длины n и двоичного слова u длины k. Пусть
P = u0, u1, . . . , ul — путь в Qk. Тогда результатом конкатенации v и P
будет путь

vP = vu0, vu1, . . . , vul

в Qn+k. Результатом конкатенации v и набора путей H = {P1, P2, . . . , Pt}
в Qk будет набор путей

vH = {vP1, vP2, . . . , vPt}

в Qn+k.
Набор путей H будем называть разбиением Qn на цепи (или просто

разбиением), если каждая вершина из Qn встречается ровно один раз
в списке всех вершин всех путей из H (т. е. покрывается всей совокупно-
стью путей из набора ровно один раз). Очевидно, что любое разбиение
разделимо, а все пути в этом наборе являются простыми цепями.

Пример 1. Набор путей H = {P1, P2, P3}, где

P1 = 000, 001, 101, 111,

P2 = 010, 011,

P3 = 110, 100,

является разбиением Q3, для которого S(H) = {000, 010, 110}, а F (H) =
{111, 011, 100}.
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Пример 2. Любое совершенное паросочетание, в котором дополни-
тельно для каждого из рёбер определена ориентация, задаёт разбиение.
Так, набор путей H = {P1, P2, P3, P4}, где

P1 = 000, 001,

P2 = 010, 011,

P3 = 110, 100,

P4 = 101, 111,

является разбиением Q3 мощности 4.

РазбиениеH будем называть замкнутым разбиением Qn на цепи (или
просто замкнутым разбиением), если существует взаимно однозначное
отображение β : F (H)→ S(H) такое, что для любой вершины v ∈ F (H)
пара вершин v и β(v) образует ребро в Qn. Такое отображение β будем
называть замыканием разбиения H. В общем случае для замкнутого раз-
биения может существовать больше одного замыкания. Нетрудно видеть,
что отображение (αH ◦ β) является перестановкой на множестве S(H).

Пример 3. Набор путей H = {P1, P2, P3}, где

P1 = 111, 101, 001, 000,

P2 = 100, 110,

P3 = 010, 011,

является замкнутым разбиением Q3, например, с таким замыканием:

011 −→ 111,

000 −→ 100,

110 −→ 010.

Как известно, каждая перестановка может быть разложена в про-
изведение независимых циклов. Эти циклы будем называть орбитами

данной перестановки.
Рассмотрим замкнутое разбиение H = {P1, P2, . . . Pt} с замыканием β,

где путь Pi имеет длину li. Пусть [Pi1(0), Pi2(0), . . . , Pir(0)] — одна из ор-
бит перестановки (αH ◦ β). Тогда нетрудно видеть, что путь

Pi1(0), Pi1(1), . . . , Pi1(li1),

Pi2(0), Pi2(1), . . . , Pi2(li2),

. . . ,

Pir(0), Pir (1), . . . , Pir(lir)
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является простым циклом. Ясно, что совокупность таких простых цик-
лов для всех орбит перестановки (αH ◦ β) образует 2-фактор. Будем го-
ворить, что этот 2-фактор порождается замкнутым разбиением H (с за-
мыканием β). Говоря неформально, речь идёт о наборе циклов, возника-
ющем при «соединении» всех концов путей замкнутого разбиения c со-
ответствующими (относительно замыкания β) им началами путей этого
замкнутого разбиения.

Пример 4. Для замкнутого разбиения H из примера 3 имеем следу-
ющий порождённый 2-фактор:

111, 101, 001, 000, 100, 110, 010, 011,

который является гамильтоновым циклом в Q3 в силу единственности
орбиты (αH ◦ β).

Определим специальный класс наборов путей. Пусть v1, v2 — смежные
вершины Qn и U ⊆ V (Qk). Тогда определим следующий набор путей
в Qn+k:

E(v1, v2, U) = {v1u, v2u | u ∈ U}.
Таким образом, E(v1, v2, U) — это набор путей в Qn+k, каждый путь в ко-
тором является путём длины 1 (ребром). Очевидно, что E(v1, v2, U) яв-
ляется разделимым набором путей.

3. Постановка задачи

Утвердительный ответ на вопрос о существовании совершенного па-
росочетания без близких рёбер даётся в работе [3], где были представле-
ны паросочетания M1,M2,M3,M4 в Q4, в которых рёбра одного направ-
ления находятся на расстоянии 3 (табл. 1). С их помощью достаточно
просто построить совершенные паросочетания без близких рёбер в Qn
для всех n > 4.

Как продолжение исследования свойств совершенных паросочетаний
возникает вопрос, существуют ли два непересекающихся совершенных
паросочетания, не имеющих в совокупности близких рёбер. Так как объ-
единение двух непересекающихся совершенных паросочетаний образует
2-фактор, данная задача может быть сформулирована как задача по-
строения 2-фактора в Qn без близких рёбер.

В личной беседе Д. С. Кротов привёл тривиальный способ построения
таких 2-факторов для любого n > 8. Пусть

E1 = {vM1 | W (v) = 0, v ∈ Qn−4} ∪ {vM2 | W (v) = 1, v ∈ Qn−4},

E2 = {M1v | W (v) = 0, v ∈ Qn−4} ∪ {M2v | W (v) = 1, v ∈ Qn−4}.
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Таблица 1

Паросочетания M1,M2,M3,M4

M1 = {(0000, 0001), M3 = {(0000, 0100),
(0011, 1011), (0011, 0001),
(0101, 0111), (0101, 1101),
(0110, 0010), (0110, 0111),
(1001, 1101), (1001, 1000),
(1010, 1000), (1010, 0010),
(1100, 0100), (1100, 1110),
(1111, 1110)} (1111, 1011)}

M2 = {(0000, 0010), M4 = {(0000, 1000),
(0011, 0111), (0011, 0010),
(0101, 0100), (0101, 0001),
(0110, 1110), (0110, 0100),
(1001, 0001), (1001, 1011),
(1010, 1011), (1010, 1110),
(1100, 1000), (1100, 1101),
(1111, 1101)} (1111, 0111)}

Тогда нетрудно видеть, что паросочетания E1 и E2 не пересекаются,
а множество E1 ∪ E2 не содержит близких рёбер. Для любого n > 8
получающийся таким образом 2-фактор состоит из циклов длины 16.
Далее в работе приведём способ построения 2-фактора, длины циклов
в котором увеличиваются с ростом размерности гиперкуба.

В некотором смысле 2-фактор, не содержащий близких рёбер, явля-
ется оптимальным, так как имеет место

Лемма 1. В Qn не существует 2-фактора, в котором любые два ребра

одного направления находятся на расстоянии, превосходящем 2.

Доказательство. Пусть искомый 2-фактор F существует.
Любой 2-фактор в Qn содержит 2n рёбер, поэтому очевидно, что най-

дётся направление i такое, что число рёбер этого направления в 2-факто-
ре не меньше чем

⌈
2n

n

⌉
. Обозначим через Ei множество рёбер i-го направ-

ления в Qn. Для каждого ребра e направления i определим множество
Be = {e′ ∈ Ei | D′(e, e′) 6 1}. Ясно, что |Be| = n для любого ребра e.
Так как все рёбра одного направления в F находятся на расстоянии как
минимум 3, для двух различных рёбер этого 2-фактора e1 и e2 имеем
Be1 ∩Be2 = ∅, откуда

∑

e∈E(F)∩Ei

|Be| > n

°
2n

n

§
> 2n.
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С другой стороны, всего имеется 2n−1 рёбер i-го направления в Qn. По-
лучаем неравенство ∑

e∈E(F)∩Ei

|Be| 6 2n−1;

противоречие. Лемма 1 доказана.

4. Потоковая конструкция

Одним из способов построения 2-факторов в гиперкубе является по-

токовая конструкция, которая применялась в [1, 8] для построения га-
мильтоновых, а в [4] — для построения длинных циклов в гиперкубе,
обладающих свойством равномерности переходной последовательности.
Приведём эту конструкцию на языке разбиений.

Пусть C = v0, v1, v2, . . . , v2n−1 — гамильтонов цикл в Qn, а E0, E1, . . . ,
E2n−1 — совершенные паросочетания в Qk. Обозначим через Ei разбие-
ние, состоящее из рёбер Ei, в котором

S(Ei) =
®
V0(Qk), если i чётно,

V1(Qk), если i нечётно.

Тогда набор путей

E ′ = v0E0 ◦ E(v0, v1, V1(Qk))
◦ v1E1 ◦ E(v1, v2, V0(Qk)) ◦ · · · ◦ viEi ◦ E(vi, vi+1, V1(Qk))

◦ · · · ◦ v2n−2E2n−2 ◦ E(v2n−2, v2n−1, V1(Qk)) ◦ v2n−1E2n−1

является замкнутым разбиениемQn+k. Результат работы [8] можно сфор-
мулировать следующим образом.

Теорема 1. Разбиение E ′ является замкнутым разбиением на цепи

в Qn+k с замыканием β:

v2n−1u −→ v0u

для всех u ∈ V0(Qk). Если при этом (αE ′ ◦β) имеет единственную орбиту,

то E ′ порождает гамильтонов цикл в Qn+k.

Пример 5. Приведём пример построения 2-фактора в Q5 c помощью
потоковой конструкции. Пусть C = 00, 01, 11, 10 — гамильтонов цикл
в Q2, а E0, E1, E2, E3 — совершенные паросочетания в Q3:

E0 = {(000, 001), (011, 010), (110, 100), (101, 111)},
E1 = {(001, 011), (010, 000), (100, 101), (111, 110)},
E2 = {(000, 100), (011, 001), (110, 111), (101, 010)},
E3 = {(001, 101), (010, 110), (100, 000), (111, 011)}.
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Для наглядности будем пользоваться табл. 2. В первом столбце табли-
цы приведены вершины гамильтонова цикла C. Остальные столбцы со-
держат совершенные паросочетания E0, E1, E2, E3 следующим образом:
в i-й строке (напротив вершины vi из C) находится паросочетание Ei; его
рёбра идут в таком порядке, чтобы ребро из Ei с начальной вершиной u
располагалось под ребром из Ei−1 с конечной вершиной u.

Таблица 2

Потоковая конструкция (пример 5)

Q2 Q3

000 011 110 101
00

001 010 100 111

001 010 100 111
01

011 000 101 110

011 000 101 110
11

001 100 010 111

001 100 010 111
10

101 000 110 011

Используя табл. 2, удобно строить 2-фактор, получаемый с помощью
потоковой конструкции. Выбираем произвольный столбец из Q3. Двига-
ясь по этому столбцу вниз, выписываем конкатенацию текущей вершины
и соответствующей вершины первого столбца. Так, для второго столбца
получим

00000, 00001, 01001, 01011, 11011, 11001, 10001, 10101.

Дойдя до конца столбца, переходим к началу столбца, первая верши-
на которого совпадает с последней вершиной текущего, и продолжаем
те же действия. Если новый столбец уже «посещался», то цикл закончен
и начинаем строить новый цикл 2-фактора со следующего «непосещён-
ного» столбца. Таким образом для данного примера получаем 2-фактор,
состоящий из двух циклов:

C1 = 00000, 00001, 01001, 01011, 11011, 11001, 10001, 10101,

00101, 00111, 01111, 01110, 11110, 11111, 10111, 10011,

00011, 00010, 01010, 01000, 11000, 11100, 10100, 10000,

C2 = 00110, 00100, 01100, 01101, 11101, 11010, 10010, 10110.

5. Обобщённая потоковая конструкция

Далее определим обобщение потоковой конструкции, которое будет
использоваться для построения 2-факторов без близких рёбер в n-мерном
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кубе. Эта новая конструкция естественным образом обобщает потоко-
вую конструкцию: вместо разбиений Ei, состоящих из путей длины 1,
в обобщении используются разбиения, состоящие из путей произвольной
длины.

Пусть, вновь C = v0, v1, v2, . . . , v2n−1 — гамильтонов цикл в Qn. Пусть
H0,H1,H2, . . . ,H2n−1 — разбиения Qk с условиями

F (Hi) = S(Hi+1) ∀i ∈ {0, . . . , 2n − 2},
F (H2n−1) = S(H0).

Совокупность разбиений H0,H1,H2, . . . ,H2n−1, удовлетворяющих ука-
занным выше условиям, будем называть согласованным набором разби-

ений в Qk для C. Рассмотрим набор путей

H′ = v0H0 ◦ E(v0, v1, F (H0))

◦ v1H1 ◦ E(v1, v2, F (H1)) ◦ · · · ◦ viHi ◦ E(vi, vi+1, F (Hi))
◦ · · · ◦ v2n−2H2n−2 ◦ E(v2n−2, v2n−1, F (H2n−2)) ◦ v2n−1H2n−1.

Докажем два утверждения относительно H′.

Лемма 2. Пусть H0,H1,H2, . . . ,H2n−1 — согласованный набор раз-

биений в Qk для C, где C = v0, v1, v2, . . . , v2n−1 — гамильтонов цикл в Qn.
Набор путей H′ определён корректно и является набором путей в Qn+k.

Доказательство. Поскольку любое разбиение является раздели-
мым набором путей, viHi также разделимый набор путей.

Нетрудно видеть, что множество {viu | u ∈ F (Hi)} одновременно яв-
ляется множеством конечных вершин для набора путей viHi и множе-
ством начальных вершин для набора путей E(vi, vi+1, F (Hi)), поэтому
все соединения viHi ◦ E(vi, vi+1, F (Hi)) корректны.

В силу того, что F (Hi−1) = S(Hi), множество вершин {viu | u ∈
F (Hi−1)} одновременно является множеством конечных вершин для на-
бора путей E(vi−1, vi, F (Hi)) и множеством начальных вершин для набо-
ра путей viHi. Отсюда следует, что все соединения E(vi−1, vi, F (Hi−1)) ◦
viHi корректны.

Все операции соединения применены корректно, значит, H′ действи-
тельно является набором путей в Qn+k. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть H0,H1,H2, . . . ,H2n−1 — согласованный набор раз-

биений в Qk для C, где C = v0, v1, v2, . . . , v2n−1 — гамильтонов цикл в Qn.
Набор путейH′ является замкнутым разбиением в Qn+k с замыканием β:

v2n−1u −→ v0u

для всех u ∈ F (H2n−1).
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Доказательство. Заметим, что любая вершина vu ровно один раз
содержится ровно в одном наборе цепей из v0H0, v1H1, . . . , v2n−1H2n−1.
Отсюда следует, что H′ — разбиение Qn+k. Легко понять, что указан-
ное отображение β является замыканием этого разбиения. Значит, H′ —
замкнутое разбиение. Лемма 3 доказана.

Так как H′ — замкнутое разбиение в Qn+k, оно порождает 2-фактор
в Qn+k. Будем говорить, что этот 2-фактор построен с помощью обоб-

щённой потоковой конструкции из гамильтонова цикла C в Qn и со-
гласованного набора разбиений H0, H1, . . . , H2n−1. Количество циклов
в получившемся 2-факторе, очевидно, зависит от замкнутого разбиения
H′ и его замыкания β.

Следствие 1. Количество циклов в 2-факторе, построенном с помо-

щью обобщённой потоковой конструкции, равно количеству орбит пере-

становки (αH′ ◦ β).
Следствие 2. Если перестановка (αH′ ◦ β) имеет единственную ор-

биту, то обобщённая потоковая конструкция строит гамильтонов цикл

в Qn+k.

Таблица 3

Обобщение потоковой конструкции (пример 6)

Q2 Q3

000 010

001 110

101 111
00

100 011

100 011

110 010

111 000
01

101 001

Q2 Q3

101 001

111 000

110 010
11

100 011

100 011

101 111

001 110
10

000 010

Пример 6. Вновь рассмотрим гамильтонов цикл C = 00, 01, 11, 10
в Q2 и H0,H1,H2,H3 — согласованный набор разбиений в Q3 для C:

H0 = {(000, 001, 101, 100), (010, 110, 111, 011)},
H1 = {(100, 110, 111, 101), (011, 010, 000, 001)},
H2 = {(101, 111, 110, 100), (001, 000, 010, 011)},
H3 = {(100, 101, 001, 000), (011, 111, 110, 010)}.

Теперь построим табл. 3, аналогичную таблице из примера 5.
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Теперь построим табл. 3, аналогичную таблице из примера 5. В дан-
ном примере обобщённая потоковая конструкция строит 2-фактор в Q5

состоящий из двух циклов:

C1 = 00000, 00001, 00101, 00100, 01100, 01110, 01111, 01101,

11101, 11111, 11110, 11100, 10100, 10101, 10001, 10000,

C2 = 00010, 00110, 00111, 00011, 01011, 01010, 01000, 01001,

11001, 11000, 11010, 11011, 10011, 10111, 10110, 10010.

6. Построение 2-фактора без близких рёбер

Для того чтобы 2-фактор без близких рёбер мог быть построен с помо-
щью обобщённой потоковой конструкции, согласованный набор разбие-
нийH0,H1, . . . ,H2n−1 должен удовлетворять ряду условий. Достаточные
условия устанавливает

Теорема 2. Пусть C = v0, v1, v2, . . . , v2n−1 — гамильтонов цикл в Qn,
аH0,H1, . . . , H2n−1 — согласованный набор разбиений в Qk для C. Пусть

для любых i, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}, i 6= j, выполнены следующие условия:

(i) F (Hi) ∩ F (Hj) = ∅,
(ii) D(u,w) > 1 ∀u,w ∈ F (Hi),
(iii) если D(vi, vj) = 1, то E(Hi) ∩ E(Hj) = ∅,
(iv) E(Hi) не содержит близких рёбер.

Тогда обобщённая потоковая конструкция строит 2-фактор без близких

рёбер.

Доказательство. Пусть в получившемся 2-факторе существует па-
ра близких рёбер e1 = (vi1u1, vi2u2) и e2 = (vi3u3, vi4u4). Возможны сле-
дующие четыре случая.

• D(vi1 , vi2) = 1, D(vi1 , vi3) = 1. Тогда рёбра имеют вид e1 = (vi1u,
vi2u) и e2 = (vi3u, vi4u). Ребро (vi1u, vi2u) может принадлежать 2-факто-
ру, только если u ∈ F (Hi1) (или u ∈ F (Hi2)), а ребро (vi3u, vi4u) — только
если u ∈ F (Hi3) (или u ∈ F (Hi4)). Очевидно, что вершины vi1 , vi2 , vi3 , vi4
попарно различны: в противном случае e1 и e2 не могут оказаться близ-
кими. Но вершина u может принадлежать не более чем одному из мно-
жеств F (Hi1), F (Hi2), F (Hi3), F (Hi4) согласно (i); противоречие.

• D(vi1 , vi2) = 1, D(u1, u3) = 1. Тогда рёбра имеют вид e1 = (vi1u1,
vi2u1) и e2 = (vi1u3, vi2u3). Без ограничения общности положим i2 = i1+1.
Ребро (vi1u1, vi2u1) может принадлежать итоговому 2-фактору, только
если u1 ∈ F (Hi1), а ребро (vi1u3, vi2u3) — только если u3 ∈ F (Hi1).
Но в силу (ii) в F (Hi1) не может оказаться вершин, находящихся на рас-
стоянии 1; противоречие.
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• D(vi1 , vi3) = 1, D(u1, u2) = 1. Тогда рёбра имеют вид e1 = (vi1u1,
vi1u2) и e2 = (vi3u1, vi3u2). Заметим, что ребро (u1, u2) принадлежит
и E(Hi1), и E(Hi3). Однако согласно (iii) множества E(Hi1) и E(Hi3)
не могут содержать одинаковых рёбер, так как D(vi1 , vi3) = 1; противо-
речие.

• D(u1, u2) = 1, D(u1, u3) = 1. Тогда рёбра имеют вид e1 = (vi1u1,
vi1u2) и e2 = (vi1u3, vi1u4). В этом случае рёбра (u1, u2) и (u3, u4) являют-
ся близкими в Qk, при этом (u1, u2), (u3, u4) ∈ E(Hi1). Однако ввиду (iv)
множество E(Hi1) не может содержать близких рёбер; противоречие.

Таким образом, при существовании пары близких рёбер в каждом
из четырёх возможных вариантов получается противоречие с одним
из условий. Значит, одновременное выполнение всех четырёх условий
теоремы является достаточным для того, чтобы построенный 2-фактор
не имел близких рёбер. Теорема 2 доказана.

Теперь необходимо установить совместность условий, установленных
теоремой 2, т. е. убедиться в том, что такие согласованные наборы разби-
ений действительно существуют для гамильтоновых циклов, по крайней
мере, в гиперкубах некоторых размерностей. Далее приведём способ по-
строения таких наборов.

7. Смежные перестановки

Базовым элементом при построении разбиения куба Qk будут смеж-
ные перестановки. Смежной перестановкой называется такая переста-
новка ϕ на множестве V (Qk), что (v, ϕ(v)) ∈ E(Qk) для любой вершины v
гиперкуба Qk. Приведём примеры смежных перестановок.

Пример 7. Пусть C = v0, v1, v2, . . . , v2k−1 — гамильтонов цикл в Qk.
Тогда перестановка σC , сдвигающая вершины по циклу, является смеж-
ной перестановкой вершин Qk:

σC(vi) =

®
vi+1, i ∈ {0, 1, 2, . . . , 2k − 2},
v0, i = 2k − 1.

Пример 8. Пусть M — совершенное паросочетание в Qk. Тогда пе-
рестановка µ, переводящая вершину в смежную с ней в M , является
смежной перестановкой вершин Qk:

µ(v) = u, если (v, u) ∈M .

Нетрудно видеть, что поочерёдное применение последовательности
смежных перестановок ϕ1, ϕ2, . . . , ϕl к некоторой вершине v задаёт путь
v0, v1, v2, . . . , vl в Qk, где

v0 = v, v1 = ϕ1(v0), v2 = ϕ2(v1), . . . , vl = ϕl(vl−1).
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Такой путь будем обозначать через Pv(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕl). Полезное свойство
путей, построенных таким образом, устанавливает

Утверждение 1. Пусть Pv(ϕ1, . . . , ϕl) = v0, . . . , vl и Pv′(ϕ1, . . . , ϕl) =
v′0, . . . , v′l для двух различных вершин v и v′ гиперкуба Qk. Тогда vi 6= v′i
для любого i ∈ {0, . . . , l}.

Доказательство. Пусть i — такое минимальное число, что vi 6= v′i.
Поскольку v 6= v′, то i > 0. Значит, существуют vi−1 и v′i−1 такие, что

vi = ϕi(vi−1), v′i = ϕi(v
′
i−1).

Так как ϕi — перестановка на множестве V (Qn), из vi = v′i следует, что
vi−1 = v′i−1; противоречие с минимальностью i. Утверждение 1 доказано.

Для построения разбиений, удовлетворяющих условию теоремы 2, бу-
дем использовать смежные перестановки, задаваемые совершенными па-
росочетаниями M1,M2,M3,M4 из [3] (эти паросочетания были приведе-
ны в разд. 3). Смежную перестановку, определяемую совершенным па-
росочетанием Mi, будем обозначать через µi.

8. Построение согласованного набора разбиений

Пусть C = v0, v1, v2, . . . , v2n−1 — гамильтонов цикл в Qn при n > 2.
Будем строить согласованный набор разбиений в Qk для C, где k =
4(n + a) при a > 0. Число n+ a будем обозначать через b.

Любую вершину u из Qk можно представить в виде u = q0q1q2 . . . qb−1

(здесь и далее всюду символом qi обозначаем вершину Q4). Определим
отображение f , сопоставляющее каждой вершине u из Qk вершину из Qb
по следующему правилу:

f(u) =W (q0)W (q1) . . . W (qb−1).

Имеем V (Qk) =
⊔

w∈V (Qb)

Xw, где Xw = {u ∈ V (Qk) | f(u) = w}. Ясно, что

мощность множества Xw для любого w ∈ V (Qb) равна 23b.
Будем строить согласованный наборH0,H1, . . . ,H2n−1 разбиений в Qk

для гамильтонова цикла C. Приведём метод построения разбиения Hi
для i ∈ {0, . . . , 2n − 1}.

Вершину гиперкуба Qb вида vi00 . . . 00 будем обозначать через v′i.
Возьмём произвольную гамильтонову цепь R в Qb, ведущую из вер-
шины v′i в вершину v′i+1. Пусть t0, t1, t2, . . . , t2b−2 — переходная после-
довательность этой гамильтоновой цепи. Для произвольной вершины
u = q0q1 . . . qb−1 из Qk определим смежную перестановку ϕjr, где j ∈
{0, . . . , b− 1}, a r ∈ {1, 2, 3, 4}, следующим образом:

ϕjr(u) = q0q1 . . . qj−1 µr(qj) qj+1 . . . qb−1.
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Для вершины u из V (Qk) введём обозначение

Pu(R) = Pu
(
ϕt0r0 , ϕ

t1
r1 , ϕ

t2
r2 , . . . , ϕ

t
2b−3
r
2b−3

, ϕ
t
2b−2
r
2b−2

)
= u0, u1, u2, . . . u2b−2, u2b−1.

Далее рассмотрим набор путей {Pu(R) | u ∈ Xv′i
} мощности 23b.

Лемма 4. Построенный набор путей {Pu(R) | u ∈ Xv′i
}, где R = w0,

w1, w2, . . . , w2b−1, является разбиением Qk при любых значениях rs ∈
{1, 2, 3, 4}. При этом вершины, стоящие в путях на s-м месте, образуют

множество Xws .

Доказательство. Из построения следует, что начальные вершины
всех путей из набора образуют множество Xv′ , т. е. Xw0 .

Нетрудно видеть, что ϕt0r0(us) ∈ Xws+1 для любого us ∈ Xws . В си-
лу утверждения 1 все вершины, стоящие на s-м месте в путях набора
{Pu(R) | u ∈ Xv′i

}, различны. Так как мощность всех Xws одинакова,
получаем, что совокупность всех вершин, стоящих на s-м месте в путях,
образует в точности множества Xws для всех s ∈ {0, . . . , 2b − 1}.

Поскольку множества Xws разбивают множество V (Qk), набор путей
{Pu(R) | u ∈ Xv′i

} является разбиением вне зависимости от значений rs.
Лемма 4 доказана.

Искомое разбиение Hi — это разбиение {Pu(R) | u ∈ Xv′i
} при следу-

ющих значениях rs:

rs =





1, если i — чётное и W ′(f(us), f(us+1)) = 0,

2, если i — чётное и W ′(f(us), f(us+1)) = 1,

3, если i — нечётное и W ′(f(us), f(us+1)) = 0,

4, если i — нечётное и W ′(f(us), f(us+1)) = 1.

Значение rs определено корректно, поскольку f(us) не зависит от выбора
пути из набора (так как us ∈ Xws по предыдущей лемме).

Лемма 5. Набор разбиений H0,H1, . . . ,H2a−1 является согласован-

ным набором разбиений для цикла C.

Доказательство. Для каждого разбиения из Hi имеем S(Hi) =
Xv′i

, S(Hi) = Xv′i+1
. Отсюда следует, что указанный набор разбиений яв-

ляется согласованным. Лемма 5 доказана.

Теорема 3. Согласованный набор разбиений H0,H1, . . . ,H2a−1 удо-

влетворяет всем условиям теоремы 2.

Доказательство. Последовательно докажем, что полученный со-
гласованный набор разбиений удовлетворяет каждому из условий теоре-
мы 2.
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(i) Так как Xv′i
∩ Xv′j

= ∅ для разных vi, vj ∈ V (Qn), то F (Hi) ∩
F (Hj) = ∅.

(ii) Очевидно, что внутри одного множества Xv′ могут находиться
только вершины одной чётности. Тем самым расстояние Хэмминга меж-
ду любыми двумя вершинами из F (Hi) не меньше 2.

(iii) Пусть vi и vj таковы, что D(vi, vj) = 1. Значит, i и j разной
чётности. Предположим, что существуют совпадающие рёбра e1 =

(
ul1 ,

ϕ
tl1
rl1

(u1)
)
∈ E(Hi) и e2 =

(
ul2 , ϕ

tl2
rl2

(u2)
)
∈ E(Hj). В этом случае необхо-

димо, чтобы rl1 = rl2 , а tl1 = tl2 , что невозможно в силу определения rs,
так как i и j разной чётности; противоречие.

(iv) Предположим, что e1 =
(
ul1 , ϕ

tl1
rl1

(u1)
)

и e2 =
(
ul2 , ϕ

tl2
rl2

(u2)
)

—
пара близких рёбер из E(Hi). Чтобы эти рёбра оказались близкими,
нужно, чтобы rl1 = rl2 , tl1 = tl2 . Но для близких рёбер e1 и e2 имеем
W ′(e1) 6=W ′(e2), значит, rl1 6= rl2 ; противоречие. Теорема 3 доказана.

Таким образом, для любого гамильтонова цикла в Qn можно постро-
ить согласованный набор разбиений в Q4(n+a), удовлетворяющий усло-
виям теоремы 2. Это позволяет построить 2-фактор без близких рёбер
в Q5n+4a с помощью обобщённой потоковой конструкции.

Минимальная размерность, для которой удаётся построить 2-фактор
без близких рёбер с помощью обобщённой потоковой конструкции, рав-
на N = 10. В этом случае параметры принимают следующие значения:
n = 2, k = 8, b = 2, a = 0. Приведём часть этого построения.

Пусть C = 00, 10, 11, 01 — гамильтонов цикл в Q2. Согласованный
набор разбиений H0, H1, H2, H3 для C будет задаваться четырьмя га-
мильтоновыми цепями:
• R0 — гамильтонова цепь в Q2 из 00 в 10, её переходная последова-

тельность — 1, 0, 1;
• R1 — гамильтонова цепь в Q2 из 10 в 11, её переходная последова-

тельность — 0, 1, 0;
• R2 — гамильтонова цепь в Q2 из 11 в 01, её переходная последова-

тельность — 1, 0, 1;
• R3 — гамильтонова цепь в Q2 из 01 в 00, её переходная последова-

тельность — 0, 1, 0.
Для примера рассмотрим пути из H0, начальные вершины которых

начинаются на 0000. Всего таких путей восемь, все они имеют длину 4
(см. табл. 4). На первом шаге вторая четвёрка позиций вершины в каж-
дом пути меняется в соответствии с паросочетанием M1. На втором шаге
первая четвёрка позиций вершины в каждом пути меняется в соответ-
ствии с паросочетанием M1. На третьем шаге вторая четвёрка позиций
вершины в каждом пути меняется в соответствии с паросочетанием M2.
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Таблица 4

Пути из разбиения H0

Q8

00000000 00001100 00000110 00000011

00000001 00000100 00000010 00001011

00010001 00010100 00010010 00011011

00011001 00010101 00010000 00011010

Q8

00001010 00001001 00000101 00001111

00001000 00001101 00000111 00001110

00011000 00011101 00010111 00011110

00011100 00011111 00010011 00010110

9. Анализ полученного решения

9.1. Количество циклов. По следствию 1 количество циклов
в 2-факторе, полученном с помощью обобщённой потоковой конструк-
ции, равно количеству орбит перестановки αH′ , являющейся суперпози-
цией перестановок αH0 , αH1 , . . . , αH2n−1

.
Рассмотрим действие перестановки αH′ на вершину u = q0, q1, q2, . . . ,

qb−1 гиперкуба Q4b. Нетрудно видеть, что

αH′(u) = γ0(q0), γ1(q1), γ2(q2), . . . , γn+a−1(qb−1),

где каждое из γi — это суперпозиция чётного числа перестановок из µ1,
µ2, µ3, µ4, являющаяся перестановкой всех вершин одной чётности из
V (Q4). Отсюда получаем, что длина орбиты αH′ равна наименьшему об-
щему кратному длин орбит γi. Из симметричности перестановок µi сле-
дует, что каждая из γi имеет орбиты одинаковой длины. Значит, возмож-
ная длина орбит γi равна 1, 2, 4 или 8. Таким образом, максимально воз-
можная длина циклов в полученном 2-факторе равна 8 ·2b ·2n = 22n+a+3.
В этом случае их количество равно 23n+3a−3.

9.2. Покрываемые размерности. Применяя указанный выше спо-
соб построения, в Q5n+4a можно получить 2-фактор с желаемым свой-
ством для n > 2 и a > 0. Значит, минимальная размерность N гиперкуба,
для которой можно применить построение, равна N = 10.

Теперь необходимо узнать, начиная с какого N любое число может
быть представлено в виде 5n+4a, где n > 2, а a > 0. Для этого восполь-
зуемся решением задачи Фробениуса для двух чисел. Напомним, что за-
дача Фробениуса состоит в нахождении максимального целого числа N
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такого, что уравнение

N = ax+ by

не имеет решения в целых неотрицательных числах относительно x и y
при фиксированных значениях a и b. Решение этой задачи было найдено
ещё Сильвестром в 1882 г.: N = ab− a− b.

Отсюда легко получаем, что N = 21 — самое большое целое число,
которое не может быть представлено в виде 5n+4a, где n > 2, a > 0. Сле-
довательно, приведённая конструкция строит 2-факторы в гиперкубах
всех размерностей N > 22 при подходящих значениях n и a. Табл. 5 де-
монстрирует, какие значения размерности N покрываются конструкцией
при соответствующих n и a в интервале от 10 до 22 (жирным выделены
непокрытые значения).

Таблица 5

Покрываемые размерности

N 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
n 2 2 3 2 3 4 2
a 0 1 0 2 1 0 3

Заметим, что построенный таким образом 2-фактор без близких рёбер
в QN может быть «расширен» до 2-фактора без близких рёбер в QN+1.
Пусть C — гамильтонов цикл в Qn, а H0,H1, . . . ,H2n−1 — согласован-
ный набор разбиений в Qk для C, построенный способом, приведённым
в разд. 8.

Пусть F1 — 2-фактор в Qn+k, построенный с помощью обобщённой
потоковой конструкции из C и согласованного набора разбиений H0, H1,
. . . , H2n−1, а F2 — 2-фактор в Qn+k, построенный с помощью обобщённой
потоковой конструкции из C и согласованного набора разбиений H1, H2,
. . . , H2n−1, H0. Ясно, что F2 также не содержит близких рёбер.

Лемма 6. Два множества рёбер F1 и F2 не пересекаются.

Доказательство. Пусть существует ребро e = (vi1uj1 , vi2uj2), при-
надлежащее обоим 2-факторам.

Если i1 = i2, то (uj1 , uj2) ∈ E(Hi1) из F1, а (uj1 , uj2) ∈ E(Hi1+1) из F2.
Однако согласованный набор разбиений H0, H1, . . . , H2n−1 удовлетворя-
ет условию (iii) теоремы 2; противоречие.

Если uj1 = uj2 , то vi1 и vi2 — две соседние вершины в C. Без ограни-
чения общности полагаем i2 = i1 + 1. Тогда uj1 ∈ F (Hi1) из F1, а uj1 ∈
F (Hi1+1) из F2. Но согласованный набор разбиений H0,H1, . . . ,H2n−1

удовлетворяет условию (i) теоремы 2; противоречие. Лемма 6 доказана.
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Значит, в F1 и F2 содержатся различные рёбра. Поместив теперь каж-
дый из этих 2-факторов в подкуб Qn+k+1 размерности n+ k, получим
2-фактор в Qn+k+1. Этот 2-фактор не будет содержать близких рёбер
по лемме 6 и в силу того, что каждый из F1 и F2 не содержит близких
рёбер.

Очевидно, что такой подход можно обобщить для построения 2-фак-
торов при увеличении размерности на произвольное число, размещая
в «чётных» подкубах F1, а в «нечётных» — F2. Справедлива

Теорема 4. Для любого N > 10 существует 2-фактор без близких

рёбер в QN .

Заключение

В работе приводится обобщение потоковой конструкции, ранее ис-
пользовавшейся только для построения гамильтоновых циклов. С по-
мощью приведённого обобщения удалось получить способ построения
нетривиальных 2-факторов, не содержащих близких рёбер. Конструк-
ция напрямую способна строить такие 2-факторы во всех QN , начиная
с N = 22. Для всех размерностей с N = 11 до N = 21 задача может быть
решена «расширением» 2-фактора, построенного с помощью потоковой
конструкции в Q10.

Остаётся открытым вопрос существования гамильтоновых циклов Qn
без близких рёбер. Эта задача может являться одним из предметов даль-
нейших исследований.
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Abstract. We say that two edges in the hypercube are close if their
endpoints form a 2-dimensional subcube. We consider the problem of
constructing a 2-factor not containing close edges in the hypercube
graph. For solving this problem, we use the new construction for build-
ing 2-factors which generalizes the previously known stream construc-
tion for Hamiltonian cycles in a hypercube. Owing to this construction,
we create a family of 2-factors without close edges in cubes of all dimen-
sions starting from 10, where the length of the cycles in the obtained
2-factors grows together with the dimension. Tab. 5, bibliogr. 12.
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