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Аннотация. Рассматриваются предикаты на конечных множес-
твах. Предикаты, инвариантные относительно некоторой (m + 1)-
местной функции почти единогласия, названы m-юнктивными.
Предлагается представление предикатов на конечном множестве
в виде обобщённых конъюнктивных нормальных форм (ОКНФ).
Получены свойства ОКНФ для m-юнктивных предикатов. Показа-
но, что каждый m-юнктивный предикат может быть представлен
полностью согласованной ОКНФ, в которой каждый конъюнкт со-
держит не более m переменных. Такое представление m-юнктивно-
го предиката названо приведённым. Предложен быстрый алгоритм
нахождения приведённого представления m-юнктивного предика-
та. Показано, как полученные свойства ОКНФ для m-юнктивных
предикатов можно применить для построения быстрого алгоритма
задачи обобщённой S-выполнимости, в которой множество S содер-
жит только предикаты, инвариантные относительно одной и той же
функции почти единогласия. Библиогр. 15.
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Введение

Задача обобщённой выполнимости, или удовлетворения ограничени-
ям, состоит в выяснении выполнимости системы отношений, каждое из
которых принадлежит заранее известному конечному множеству S, но
зависит от своего набора переменных. При этом полагается, что в S вхо-
дят отношения (предикаты) на конечном множестве A, |A| = k. Одним
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из методов исследования этой задачи является алгебраический подход
[1, 2]. Он состоит в рассмотрении функций на множестве A, сохраняю-
щих все отношения из S. На основе этого подхода как итог ряда работ по-
лучена классификация вычислительной сложности задачи обобщённой
выполнимости при заданном конечном k (см. [3–5] и ссылки в них). Ра-
нее были найдены полные сложностные классификации этой задачи при
k = 2 [6] и при k = 3 [7]. Некоторые полиномиальные классы этой задачи
при произвольных конечных k были описаны в [1, 8–10]. В частности,
в [8] показано, что задача обобщённой S-выполнимости с множеством S,
которое содержит только предикаты, инвариантные относительно одной
и той же функции почти единогласия, является полиномиальной.

В данной работе рассматриваются предикаты на конечных множе-
ствах, инвариантные относительно некоторой (m+ 1)-местной функции
почти единогласия. Они названы m-юнктивными. В [8] найдены свой-
ства m-юнктивных предикатов. В [11,12] предложено представление пре-
дикатов на конечных множествах в виде обобщённых конъюнктивных
нормальных форм (ОКНФ) и получены свойства таких представлений
предикатов. В этой работе найдены свойства ОКНФ m-юнктивных пре-
дикатов. В частности, показано, что каждый m-юнктивный предикат
может быть представлен полностью согласованной ОКНФ, в которой
каждый конъюнкт содержит не более m переменных. Такое представ-
ление m-юнктивного предиката названо приведённым. Предложен быст-
рый алгоритм нахождения приведённого представления m-юнктивного
предиката. Показано, как полученные свойства для ОКНФ m-юнктив-
ных предикатов можно применить для построения быстрого алгоритма
задачи обобщённой S-выполнимости, в которой множество S содержит
только предикаты, инвариантные относительно одной и той же функции
почти единогласия.

1. Основные определения

Пусть k > 2 — целое число, Ek = {0, 1, . . . , k− 1}. Алфавитное упоря-
дочение наборов из Enk (в перечисленном порядке элементов из Ek) назо-
вём лексикографическим. Если α ∈ Enk , то α(i) обозначает значение i-го

разряда набора α, i = 1, . . . , n. Пусть R(n)
k =

{
g | g : Enk → E2

}
— множе-

ство n-местных (n > 0) и Rk =
∞⋃
n=0

R
(n)
k — множество всех предикатов на

k-элементном множестве Ek. Если g, h ∈ Rk, то ḡ, g&h, g∨h означают от-
рицание, конъюнкцию и дизъюнкцию соответствующих предикатов (при

этом знак & будем заменять на · или вообще пропускать). Если g ∈ R(n)
k ,

то Na(g) =
{
α ∈ Enk | g(α) = a

}
, a ∈ E2, — соответственно множества ну-

лей и единиц предиката g. Пусть P (n)
k =

{
f | f : Enk → Ek

}
— множество
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n-местных (n > 0) и Pk =
∞⋃
n=0

P
(n)
k — множество всех функций (операций)

на k-элементном множестве Ek. Вектором значений функции f ∈ P (n)
k

назовём набор (f(α0), . . . , f(αkn−1)) ∈ Ek
n

k , где α0, . . . , αkn−1 — все набо-
ры из Enk , перечисленные в лексикографическом упорядочении.

Распространим функции из Pk на наборы элементов из множества Ek:
если f ∈ P

(m)
k и α1, . . . , αm ∈ Enk , то f(α1, . . . , αm) = β ∈ Enk , где

β(i) = f(α1(i), . . . , αm(i)) для всех i = 1, . . . , n. Функция f ∈ Pmk сохра-

няет предикат g ∈ R
(n)
k , если f(α1, . . . , αm) ∈ N1(g) для произвольных

наборов α1, . . . , αm ∈ N1(g). Если функция f ∈ Pk сохраняет предикат
g ∈ Rk, то предикат g называется инвариантным относительно функ-

ции f , а функция f называется полиморфизмом предиката g. Множество
всех инвариантов функции f ∈ Pk обозначается через Inv(f), множество
всех полиморфизмов предиката g ∈ Rk — через Pol(g).

2. Конъюнктивные формы для предикатов

В [11,12] предложены обобщённые конъюнктивные нормальные фор-
мы (сокращённо ОКНФ) для предикатов из Rk и найдены их свойства.
Напомним некоторые определения и утверждения из [11, 12], которые
понадобятся в дальнейшем. Считаем, что элементы из Ek линейно упо-
рядочены, как целые числа. Определим одноместные ступенчатые пре-
дикаты sa(x), s̄a(x) ∈ Rk при a = 1, . . . , k − 1:

sa(x) =

®
1, x > a,

0, x < a.

Ступенчатые предикаты sa(x) будем называть положительными, а пре-
дикаты s̄a(x) — отрицательными. Иногда будет удобно считать ступен-
чатыми предикатами sk(x), s̄0(x), выражающие константу 0: 0 = sk(x) =
s̄0(x). Введём обозначение sσa(x), σ ∈ E2: sσa(x) = sa(x) при σ = 1
и sσa(x) = s̄a(x) при σ = 0. Выражение sσa(x) назовём литералом (пе-
ременной x). Литерал L = sσa(x) назовём сужением литерала L′ = sσb (x),
если N1(L) ⊆ N1(L

′) (или N0(L
′) ⊆ N0(L)). Сужение назовём собствен-

ным, если литералы при этом не совпадают.
Обобщённой элементарной дизъюнкцией (ОЭД ) ранга r при r > 1 на-

зовём выражение (формулу) вида
r∨
j=1

(saj (xij )∨s̄bj (xij )), где aj ∈ Ek∪{k},

bj ∈ Ek, bj < aj и невозможен случай, когда aj = k и bj = 0, j = 1, . . . , r.
Обобщённой элементарной дизъюнкцией ранга 0 назовём константу 0.
Отметим, что любую дизъюнкцию ступенчатых предикатов применени-
ем тождеств алгебры логики можно привести либо к некоторой ОЭД,
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либо к константе 1. Если D,D′ — ОЭД, то D называется сужением D′,
если каждый литерал ОЭД D является сужением некоторого литерала
ОЭД D′. Сужение называется собственным, если ОЭД при этом не сов-
падают. Отметим, что если ОЭД D — сужение ОЭД D′, то из D′(α), где
α ∈ Enk , следует D(α) = 0.

Обобщённой конъюнктивной нормальной формой (ОКНФ) длины l,
l > 1, назовём конъюнкцию l различных ОЭД. Каждая ОКНФ над пере-
менными x1, . . . , xn определяет некоторый предикат g(x1, . . . , xn) ∈ Rk.
Кроме того, каждый предикат g(x1, . . . , xn) ∈ Rk может быть представ-
лен некоторой ОКНФ.

Назовём имплицентой предиката g ∈ R
(n)
k такую ОЭД D, что для

любого набора α ∈ Enk из D(α) = 0 следует g(α) = 0. Если к тому же ни-
какое собственное сужение D′ имплиценты D не является имплицентой
предиката g, то ОЭД D называется простой имплицентой предиката g.
Конъюнкция Kg всех простых имплицент предиката g ∈ Rk называет-
ся его сокращённой ОКНФ. Сокращённая ОКНФ Kg предиката g ∈ Rk
единственна и представляет этот предикат g [11].

В [13, 14] рассматривались понятия согласованности систем отноше-
ний, в [11] они аналогично определены для ОКНФ. Будем говорить, что
набор α ∈ Etk переменных xi1 , . . . , xit , t > 0, не обнуляет ОЭД D, если
при подстановке в ОЭД D вместо каждой переменной xij значения α(j),
j = 1, . . . , t, не получается константа 0. Например, набор α = (0, 1) ∈ E2

5

переменных x1, x3 не обнуляет ОЭД D1 = s1(x1) ∨ s̄3(x2) и обнуляет
ОЭД D2 = s2(x3). Считаем, что пустой набор (т. е. при t = 0) обнуляет
только ОЭД, являющуюся константой 0.

ОКНФ K(x1, . . . , xn) называется полностью согласованной, если для
каждого t > 0 любого набора α ∈ Etk переменных xi1 , . . . , xit , не обнуляю-
щего ни одну ОЭД в ОКНФ K, для любой переменной xit+1 , не совпадаю-
щей ни с одной из переменных xi1 , . . . , xit , можно подобрать такое b ∈ Ek,
что набор β = (α(1), . . . , α(t), b) ∈ Et+1

k переменных xi1 , . . . , xit , xit+1

не обнуляет ни одну ОЭД в ОКНФ K.
В [11] доказано, что любая сокращённая ОКНФ является полностью

согласованной.

Теорема 1 [11]. Пусть k > 2. Для каждого предиката g ∈ Rk его

сокращённая ОКНФ Kg является полностью согласованной.

Если g(x1, . . . , xn) ∈ Rk и xi — переменная, то положим

∃xig =
∨

a∈Ek

g(x1, . . . , xi−1, a, xi+1, . . . , xn)

при 1 6 i 6 n и ∃xig = g иначе. Далее, при m > 2 по индукции примем

∃xi1 , xi2 , . . . , ximg = ∃xi1∃xi2 , . . . , ximg.
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Предикат ∃x1, . . . , xmg называется проекцией предиката g на перемен-
ные xm+1, . . . , xn (или по переменным x1, . . . , xm). Проекцию предиката
g(x1, . . . , xn) на произвольные переменные xi1 , . . . , xit , где t > 1, опре-
деляем аналогично. Проекция предиката g(x1, . . . , xn) на переменные
xi1 , . . . , xit обозначается через π{xi1 ,...,xit}(g). Положим π{∅}(g) = g.

Теорема 2 [11]. Пусть k > 2. Для любых предиката g(x1, . . . , xn) ∈ Rk
и переменных xi1 , . . . , xit , 1 6 i1, . . . , it 6 n, t > 0, конъюнкция всех про-

стых имплицент предиката g, содержащих только переменные из множе-

ства {xi1 , . . . , xit}, является сокращённойОКНФ предиката π{xi1 ,...,xit}(g).

3. Предикаты, инвариантные относительно
функции почти единогласия

Функция f(y1, . . . , ym, ym+1) ∈ Pk, где m > 2, называется функцией
почти единогласия, если

f(y, x, . . . , x) = f(x, y, x, . . . , x) = . . . = f(x, . . . , x, y) = x.

В [8] получены свойства предикатов, инвариантных относительно неко-
торой функции почти единогласия. В теореме 3 мы предлагаем крите-
рий инвариантности предиката относительно некоторой (m+1)-местной
функции почти единогласия в терминах ОКНФ.

Теорема 3. Пусть k > 2. Предикат g ∈ R(r)
k инвариантен относитель-

но некоторой (m + 1)-местной функции почти единогласия из Pk тогда

и только тогда, когда любой предикат h(x1, . . . , xn),

h(x1, . . . , xn) =
l∏

j=1

g(xj1 , . . . , xjr), (1)

где 1 6 j1, . . . , jr 6 n, j = 1, . . . , l, можно представить полностью согласо-

ванной ОКНФ, в которой каждая ОЭД содержит не более m переменных.

Доказательство. Необходимость. Если предикат g ∈ Rk инва-
риантен относительно функции почти единогласия f ∈ P (m+1)

k , то и лю-
бой предикат h ∈ Rk вида (1) также инвариантен относительно этой
же функции f (см., например, [15]). Докажем, что конъюнкция Kh всех
простых имплицент предиката h, содержащих не более m переменных,
является полностью согласованной ОКНФ, представляющей предикат h.
Если m > n, то Kh является сокращённой ОКНФ предиката h и по тео-
реме 1 она полностью согласована.

Пусть n > m+1. Сначала докажем, что ОКНФ Kh представляет пре-
дикат h. В [8] показано, что любой предикат h, инвариантный относи-
тельно (m+1)-местной функции почти единогласия, можно представить
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конъюнкцией всех его проекций не более чем на m переменных. Другими
словами, верно представление

h(x1, . . . , xn) =
m∏

j=1

∏

16i1<...<ij6n

π{xi1 ,...,xij}(h). (2)

По теореме 2 конъюнкция всех простых имплицент предиката h, содер-
жащих только переменные xi1 , . . . , xij , является ОКНФ, представляю-
щей предикат π{xi1 ,...,xij }(h). Следовательно, в силу (2) ОКНФ Kh задаёт
предикат h.

Теперь покажем, что ОКНФ Kh является полностью согласованной.
Пусть набор α ∈ Etk, t > 0, переменных xi1 , . . . , xit не обнуляет ни одну
ОЭД в ОКНФ Kh.

Пусть сначала 0 6 t 6 m. По построению ОКНФ Kh в неё вхо-
дят все простые имплиценты предиката h, содержащие только перемен-
ные xi1 , . . . , xit . По теореме 2 конъюнкция всех таких простых импли-
цент предиката h является сокращённой ОКНФ предиката π{xi1 ,...,xit}(h).
Значит, набор α ∈ Etk не обнуляет ни одну ОЭД в сокращённой ОКНФ
предиката π{xi1 ,...,xit}(h). Другими словами, π{xi1 ,...,xit}(h)(α) = 1. Это
означает, что найдётся такой набор γ ∈ Enk , что γ(ij) = α(j) при всех j =
1, . . . , t, для которого h(γ) = 1. Значит, набор γ не обнуляет ни одну ОЭД
из ОКНФ K. Но тогда для любой переменной xit+1 , не совпадающей
ни с одной из переменных xi1 , . . . , xit , можно подобрать b = γ(it+1) ∈ Ek
так, что набор β = (α(1), . . . , α(t), b) ∈ Et+1

k переменных xi1 , . . . , xit , xit+1

не обнуляет ни одну ОЭД в ОКНФ Kh.
Пусть теперь t > m + 1. Предикат, являющийся проекцией преди-

ката h на любые переменные, также инвариантен относительно функ-
ции f (см., например, [15]). Поэтому предикат π{xi1 ,...,xit}(h) инвариан-
тен относительно функции почти единогласия f . По теореме 2 конъюнк-
ция всех простых имплицент предиката h, содержащих только перемен-
ные xi1 , . . . , xit , является сокращённой ОКНФ предиката π{xi1 ,...,xit}(h).
Предикат π{xi1 ,...,xit}(h) инвариантен относительно (m+1)-местной функ-
ции почти единогласия f , значит, его также можно представить конъ-
юнкцией всех его проекций на не более чем m переменных [8]. Поэто-
му, применяя теорему 2, получаем, что конъюнкция всех простых им-
плицент предиката h, содержащих не более m переменных из перемен-
ных xi1 , . . . , xit , задаёт предикат π{xi1 ,...,xit}(h). Значит, набор α ∈ Etk
не обнуляет ни одну ОЭД в некоторой ОКНФ предиката π{xi1 ,...,xit}(h),
т. е. π{xi1 ,...,xit}(h)(α) = 1. Дальнейшее доказательство аналогично слу-
чаю 1 6 t 6 m.
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Достаточность. Пусть любой предикат из Rk вида (1) предста-
вим полностью согласованной ОКНФ, в которой каждая ОЭД содержит
не более m переменных. Построим по предикату g ∈ Rk следующий пре-
дикат h ∈ Rk, зависящий от переменных xj , j ∈ Enk , n = km+1 (считаем,
что переменные xj перечисляются в лексикографическом упорядочении
наборов j ∈ Enk ):

h =
∏

α1,...,αm,αm+1∈N1(g)

g(x(α1(1),...,αm(1),αm+1(1)), . . . , x(α1(r),...,αm(r),αm+1(r))),

где индекс α1, . . . , αm, αm+1 пробегает все возможные размещения с по-
вторениями по m + 1 наборов из множества N1(g). В [1] показано, что
каков бы ни был предикат g ∈ Rk, для любого набора γ ∈ Enk из γ ∈
N1(h) следует, что γ является вектором значений некоторой функции

f ∈ P (m+1)
k , сохраняющей предикат g, и, наоборот, вектор значений про-

извольной функции f ∈ P (m+1)
k , сохраняющей предикат g, принадлежит

множеству N1(h). В частности, получаем, что вектор значений функции

fi(x1, . . . , xm, xm+1) = xi

для каждого i = 1, . . . ,m,m+ 1 принадлежит множеству N1(h).
Из условия теоремы 3 вытекает, что предикат h можно представить

полностью согласованной ОКНФ Kh, в которой каждая ОЭД содержит
не более m переменных.

Пусть E ⊆ Em+1
k и множество E содержит все такие наборы, в кото-

рых не менее m разрядов совпадают. Рассмотрим набор α ∈ E|E|
k пере-

менных xj , j ∈ E, в котором α(j) = aj , где aj — значение, находящееся
в m совпадающих разрядах набора j.

Сначала покажем, что набор α не обнуляет ни одну ОЭД в ОКНФ Kh.
Действительно, в Kh входят только ОЭД, содержащие не более m пе-
ременных. Предположим, что набор α обнуляет ОЭД D, содержащую
переменные xj1 , . . . , xjt , 1 6 t 6 m, из ОКНФ Kh. Это означает, что
j1, . . . , jt ∈ E. Из этого вытекает, что найдётся такое i, 1 6 i 6 m+1, что
j1(i) = α(j1), . . ., jt(i) = α(jt) (так как в наборах j1, . . . , jt ∈ Em+1

k не ме-
нее m разрядов совпадают и t 6 m). Значит, вектор значений функции
fi = xi обнуляет ОЭД D, чего быть не может.

Итак, набор α не обнуляет ни одну ОЭД в ОКНФ Kh. В силу полной
согласованности ОКНФ Kh набор α можно последовательно расширить
до набора β ∈ Enk переменных xj , j ∈ Em+1

k , не обнуляющего ни одну
ОЭД ОКНФ Kh. Другими словами, h(β) = 1. Однако β является векто-

ром значений некоторой функции f ∈ P (m+1)
k , сохраняющей предикат g.

По построению функция f является (m + 1)-местной функцией почти
единогласия. Теорема 3 доказана.
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Из доказательства теоремы 3 вытекает

Следствие 1. Пусть k > 2, f ∈ P (m+1)
k — функция почти единогла-

сия, m > 2, и предикат g ∈ Rk инвариантен относительно функции f .

Конъюнкция всех простых имплицент предиката g, содержащих не бо-

лее m переменных, является полностью согласованной ОКНФ, представ-

ляющей предикат g.

Предикат g ∈ Rk назовём m-юнктивным, если он инвариантен отно-
сительно некоторой (m + 1)-местной функции почти единогласия. Пол-
ностью согласованную ОКНФ m-юнктивного предиката g ∈ Rk, в кото-
рой любая ОЭД содержит не более m переменных, назовём приведённым

представлением этого предиката g. По следствию 1 конъюнкция всех
простых имплицент m-юнктивного предиката g, содержащих не более m
переменных, является приведённым представлением этого предиката g.
Конъюнкцию всех простых имплицент m-юнктивного предиката g, со-
держащих не более m переменных, назовём полным приведённым пред-
ставлением предиката g.

4. Нахождение приведённых представлений
m-юнктивных предикатов

Покажем, каким образом при некоторых условиях можно быстро на-
ходить приведённые представления m-юнктивных предикатов.

Далее будем рассматривать алгоритмы, на вход которых подаются
ОКНФ, содержащие не более m переменных в каждом конъюнкте (где
m > 2 — заранее известное целое число), и оценивать сложность та-
ких алгоритмов. Под сложностью LA(n) такого алгоритма A будем по-
нимать число операций, которое алгоритм выполнит в худшем случае
до получения ответа для входных ОКНФ, содержащих n переменных.
Под операцией понимаем действие с ОЭД ранга, не превосходящего m
(например, сравнение двух заданных ОЭД, нахождения значения данной
ОЭД на заданном наборе и т. д.).

Лемма 1. Пусть k > 2 и f ∈ P
(m+1)
k — функция почти единогла-

сия, m > 2. Существует детерминированный алгоритм, который по лю-

бому приведённому представлению K1(x1, . . . , xn) предиката g ∈ Inv(f)
и любой ОКНФ K2(y1, . . . , ym) предиката h ∈ Inv(f) находит полное при-

ведённое представление K(z1, . . . , zm), где {z1, . . . , zm} = {x1, . . . , xn} ∪
{y1, . . . , ym}, предиката g · h со сложностью O(n2m).

Доказательство. Для нахождения полного приведённого представ-
ления предиката g · h требуется получить все его простые имплиценты,
содержащие не более m переменных.
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Рассмотрим ОЭД

D(zi1 , . . . , zit) =
t∨

j=1

(saj (zij ) ∨ s̄bj(zij )), 0 6 t 6 m.

Проверим, является ли она имплицентой предиката g · h. Для этого пе-
реберём все возможные значения a1, . . . , at, b1, . . . , bm ∈ Ek такие, что
D(a1, . . . , at) = 0, K2(b1, . . . , bm) 6= 0, и подставим их вместо переменных
zi1 , . . . , zit , y1, . . . , ym в ОКНФ K1 (при этом aj = bl, если перемен-
ные zij и yl совпадают). ОКНФ K1 является полностью согласованной,
поэтому если эти значения не обнуляют ни одну ОЭД ОКНФ K1, то
ОЭД D не является имплицентой предиката g · h.

Найдя все имплиценты ранга, не превосходящего m, предиката g · h,
отберём среди них все простые имплиценты. Конъюнкция всех этих про-
стых имплицент является полным приведённым представлением преди-
ката g · h.

Подсчитаем сложность описанного алгоритма. Различных ОЭД D
ранга, не превосходящего m, найдётся O((n+m)m). Подстановка задан-
ных значений и обнаружение ОЭД, обращающейся в 0, требует просмот-
ра ОКНФ K1, т. е. O(nm) операций. Тем самым сложность алгоритма
равна O(n2m). Лемма 1 доказана.

Теорема 4. Пусть k > 2 и f ∈ P (m+1)
k — функция почти единогласия,

m > 2. Существует детерминированный алгоритм, который по полным

приведённым представлениям Kj предикатов gj ∈ Inv(f), j = 1, . . . , l,
находит полное приведённое представление K предиката g = g1 · . . . ·gl ∈
Rk со сложностью O(n3m).

Доказательство. Пусть в ОКНФ K1, . . . ,Kl встречаются только
переменные x1, . . . , xn. Опишем требуемый алгоритм. Положим K0 =
K1 и далее будем действовать следующим образом. Выберем m пере-
менных xi1 , . . . , xim . Для каждого предиката gj , j = 2, . . . , l, по теоре-
ме 2 найдём сокращённую ОКНФ предиката π{xi1 ,...,xim}(gj) (выбирая
в ОКНФ Kj все ОЭД только с переменными xi1 , . . . , xim). Для каждо-
го j = 2, . . . , l предикат π{xi1 ,...,xim}(gj) инвариантен относительно функ-
ции f (как проекция предиката, инвариантного относительнофункции f).
Положим

gi1,...,im(xi1 , . . . , xim) =
l∏

j=2

π{xi1 ,...,xim}(gj).

Предикат gi1,...,im также инвариантен относительно функции f (как конъ-
юнкция предикатов, инвариантных относительно функции f). Постро-
им сокращённую ОКНФ Ki1,...,im предиката gi1,...,im (например, отыскав



Об m-юнктивных предикатах 55

все простые имплиценты этого предиката). Применив лемму 1 к паре
ОКНФ K0 и ОКНФ Ki1,...,im , получим полное приведённое представле-
ние соответствующего предиката, которое обозначим также через K0.

Затем рассмотрим другие m переменных и повторим рассуждения.
Так будем действовать до тех пор, пока не рассмотрим все возможные
выборки по m переменных из переменных x1, . . . , xn. Полученная в итоге
ОКНФ K0 представляет предикат g (так как она равносильна конъюнк-
ции всех ОЭД, входящих хотя бы в одну из ОКНФ K1, . . . ,Kl) и является
полным приведённым представлением K предиката g (по построению).

Оценим сложность описанного алгоритма. Из n переменных m пе-
ременных можно выбрать O(nm) способами. Рассмотрение каждых m
переменных по лемме 1 требует O(n2m) операций. Значит, сложность
алгоритма равна O(n3m). Теорема 4 доказана.

5. Проверка выполнимости конъюнкций предикатов

Пусть S ⊆ Rk и S — конечное множество. Рассмотрим задачу обоб-
щённой S-выполнимости (задача S-ВЫП), она называется также зада-
чей удовлетворения ограничениям CSP(S) (от англ. constraint satisfaction
problem) (см., например, [1]).

Задача S-ВЫП. S ⊆ Rk, k > 2, и S конечно.

Вход: предикат g(x1, . . . , xn) =
l∏

j=1
gj(xj1 , . . . , xjnj

) ∈ Rk, где gj ∈ S,

1 6 j1, . . . , jnj 6 n, j = 1, . . . , l.
Вопрос: является ли предикат g выполнимым, т. е. найдётся ли такой

набор α ∈ Enk , что g(α) = 1?

Известно, что если в множество S входят только предикаты, инва-
риантные относительно некоторой функции почти единогласия f ∈ Pk,
то задача S-ВЫП полиномиальна [8]. Полиномиальные алгоритмы для
такой задачи S-ВЫП опираются на свойство согласованности систем пре-
дикатов (см. [13,14]). Мы предлагаем в случае такого множества S пред-
ставлять предикаты из множества S в виде полных приведённых пред-
ставлений. Другими словами, изначально для каждого предиката gi ∈ S
находим его полное приведённое представление Ki, i = 1, . . . , |S|. Пусть
задан вход

g(x1, . . . , xn) =

l∏

j=1

gj(xj1 , . . . , xjnj
)

такой задачи S-ВЫП. Тогда можно, пользуясь алгоритмом из теоремы 4,
быстро получить полное приведённое представление K предиката g, за-
писанного в виде K1 · . . . · Kl. Затем в зависимости от вида ОКНФ K
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можно ответить на вопрос о выполнимости предиката g, а именно, пре-
дикат g невыполним, если ОКНФ K состоит только из ОЭД, являющейся
константой 0, и предикат g выполним во всех других случаях. Действи-
тельно, во втором случае в ОКНФ K содержится хотя бы одна простая
имплицента предиката g, не являющаяся константой 0, поэтому g вы-
полним. Таким образом, справедлива

Теорема 5. Пусть k > 2 и f ∈ P (m+1)
k — функция почти единогласия,

m > 2. Существует детерминированный алгоритм, который по полным

приведённым представлениям Kj предикатов gj ∈ Inv(f), j = 1, . . . , l,
проверяет выполнимость предиката g = g1 · . . . · gl ∈ Rk со сложно-

стью O(n3m).
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Abstract. We consider predicates on finite sets. The predicates in-
variant under some (m + 1)-ary near-unanimity function are called
m-junctive. We propose to represent the predicates on a finite set
in generalized conjunctive normal forms (GCNFs). The properties for
GCNFs of m-junctive predicates are obtained. We prove that each
m-junctive predicate can be represented by a strongly consistent GCNF
in which every conjunct contains at most m variables. This representa-
tion of an m-junctive predicate is called reduced. Some fast algorithm is
proposed for finding a reduced representation for an m-junctive predi-
cate. It is shown how the obtained properties of GCNFs of m-junctive
predicates can be applied for constructing a fast algorithm for the
generalized S-satisfiability problem in the case that S contains only
the predicates invariant under a common near unanimity function.
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