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Аннотация. Рассматривается модель экономики, в которой для
каждого товара имеются два рынка: управляемый государством
и конкурентный. При этом оба рынка сосуществуют в едином эко-
номическом пространстве, допускающем свободное перемещение то-
варов и платёжных средств. В частности, предполагается, что из-
быток продуктов, приобретённых по фиксированным государствен-
ным ценам, может реализовываться по свободным ценам конку-
рентного рынка. Важной чертой модели является учёт производ-
ственной активности как на государственном, так и на конкурент-
ном рынке. В то время как большая часть литературы по сме-
шанным экономикам посвящена вопросам существования и Парето-
оптимальности равновесий, в настоящей заметке основное внима-
ние уделяется анализу их коалиционной стабильности. Продолжа-
ется исследование нечётких ядер смешанных экономических моде-
лей типа Эрроу — Дебрё, начатое ранее для случая высоких цен
свободного рынка. Установлены новые условия совпадения мно-
жеств недоминируемых и равновесных распределений, охватыва-
ющие случаи низких равновесных цен на некоторые из продуктов.
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Введение

Главной особенностью рассматриваемой смешанной экономической
системы является наличие двух механизмов регулирования, действую-
щих совместно: централизованного планирования и свободных рыноч-
ных цен. В частности, в отличие от классических экономических мо-
делей, имеет место симбиоз двух типов рынка. На первом из них, на-
зываемом далее государственным, цены жёсткие и распределение благ
осуществляется с помощью схем рационирования и госзаказа. На вто-
ром, называемом свободным, цены гибкие и формируются стандартным
механизмом выравнивания спроса и предложения. Предполагается, что
избыток продуктов, приобретённых на первом рынке, может перепрода-
ваться каждым из участников по свободным рыночным ценам. Важной
чертой рассматриваемой модели, как и в [1], является учёт производ-
ственного фактора 1).

Отметим, что в отличие от классических моделей равновесного анали-
за в рассматриваемой смешанной системе возникает проблема коррект-
ного определения недоминируемых распределений. Источником труд-
ностей является наличие фиксированных цен для рационируемых благ
и множественность типов коалиционной стабильности равновесных рас-
пределений, отвечающих различным типам гибких цен на свободном
рынке. Универсальный способ преодоления этих трудностей основывает-
ся на использовании кусочной линейности функций дохода участников;
он приводит к необходимости рассмотрения нескольких типов ядер, ха-
рактеризующих различные виды коалиционной стабильности. В резуль-
тате проверка известной гипотезы Эджворта об асимптотической экви-
валентности ядер и равновесий [7, 8] редуцируется к анализу асимпто-
тического поведения каждого из указанных ядер в отдельности (деталь-
ное рассмотрение условий асимптотической эквивалентности для сме-
шанных моделей чистого обмена см. в [9]).

Ранние исследования недоминируемости и нечётких ядер в смешан-
ных экономических системах (как с конечным, так и с бесконечным чис-
лом участников) относятся к моделям чистого обмена [9–11]. Что каса-
ется кооперативной характеризации равновесных распределений в сме-
шанных моделях с производством, то единственная предшествующая
работа [1] посвящена анализу недоминируемости равновесных распре-
делений, отвечающих «высоким» равновесным ценам. В отличие от [1],

1) Больше деталей, касающихся содержательной интерпретации рассматриваемой
модели смешанной экономики, можно найти в описании первой модели такого типа,
предложенной В. Л. Макаровым [2,3]. Анализ некоторых качественных и алгоритми-
ческих вопросов существования равновесий в смешанной экономике см., например,
в [4,5] и [6] соответственно.
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в настоящей статье изучается недоминируемость равновесных распреде-
лений, отвечающих равновесным ценам с невысокой стоимостью по край-
ней мере одного из продуктов. Доказывается принадлежность рассмат-
риваемых распределений соответствующим нечётким ядрам. Более того,
указываются условия, гарантирующие справедливость гипотезы Эдж-
ворта для изучаемых типов равновесных распределений в терминах
нечёткого доминирования. Именно, для экономики типа Эрроу — Дебрё
с рационированием и государственным заказом как в потребительском,
так и в производственном секторе устанавливаются достаточно простые
признаки совпадения множеств однотипных 2) равновесных и недомини-
руемых распределений.

Статья организована следующим образом. Разд. 1 содержит деталь-
ное описание изучаемой модели смешанной экономики типа Эрроу —
Дебрё. Разд. 2 посвящён изложению основных определений, относящих-
ся к понятию равновесия в этой модели; даётся краткая интерпретация
вводимых понятий, следующая изложению работы [5]. В разд. 3 вводит-
ся определение основного объекта работы — нечёткого доминирования,
зависящего от структуры равновесных цен и порождаемого этим опре-
делением понятия K-ядра. Там же устанавливаются основные результа-
ты работы, касающиеся условий совпадения нечётких ядер и множества
равновесных распределений изучаемых типов.

1. Смешанная экономика типа Эрроу— Дебрё

Напомним [1, 5] основные понятия, относящиеся к смешанной эконо-
мической модели типа Эрроу — Дебрё. Как уже отмечалось, эта модель
описывает симбиоз двух систем управления: централизованной и рыноч-
ной (децентрализованной). В первой системе действуют фиксированные
государственные цены и распределение товаров и услуг осуществляет-
ся в рамках заданных схем рационирования и государственных зака-
зов. Во второй системе цены свободны и работает стандартный меха-
низм уравнивания спроса и предложения. Разрешена перепродажа избы-
точных объёмов рационируемых благ по свободным ценам. Согласно [5]
формальное описание модели смешанной экономики типа Эрроу — Дебрё
имеет следующий вид:

E =
〈
L, (X ′

i,X
′′
i , ui, β

i, θi, ωi)i∈N1 , (Yj , ϑ
j)j∈N2 , (s

′
ij , s

′′
ij)(i,j)∈N1×N2

, q, P
〉
,

где N1 = {1, . . . , n1} — множество потребителей, N2 = {n1 + 1, . . . , n2} —
множество производителей (фирм), L = {1, . . . , l} — множество продук-
тов, X ′

i ⊆ R
L — потребительское множество участника i ∈ N1 на первом

2) Отвечающих одному и тому же набору низких равновесных цен.
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(государственном) рынке, X ′′
i ⊆ R

L — потребительское множество участ-
ника i ∈ N1 на втором (свободном) рынке, ui — функция полезности
i ∈ N1 на X ′

i × X ′′
i , ω

i ∈ R
L
+ — начальные запасы участника i ∈ N1,

ωo :=
∑
i∈N1

ωi — агрегированный начальный запас потребителей, q ∈ R
L
+ —

фиксированные цены первого рынка, βi ∈ R
L
+ — максимальный объём

потребления рационируемых благ, доступный участнику i ∈ N1 по фик-
сированным ценам q на первом рынке, βo :=

∑
i∈N1

βi — агрегированный

объём рационируемых благ, доступных потребителям, θi ∈ R
L — государ-

ственный заказ, определённый участнику i ∈ N1, θo :=
∑
i∈N1

θi — агреги-

рованный государственный заказ в потребительском секторе, Yj ⊆ R
L —

производственное множество фирмы j ∈ N2, ϑj ∈ R
L — государственный

заказ (план), определённый фирме j ∈ N2, ϑo :=
∑

j∈N2

ϑj — агрегирован-

ный госзаказ (план), определённый производственному сектору, s′ij —
доля прибыли q · ϑj , полученной фирмой j ∈ N2 за выполнение госза-
каза ϑj и передаваемой ею потребителю i ∈ N1, s′′ij — доля прибыли
p · (yj − ϑj), полученной фирмой j ∈ N2 по ценам p свободного рынка
(при реализации производственной программы yj ∈ Yj с учётом испол-
нения госзаказа ϑj) и передаваемой ею потребителю i ∈ N1, P = R

L
+ —

множество свободных цен второго рынка 3).
Предполагается, что s′ij и s′′ij удовлетворяют стандартным услови-

ям: s′ij, s
′′
ij > 0 для всех i ∈ N1, j ∈ N2 и

∑
i∈N1

s′ij =
∑
i∈N1

s′′ij = 1 для

каждой фирмы j ∈ N2. В дальнейшем, не уменьшая общности, будем
предполагать, что βo 6= 0 и q — строго положительный вектор. Да-
лее, как и в [5], считаем, что схемы рационирования и госзаказы в по-
требительском и производственном секторах согласованы между собой:
βo = θo+ϑo, или, более подробно, предполагается, что выполняется пред-
положение

(A)
∑

N1

βi =
∑

N1

θi +
∑

N2

ϑj,

которое означает, что потребление максимального объёма
∑
N1

βi рациони-

руемых благ, доступных по фиксированным ценам q, гарантируется реа-
лизацией суммарного госзаказа для потребительского и производствен-
ного секторов экономики. В силу равенства (A) все блага, полученные

3) Как обычно, выражение x ·y обозначает скалярное произведение x ·y =
l∑

k=1

xkyk

векторов x = (x1, . . . , xl) и y = (y1, . . . , yl) из R
L.
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при исполнении госзаказа, могут быть целиком использованы для ин-
дивидуального потребления по фиксированным ценам на первом рынке
и перепродажи по свободным ценам на втором рынке.

Как и в стандартной модели Эрроу — Дебрё, при текущих ценах сво-
бодного рынка потребители рассматриваемой модели максимизируют
свои функции полезности на надлежащим образом определённых бюд-
жетных множествах, а производители максимизируют прибыль (с учё-
том исполняемого госзаказа). Что касается государственных органов,
их функция заключается в обеспечении выполнения госзаказов θi, i ∈ N1,
и ϑj, j ∈ N2, и последующем контроле над использованием применяемых
схем рационирования. Как уже отмечалось, в модели допускается пере-
продажа рационируемых благ по текущим ценам свободного рынка.

2. Равновесие в смешанной экономике E

Приводимые далее определения аналогичны классическим понятиям
допустимых состояний, бюджетных множеств и равновесных распределе-
ний. Они были предложены в [5] и отличаются лишь небольшими (но су-
щественными) деталями от соответствующих определений стандартной
модели Эрроу — Дебрё [12].

Пусть заданы цены p ∈ R
L
+, действующие на свободном рынке. Со-

гласно [5] для построения бюджетного множества Bi(p) потребителя
i ∈ N1 введём сначала понятие его основного дохода, определяемого сум-
мой νi(p) = αi(p) + δ′i(q) + δ′′i (p), где

αi(p) := q · θi + p · (ωi − θi),

δ′i(q) :=
∑

j∈N2

s′ijq · ϑ
j, δ′′i (p) :=

∑

j∈N2

s′′ijπj(p).

Здесь прибыль πj(p) фирмы j ∈ N2, получаемая при ценах p на свобод-
ном рынке, определяется формулой πj(p) := sup{p · (yj − ϑj) | yj ∈ Yj}
(учтён госзаказ ϑj, выполняемый фирмой j по фиксированным ценам q).
Таким образом, основной доход νi(p) каждого участника i ∈ N1 при це-
нах p ∈ P включает сумму αi(p), полученную в качестве оплаты госза-
каза, передаваемого в централизованный фонд, и выручки от реализа-
ции на свободном рынке остающейся (после такой передачи) части его
начального запаса. Кроме того, в состав этого дохода включается при-
быль δ′i, получаемая от реализации госзаказа по ценам q, а также при-
быль δ′′i (p), полученная в производственном секторе по ценам свободного
рынка p.

Определим теперь полный доход wi(p, x
′i) участника i ∈ N1 при це-

нах p и потреблении рационируемых благ в объёме x′i :

wi(p, x
′i) := νi(p) + (p− q)+ · (βi − x′i)
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(здесь и далее применяются стандартные обозначения: для любого век-
тора a ∈ R

L через a+ обозначаем вектор из R
L с компонентами a+k = ak

при ak > 0 и a+k = 0 при ak 6 0). Итак, полный доход потребителя i ∈ N1

складывается из основного νi(p) и дополнительного (p − q)+ · (βi − x′i),
представляющего выручку от перепродажи тех рационируемых благ, для
которых установившаяся конъюнктура свободного рынка оказалась бла-
гоприятной. Именно, предполагается, что при условии qj < pj участ-
ник i выкупает по государственным ценам максимальный доступный
для него объём βi

j рационируемого продукта j и в случае, когда его
реальная потребность x′ij строго меньше βi

j , продаёт избыток βi
j − x′ij

на свободном рынке, получая чистую прибыль от этой операции в сумме(
pj − qj

)(
βi
j − x′ij

)
. Конечно, при плохой конъюнктуре (pj < qj) такая пе-

репродажа теряет смысл; более того, в этом случае на первом рынке вы-
купается лишь часть гарантированного рациона βi

j , равная величине x′ij ,
полностью идущей на потребление участника i.

В указанных обозначениях бюджетное множество Bi(p) участника
i ∈ N1 определяется следующим образом.

Определение 1. Пусть p — вектор цен свободного рынка. Бюджет-

ное множество Bi(p) потребителя i ∈ N1 при ценах p задаётся формулой

Bi(p) := {xi = (x′i, x′′i) ∈ Xi(β) | q · x
′i + p · x′′i 6 wi(p, x

′i)},

где Xi(β) := {xi = (x′i, x′′i) ∈ Xi | x
′i 6 βi} и Xi := X ′

i ×X ′′
i .

Как видно из определения 1, предполагается, что в текущих ценах
p ∈ P каждый участник i ∈ N1 может приобретать наборы товаров
x′i, x′′i в пределах потребительских множеств X ′

i,X
′′
i по ценам q и p со-

ответственно. Поскольку потребление экономического агента i на госу-
дарственном рынке ограничено сверху квотой βi, вектор x′i помимо тре-
бования x′i ∈ X ′i должен удовлетворять условию x′i 6 βi. Кроме то-
го, издержки на приобретение наборов x′i, x′′i, составляющие величину
q·x′i+p·x′′i (левая часть бюджетного неравенства), должны покрываться
полным доходом wi(p, x

′i) (правая часть бюджетного неравенства). От-
метим, что согласно определению полного дохода wi(p, x

′i) главная отли-
чительная черта множеств Bi(p) обусловлена необходимостью учёта вза-
имодействия рыночного и государственного регулирования: участникам
предоставляется возможность исправлять перекосы централизованного
планирования с помощью перепродажи на свободном рынке избыточных
рационируемых продуктов (слагаемое (p− q)+ · (βi − x′i) в правой части
бюджетного неравенства). В модели учитывается, что такие перепрода-
жи будут иметь место лишь при условии, что они дают экономическим
агентам дополнительный доход.
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Что касается оптимальной реакции участников на свободные цены,
то, как это принято в неоклассической теории экономического равнове-
сия (с учётом особенностей рассматриваемой модели), множество спроса
Di(p) ⊆ Xi(β) экономического агента i ∈ N1 при ценах p ∈ P опре-
деляется как совокупность наилучших для него элементов бюджетного
множества Bi(p). Таким образом, множество спроса Di(p) представляет
собой совокупность всех решений следующей экстремальной задачи:

ui(x
′i, x′′i) → max

при условиях

q · x′i + p · x′′i 6 q · θi + p · (ωi − θi) + δ′i(q) + δ′′i (p) + (p − q)+ · (βi − x′i),

x′i ∈ X ′
i, x′i 6 βi, x′′i ∈ X ′′

i ,

где, как и ранее, δ′i(q) =
∑

j∈N2

s′ijq · ϑj, δ′′i (p) =
∑

j∈N2

s′′ijπj(p). По анало-

гии с классической моделью Эрроу — Дебрё определяется и множество

предложения Sj(p) фирмы j ∈ N2 при ценах p ∈ P. Это множество пред-
ставляет собой совокупность всех производственных программ yj ∈ Yj,
доставляющих наибольшую прибыль πj(p) участнику j.

Итак, соответствия индивидуального спроса p 7→ Di(p), p ∈ P, и инди-
видуального предложения p 7→ Sj(p), p ∈ P, рассматриваемой модели E
определяются формулами

Di(p) :=
{
xi ∈ Bi(p) | P

β
i (x

i) ∩Bi(p) = ∅
}
,

Sj(p) := {yj ∈ Yj | πj(p) = p · (yj − ϑj)},

где Pβ
i (x

i) := {x̃i ∈ Xi(β) | ui(x̃
i) > ui(x

i)}. Далее, соответствие избы-
точного спроса p 7→ E(p), p ∈ P, задаётся обычным образом:

E(p) :=
∑

i∈N1

Doi(p)−
∑

j∈N2

Sj(p)−
∑

i∈N1

ωi,

где Doi(p) := {xoi | (x′i, x′′i) ∈ Di(p)}. Здесь, как и всюду ниже, для
каждого набора (x′i, x′′i) из X ′

i ×X ′′
i полагаем

xoi = x′i + x′′i.

Напомним понятие допустимого распределения модели E [1,5]. Поло-
жим

X :=
∏

i∈N1

Xi, X(β) :=
∏

i∈N1

Xi(β), Y :=
∏

j∈N2

Yj ,

Z := X × Y, Z(β) := X(β) × Y.
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Определение 2. Множество Zβ(E) допустимых распределений мо-
дели E определяется формулой

Zβ(E) :=
{
z = (x, y) ∈ Z(β) |

∑

i∈N1

xoi =
∑

j∈N2

yj +
∑

i∈N1

ωi
}
.

Используя приведённые обозначения, сформулируем одно из главных
понятий работы — равновесное распределение смешанной экономической
системы E (предложенное в статье [5] в полном соответствии со стандар-
тами равновесного экономического анализа).

Определение 3. Распределение z̄ = (x̄, ȳ) = ((x̄i)i∈N1 , (ȳ
j)j∈N2) ∈

Zβ(E) является равновесным распределением смешанной экономики E ,
если существует вектор цен p̄ ∈ P такой, что x̄i ∈ Di(p̄) для всех i ∈ N1,
и ȳj ∈ Sj(p̄) для всех j ∈ N2. Как обычно, элемент p̄ называется вектором

равновесных цен, а пара (p̄, z̄) — равновесным состоянием смешанной

экономики E . Совокупность всех равновесных распределений экономи-
ки E будем обозначать через W = W(E).

Принципиальная трудность кооперативной характеризации множе-
ства W равновесных распределений смешанной экономики E связана
с нелинейностью функций полного дохода wi(p, x

′i) по ценам свободного
рынка p. Для преодоления этой трудности используем тот факт, что ука-
занная нелинейность достаточно проста. Именно, функции wi являются
кусочно линейными по p. Представляя множество равновесных распре-
делений W в виде объединения нескольких составляющих, отвечающих
различным областям линейности этих функций, проводим анализ недо-
минируемости равновесных распределений для каждой из составляющих
по отдельности с учётом типа соответствующих равновесных цен.

Приведём необходимые определения, формализующие рассмотрение
коалиционной стабильности равновесных распределений с учётом раз-
личия в типах отвечающих им равновесных цен. Для каждого K ⊆ L
положим

PK := {p ∈ R
L
+ | pk > qk, k ∈ K, pj 6 qj, j ∈ J},

где J обозначает дополнение K, т. е. J := L \ K. Отмечавшиеся выше
составляющие равновесных распределений определяются как подмноже-
ства W, отвечающие различным типам равновесных цен, классифициру-
емых с помощью выпуклых полиэдров PK :

WK = WK(E) := {z ∈ W | ∃ p ∈ PK :

(p, z) — равновесное состояние модели E}.

Распределения из WK будем называть K-равновесными распределениями

модели E .
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3. Нечёткие K-ядра в смешанной экономике E

Обратимся к анализу коалиционной стабильности (недоминируемо-
сти) распределений из WK . Далее проводится детальный анализ экс-
тремальных свойств равновесных распределений экономики E в терми-
нах отношений нечёткого K-доминирования. Доказывается недоминиру-
емость K-равновесных распределений при всех K ⊆ L. Особое внимание
уделяется отысканию условий, гарантирующих справедливость гипоте-
зы Эджворта в форме нечёткого доминирования (совпадение K-равно-
весных распределений и отвечающих им нечётких K-ядер в смешанных
экономиках типа Эрроу — Дебрё).

3.1. Недоминируемость равновесных распределений моде-

ли E. Следуя [1], дадим определение нечёткого K-доминирования и от-
вечающего ему нечёткого K-ядра модели E — основных объектов иссле-
дования настоящей работы.

Приведём необходимые обозначения. Зафиксируем K ⊆ L. Для каж-
дого вектора a ∈ R

L через aK будем обозначать вектор из R
L с компо-

нентами

(aK)k :=

®
ak, k ∈ K,

0, k ∈ J = L \K.

В случае b = (b1, . . . , bn1) ∈ (RL)N1 полагаем bK :=
(
b1K , . . . , bn1

K

)
. Кроме

того, в дальнейшем используются следующие сокращения. Для каждого
i ∈ N1 полагаем

ϑ′i :=
∑

j∈N2

s′ijϑ
j, ϑ′′i :=

∑

j∈N2

s′′ijϑ
j, ϑ̂i := ϑ′i − ϑ′′i,

γ′i := θi + ϑ′i − βi, γ′′i := θi + ϑ′′i − βi.

Напомним [5] также определение модифицированных начальных запа-
сов ω̂′i, ω̂′′i :

ω̂′i := ωi − γ′i, ω̂′′i := ωi − γ′′i, i ∈ N1,

и «приватизированных» производственных множеств “Yi, ‹Yi :

“Yi := ϑ̂i + ‹Yi, ‹Yi :=
∑

j∈N2

s′′ijYj, i ∈ N1.

Замечание 1. Ясно, что при ϑ′i = ϑ′′i, i ∈ N1, выполняются равен-
ства “Yi = ‹Yi, i ∈ N1. В частности, “Yi = ‹Yi при s′ij = s′′ij для всех i ∈ N1,
j ∈ N2.

Как уже отмечалось, проверка гипотезы Эджворта для модели E со-
стоит в характеризации множеств WK в терминах нечёткого домини-
рования. Переходя к формальным определениям, напомним [13,14], что
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нечёткими коалициями называются ненулевые элементы τ = (τ1, . . . ,
τn1) единичного гиперкуба In1 = [0, 1]n1 . При этом каждая компонента τi
вектора τ трактуется как мера участия соответствующего экономическо-
го агента в обыкновенной коалиции N(τ) = supp τ, где

N(τ) := {i ∈ N1 | τi > 0}

(N(τ) обычно называют носителем нечёткой коалиции τ). Пусть T :=
In1 \ {0}. Для произвольных τ = (τ1, . . . , τn1) ∈ T и b = (b1, . . . , bn1) ∈
(RL)N1 через b(τ) будем обозначать вектор

b(τ) :=
∑

N1

τib
i.

Положим Ẑ(β) := X(β)×“Y , где “Y :=
∏

i∈N1

“Yi. Для любого z = (x, y) ∈ Ẑ(β)

обозначим x′ := (x′1, . . . , x′n1), x′′ := (x′′1, . . . , x′′n1), y := (y1, . . . , yn1)
и x0 := x′+x′′. Наконец, как и в случае рационирования β = (β1, . . . , βn1)
и госзаказа θ = (θ1, . . . , θn1), будем полагать ω := (ω1, . . . , ωn1), ϑ′ :=
(ϑ′1, . . . , ϑ′n1), ϑ′′ := (ϑ′′1, . . . , ϑ′′n1) и ω̂′ := ω − θ − ϑ′ + β.

Определение 4. Нечёткая коалиция τ K-доминирует допустимое

распределение z̄ ∈ Zβ(E), если существует распределение z = (x, y) ∈ Ẑ(β)
такое, что

KF1: ui(xi) > ui(x̄
i), i ∈ N(τ),

KF2: x0K(τ) 6 ω̂′
K(τ) + yK(τ),

KF3: qK∪I ·x
0(τ)+ qJ\I ·x

′(τ) 6 qK∪I · (ω+ y)(τ)+ qJ\I · (θ+ϑ′)(τ) для
всех I ⊆ J.

Замечание 2. Согласно [1] каждое из неравенств условия KF3 ука-
зывает на согласованность «требования» (xi, yi)i∈N(τ) коалиции τ с её
возможностями при соответствующей «экстремальной» реализации
qK∪I , I ⊆ J, свободных рыночных цен из PK . При этом принимается
во внимание, что при нулевых свободных ценах на блага из J \ I сово-
купный доход потребителя i, определяемый этими благами, равен лишь
величине qJ\I · (θ

i + ϑ′i), гарантируемой госзаказом.

Следуя [1], сформулируем одно из ключевых понятий работы — опре-
деление нечёткого K-ядра модели E .

Определение 5. Нечётким K-ядром модели E называется множе-
ство CK,F всех распределений z̄ ∈ Zβ(E), которые не являются K-доми-
нируемыми никакой нечёткой коалицией τ :

CK,F = {z̄ ∈ Zβ(E) | не существует коалиции τ ∈ T ,

которая K-доминирует z̄}.



44 В. А. Васильев

Оказывается, что множества CK,F и WK всегда связаны соотношением

WK ⊆ CK,F , K ⊆ L. (1)

При K = L вложение (1) установлено в [1]. Для проверки соотноше-
ния (1) в общем случае построим специальное представление бюджетных
множеств Bi(p) с учётом типа гибких цен p. Именно, как и ранее, через
πi(p) будем обозначать прибыль, получаемую в «приватизированном»
производственном множестве ‹Yi:

πi(p) := sup{p · (yi − ϑ′′i) | yi ∈ ‹Yi}, i ∈ N1.

Далее, непосредственно из определения модифицированных госзаказов
ϑ′i, ϑ′′i и слагаемых δ′i =

∑
j∈N2

s′ijq · ϑ
j, δ′′i (p) =

∑
j∈N2

s′′ijπj(p) основного до-

хода νi(p) потребителя i вытекает, что δ′i = q ·ϑ′i, и δ′′i (p) = πi(p) для всех
i ∈ N1 и p ∈ P. Следовательно, бюджетное ограничение потребителя i
может быть переписано в виде

q · x′i + p · x′′i 6 q · θi + p · (ωi − θi) + q · ϑ′i + πi(p) + (p− q)+ · (βi − x′i).

Отметим, что для каждых K ⊆ L и p ∈ PK (в случае, когда существует
ỹi ∈ ‹Yi, удовлетворяющий равенству πi(p) = p · (ỹi −ϑ′′i)) это бюджетное
ограничение можно записать в виде

FK
i (p, xi, yi) 6 0,

где

FK
i (p, xi, yi) := q ·

(
x′iJ−γ′i−βi

J

)
+p·

(
−x′iJ+x0i−yi−ω̂′i+βi

J

)
, i ∈ N1, (2)

при yi = ϑ̂i + ỹi. Поэтому в случае, когда вектор yi = yi(p) ∈ “Yi удо-
влетворяет требованию πi(p) = p · (ỹi − ϑ′′i), где ỹi = yi − ϑ̂i, бюджетное
множество Bi(p) при p ∈ PK принимает вид

Bi(p) =
{
xi ∈ Xi(β) | F

K
i (p, xi, yi) 6 0

}
. (3)

Применяя представления (2), (3) и используя элементарное описание вер-
шин параллелепипедов вида {x ∈ R

J | 0 6 x 6 a}, получаем достаточно
простое доказательство соотношения (1).

Теорема 1. Для каждого K ⊆ L справедливо вложение WK ⊆ CK,F .

Доказательство. Рассмотрим произвольное равновесное распреде-
ление z̄ = (x̄, ȳ) ∈ WK и отвечающие ему равновесные цены p̄ ∈ PK .
Допустим, что существует нечёткая коалиция τ, K-доминирующая z̄

с помощью распределения z = (x, y) ∈ Ẑ(β). Положим ỹi =
∑

j∈N2

s′′ij ȳ
j

и ȳi = ϑ̂i + ỹi, i ∈ N1. Из определения равновесного распределения



Недоминируемость равновесий в смешанной экономике 45

вытекают равенства πi(p̄) = p̄ · (ỹi − ϑ′′i), i ∈ N1. Поскольку набо-
ры x̄i доставляют максимум функциям полезности ui на бюджетных
множествах Bi(p̄) и согласно определению нечёткого K-доминирования
ui(x

i) > ui(x̄
i), i ∈ supp τ , из представления (3) для бюджетных мно-

жеств Bi(p̄) получаем FK
i (p̄, xi, ȳi) > 0, i ∈ supp τ. Следовательно, ввиду

соотношений p̄ · (yi − ϑ′′i) 6 p̄ · (ỹi − ϑ′′i) = πi(p̄), i ∈ N1, выполняются
неравенства

FK
i (p̄, xi, yi) > 0, i ∈ supp τ. (4)

Так как p̄ принадлежит множеству PK , получаем

(q, p̄) = (q, qK + p̄J) + (0, sK),

где sK = p̄K − qK. По определению PK имеем sK > 0 и 0 6 p̄J 6 qJ .
Поскольку крайние точки выпуклого полиэдра {p ∈ R

L | pK = 0, 0 6

pJ 6 qJ} имеют форму qI , I ⊆ J , найдутся коэффициенты λI > 0 такие,
что

∑
I⊆J

λI = 1 и

p̄J =
∑

I⊆J

λIqI . (5)

Используя (5), получаем

(q, p̄) =
∑

I⊆J

λI(q, qK∪I) + (0, sK). (6)

Суммируя неравенства (4), умноженные на соответствующие компонен-
ты вектора τ , и учитывая соотношения (2), (6), получаем неравенство

∑

I⊆J

λI

ï
q ·
∑

N1

τi
(
x′iJ − γ′i −βi

J

)
+ qK∪I ·

∑

N1

τi
(
− x′iJ +x0i − yi − ω̂′i + βi

J

)ò

+ sK ·
∑

N1

τi(x
0i − yi − ω̂′i) > 0.

Применяя равенства q = qK∪I + qJ\I , I ⊆ J, и введённые ранее сокраще-
ния b(τ) =

∑
i∈N1

τib
i (для b = (b1, . . . , bn1) ∈ (RL)N1 и τ = (τ1, . . . , τn1) ∈ T ),

перепишем последнее неравенство в более обозримом виде:

∑

I⊆J

λI [qK∪I · (x
0(τ)− y(τ)− ω̂′(τ)− γ′(τ)) + qJ\I · (x

′
J (τ)− θ(τ)− ϑ′(τ))]

+ sK · (x0(τ)− y(τ)− ω̂′(τ)) > 0.
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Далее, принимая во внимание соотношения ω̂′ = ω − γ′ и K ∩ J = ∅,
полуяаем
∑

I⊆J

λI [qK∪I · (x
0(τ)− y(τ)− ω(τ)) + qJ\I · (x

′(τ)− θ(τ)− ϑ′(τ))]

+ sK ·
(
x0K(τ)− yK(τ)− ω̂′

K(τ)
)
> 0, (7)

но согласно определению нечёткого K-доминирования имеем

qK∪I · (x
0(τ)− y(τ)− ω(τ)) + qJ\I · (x

′(τ)− θ(τ)− ϑ′(τ)) 6 0, I ⊆ J,

x0K(τ)− ω̂′
K(τ)− yK(τ) 6 0,

что противоречит соотношению (7), поскольку числа λI и sK неотрица-
тельны. Это противоречие и доказывает теорему 1.

3.2. Условия совпадения множеств CK,F (E) и WK(E) при K 6= L.

В отличие от соотношений WK(E) ⊆ CK,F (E), для доказательства обрат-
ных вложений CK,F (E) ⊆ WK(E) и их уточнений (означающих экви-
валентность коалиционных и индивидуально-рациональных механизмов
согласования интересов в экономике E) требуются некоторые техниче-
ские предположения, касающиеся параметров модели E . Положим

X ′(E) := Pr
X′

Zβ(E), X ′′(E) := Pr
X′′

Zβ(E), Xβ(E) := Pr
X

Zβ(E),

где X ′ :=
∏
N1

X ′
i, X

′′ :=
∏
N1

X ′′
i , X := X ′ ×X ′′, и сформулируем указанные

предположения (ниже a ≫ 0 означает, что ak > 0 для всех компонент
вектора a):

(A1) X ′
i = X ′′

i = R
L
+ для всех i ∈ N1,

(A2) Yj — выпуклые множества, при этом 0 ∈ Yj для всех j ∈ N2,

(A3) ∀(x ∈ Xβ(E))
[∑
N1

x0i ≫ 0
]
,

(A4) ui полунепрерывные снизу и вогнутые для всех i ∈ N1,
(A5) ui строго возрастающие по x′′i для всех i ∈ N1.
Применяя подход, разработанный в [9] для моделей смешанной эконо-

мики чистого обмена, и используя предположения (A1)–(A5), приведём
доказательство вложений CK,F (E) ⊆ WK(E) при K 6= L (напомним, что
случай K = L рассматривался в [1]).

Для каждого K ⊆ L положим

TK := {t = (t′, t′′) ∈ R
L ×R

L | t′′K 6 0, q · t0 − qJ\I · t
′′
6 0, I ⊆ J}.

Напомним, что, как и ранее, J = L \K. В дальнейшем используется сле-
дующее общее описание поляры T 0

K := {h ∈ R
L × R

L | h · t 6 0, t ∈ TK}
конуса TK , полученное в [9] (для полноты изложения это описание при-
водится вместе с доказательством из [9]).
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Утверждение 1. Для каждого K ⊆ L поляра T 0
K конуса TK имеет

следующее строение:

T 0
K = {(λq, p) ∈ R

L × R
L | λ > 0, λqK 6 pK , 0 6 pJ 6 λqJ}. (8)

Доказательство. Обозначим через HK множество, стоящее в пра-
вой части соотношения (8). Поскольку конус HK выпуклый и замкнутый,
по теореме о биполяре (см., например, [15]) имеем H00

K = HK . Поэтому
для доказательства соотношения HK = T 0

K достаточно убедиться, что
выполняется равенство

H0
K = TK . (9)

Для его проверки воспользуемся тем, что крайние лучи конуса HK по-
рождаются векторами {(0, ek)}k∈K ∪ {(q, qK∪I)}I⊆J . Отметим, что такой
вид крайних лучей обусловлен тем, что в силу определения HK и неот-
рицательности q для каждого элемента (λq, p) из HK справедливо пред-
ставление

(λq, p) = λ(q, qK) + λ(0, sJ ) + (0, sK), (10)

где λsJ = pJ , sK = pK − λqK > 0 и выполняются неравенства 0 6

sJ 6 qJ . Как уже отмечалось при доказательстве теоремы 1, вектор sJ ,
принадлежащий параллелепипеду [0, qJ ], может быть представлен в виде
выпуклой комбинации sJ =

∑
I⊆J

λIqI . Поэтому равенство (10) может быть

переписано в виде

(λq, p) =
∑

I⊆J

λλI(q, qK∪I) +
∑

k∈K

sk(0, e
k),

подтверждающем уже приводившееся описание крайних лучей множе-
ства HK (ввиду отмечавшейся неотрицательности чисел λ, λI и sk =
(sK)k, k ∈ K). Опираясь на вышесказанное, получаем, что соотноше-
ние (9) вытекает из определения множеств TK , HK и очевидного равен-
ства

(t′, t′′) · (q, qK∪I) = q · t0 − qJ\I · t
′′, t = (t′, t′′) ∈ R

L × R
L.

Утверждение 1 доказано.

Перейдём непосредственно к описанию K-равновесных распределе-
ний при K 6= L в терминах нечёткого доминирования. Полученная ха-
рактеризация имеет следующий вид.

Теорема 2. Если модель E удовлетворяет предположениям (A1)–
(A5), то для любого K 6= L справедливо равенство

CK,F (E) = WK(E). (11)
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Для доказательства теоремы 2 потребуются некоторые вспомогатель-
ные конструкции. Следуя [9], для каждого K ⊆ L определим линейный
оператор ΓK , действующий из R

L × R
L в R

L × R
L по формуле

ΓK(t) := (t′J , t
0 − t′J), t = (t′, t′′) ∈ R

L × R
L,

где, как и ранее, t0 = t′ + t′′ и J = L \ K. Далее, для каждого i ∈ N1

положим

ωK,i :=
(
γ′i + βi

J , ω̂
′i − βi

J

)
, “Y0i := {0} × “Yi.

Введём, наконец, основную вспомогательную конструкцию, играющую
важную роль в доказательстве теоремы 2. С этой целью для каждого
допустимого распределения z̄ = (x̄, ȳ) модели E и для каждого множе-
ства K ⊆ L введём множества

MK,i(z̄) := ΓK

(
Pβ
i (x̄

i)
)
− “Y0i − {ωK,i}, i ∈ N1, (12)

MK(z̄) :=

ß
x(τ) | x ∈

∏

i∈N1

MK,i(z̄), τ ∈ T

™
. (13)

Отметим, что непосредственно из определения нечёткого K-доминирова-
ния получается (в терминах множества MK(z̄)) следующий достаточно
простой критерий принадлежности распределения z̄ ∈ Zβ(E) нечёткому
K-ядру экономики E .

Лемма 1. Для любых z̄ ∈ Zβ(E) и K ⊆ L справедливо соотношение

z̄ ∈ CK,F (E) ⇔ MK(z̄) ∩ TK = ∅.

Ещё одно полезное свойство множеств MK(z̄) заключается в следу-
ющем.

Лемма 2. Если модель E удовлетворяет предположениям (A1), (A2)
и (A4), то для любых z̄ ∈ Zβ(E) и K ⊆ L множество MK(z̄) выпукло.

Доказательство осуществляется прямой проверкой с учётом пред-
положений (A1), (A2) и (A4).

Используя введённые конструкции, перейдём к доказательству основ-
ного результата работы.

Доказательство теоремы 2. Зафиксируем какое-либо множество
K 6= L. В силу теоремы 1 для доказательства равенства (11) достаточ-
но убедиться в справедливости вложения CK,F (E) ⊆ WK(E). Пусть z̄ =
(x̄, ȳ) — произвольный элемент ядра CK,F (E). На основании леммы 1 име-
ем MK(z̄)∩TK = ∅. Далее, в силу предположений (A3), (A5) и леммы 2
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множество MK(z̄) непустое и выпуклое. Следовательно, по теореме от-
делимости Минковского существует ненулевой функционал p̂ = (p′, p′′),
разделяющий множества MK(z̄) и TK :

sup{p̂ · t | t ∈ TK} 6 inf{p̂ · t | t ∈ MK(z̄)}. (14)

Поскольку вершиной конуса TK является нулевой вектор, справедливо
соотношение sup{p̂ · t | t ∈ TK} = 0. Следовательно, вектор p̂ принад-
лежит поляре T 0

K конуса TK . Значит, в силу предложения 1 для него
имеет место представление p̂ = (λq, p̄), где λ > 0, а p̄ удовлетворяет
неравенствам p̄K > λqK и 0 6 p̄J 6 λqJ . Пусть для определённости λ > 0
и K 6= ∅ (случаи λ = 0 и K = ∅ рассматриваются далее). Без потери
общности можно предполагать, что λ = 1 и p̂ = (q, p̄).

Покажем, что пара (p̄, z̄) образует равновесное состояние экономи-
ки E . Начнём с того, что в силу (14) и на основании вложений MK,i(z̄) ⊆
MK(z̄), i ∈ N1, имеем

q ·
(
x′iJ − γ′i − βi

J

)
+ p̄ ·

(
− x′iJ + x0i − yi − ω̂′i + βi

J

)
> 0, i ∈ N1, (15)

для всех xi ∈ Pβ
i (x̄

i) и yi ∈ “Yi, i ∈ N1. Далее, ввиду предположения (A1)
и строгого возрастания функций ui по x′′i для каждого i ∈ N1 существует
сходящаяся последовательность

{
xin
}∞
n=1

⊆ Pβ
i (x̄

i) такая, что lim xin = x̄i.

Поэтому, выбирая yi = ȳi с ȳi := ϑ̂i+
∑

j∈N2

s′′ij ȳ
j ∈ “Yi и переходя к пределу

FK
i (p̄, xin, ȳ

i) → FK
i (p̄, x̄i, ȳi), получаем

FK
i (p̄, x̄i, ȳi) > 0, i ∈ N1, (16)

где, как и ранее, FK
i (p̄, x̄i, ȳi) обозначает левую часть соотношения (15)

с xi = x̄i и yi = ȳi. Суммируя левые части неравенств (16) и используя
соотношения

∑

i∈N1

γ′i =
∑

i∈N1

θi +
∑

j∈N2

ϑj −
∑

i∈N1

βi = 0,

∑

i∈N1

ȳi =
∑

i∈N1

∑

j∈N2

s′′ij ȳ
j =

∑

j∈N2

ȳj ,

∑

i∈N1

x̄0i =
∑

i∈N1

ωi +
∑

i∈N1

ȳi

и неравенства p̄J 6 qJ и x̄′i 6 βi, вытекающие непосредственно из выбо-
ра p̄ и x̄, получаем
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−q ·
∑

N1

γ′i + qJ ·
∑

N1

(
x̄′iJ − βi

J

)
+ p̄ ·

∑

N1

(x̄0i − ω̂′i − ȳi)

+ p̄J ·
∑

N1

(
− x̄′iJ + βi

J

)
6 qJ ·

∑

N1

(
x̄′iJ − βi

J

)

+ p̄ ·

Å∑
N1

x̄0i −
∑

N1

ωi −
∑

N2

ȳj
ã
+ qJ ·

∑

N1

(
− x̄′iJ + βi

J

)
= 0.

Значит,
∑
N1

FK
i (p̄, x̄i, ȳi) 6 0 и, следовательно, каждое из неравенств (16)

выполняется как равенство:

q ·
(
x̄′iJ − γ′i − βi

J

)
+ p̄ ·

(
− x̄′iJ + x̄0i − ȳi − ω̂′i + βi

J

)
= 0, i ∈ N1. (17)

Отсюда в силу соотношений p̄ · (ȳi − ϑ′i) =
∑

j∈N2

s′′ij p̄ · (ȳj − ϑj) 6 πi(p̄)

получаем, что x̄i ∈ Bi(p̄) для всех i ∈ N1. Кроме того, переходя к уже
упоминавшимся пределам xin → x̄i в (15) и используя равенства (17), име-
ем FK

i (p̄, x̄i, yi) > 0 = FK
i (p̄, x̄i, ȳi) для каждого yi ∈ “Yi и i ∈ N1. Из этих

соотношений немедленно вытекают следующие неравенства: p̄ · ȳi > p̄ · yi

для каждого yi ∈ “Yi, i ∈ N1. Значит, для каждого потребителя i ∈ N1

выполняются неравенства p̄ ·
∑

j∈N2

s′′ij ȳ
j > p̄ ·

∑
j∈N2

s′′ijy
j для всех yj ∈ Yj,

j ∈ N2. Поэтому векторы ȳj принадлежат соответствующим индивиду-
альным множествам предложения Sj(p̄) :

p̄ · (ȳj − ϑj) > p̄ · (yj − ϑj) для всех yj ∈ Yj, j ∈ N2.

Для завершения доказательства включения z̄ ∈ WK остаётся обос-
новать соотношения Pβ

i (x̄
i) ∩ Bi(p̄) = ∅, i ∈ N1. Покажем сначала, что

вектор p̄ строго положителен. Поскольку p̄K > qK , из условия q ≫ 0 вы-
текает, что p̄k > 0 для всех k ∈ K. Предположим, что p̄m = 0 для неко-
торого m ∈ J . Ясно, что ввиду (A1), (A5) для любого ε > 0 справедливы
соотношения x̄i(ε) ∈ Xi(β) и ui(x̄

i(ε)) > ui(x̄
i), где x̄i(ε) := x̄i + ε(0, em).

Выберем какой-либо элемент k ∈ K. Поскольку z̄ ∈ Zβ(E), согласно
предположению (A3) выполняется неравенство

∑
N1

x̄0i ≫ 0. Следователь-

но, найдётся участник i, для которого x̄0ik = x̄′ik + x̄′′ik > 0. Зафиксиру-
ем ε > 0 и, используя предположение (A1) и полунепрерывность снизу
функции ui, выберем достаточно малое δ > 0 так, что x̄i(ε, δ) ∈ Xi(β) и

ui(x̄
i(ε, δ)) > ui(x̄

i), (18)

где

x̄i(ε, δ) :=

®
x̄i(ε) − δ(0, ek) при x̄′′ik > 0,

x̄i(ε) − δ(ek , 0) при x̄′′ik = 0.
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Поскольку p̄k > 0, нетрудно видеть, что FK
i (p̄, x̄i(ε, δ), ȳi) < 0, но это

неравенство вместе с (18) противоречит условию (15).
На основании полученного противоречия получаем требуемое: p̄ ≫ 0.

Положим δi(p̄, ȳ
i) := q · (γ′i+βi

J)+ p̄ · (ω̂′i−βi
J + ȳi) и, принимая во внима-

ние включение p̄ ∈ PK , перепишем бюджетные ограничения участников
в виде

q · x′iJ + p̄ ·
(
x0i − x′iJ

)
6 δi(p̄, ȳ

i), i ∈ N1.

Отсюда ввиду вложений Xi ⊆ R
L
+ × R

L
+, i ∈ N1, имеем δi(p̄, ȳ

i) > 0 для
всех i ∈ N1. Отметим, что в силу строгой положительности p̄ и q равен-
ство δi(p̄, ȳ

i) = 0 влечёт справедливость соотношения Bi(p̄) = {(0, 0)}.
Поэтому для наших целей достаточно проверить выполнение условий
Pβ
i (x̄

i)∩Bi(p̄) = ∅ для случая ненулевого значения δi(p̄, ȳ
i). Итак, пусть

δi(p̄, ȳ
i) > 0, xi ∈ Pβ

i (x̄
i) и при этом элемент xi принадлежит бюджетному

множеству Bi(p̄). Тогда с учётом неравенств (15) получаем соотношение
q · x′iJ + p̄ ·

(
x0i − x′iJ

)
= δi(p̄, ȳ

i) > 0. Следовательно, xi 6= (0, 0) и в силу

(A1) и (A4) существует x̃i 6= xi такой, что x̃i 6 xi и x̃i ∈ Pβ
i (x̄

i). Ясно,
что ввиду строгой положительности векторов p̄ и q для такого вектора x̃i

выполняется условие

q · (x̃′i)J + p̄ · (x̃0i − (x̃′i)J ) < δi(p̄, ȳ
i), (19)

но неравенство (19) вместе с включением x̃i ∈ Pβ
i (x̄

i) противоречит усло-
вию (15).

Итак, в предположении, что λ > 0, включение x̄ ∈ WK установлено.
Чтобы закончить доказательство теоремы в случае K 6= ∅ (наличие «вы-
соких» цен свободного рынка), остаётся убедиться, что равенство λ = 0
реализоваться не может. С этой целью отметим, прежде всего, что при
доказательстве соотношений (15) и (17) предположение λ 6= 0 не исполь-
зовалось. Следовательно, аналоги этих соотношений справедливы и при
нулевом значении λ:

p̄ ·
(
x̄0i − x̄′iJ

)
= p̄ ·

(
ω̂′i + ȳi − βi

J

)
, i ∈ N1,

при этом

p̄ ·
(
x0i − x′iJ

)
> p̄ ·

(
ω̂′i + yi − βi

J

)
(20)

для всех xi ∈ Pβ
i (x̄

i), yi ∈ “Yi, i ∈ N1. Поскольку p̄ 6= 0 и p̄m = 0
для всех m ∈ J (в силу предположений J 6= ∅ и p̄J 6 λqJ), суще-
ствует k ∈ K, для которого p̄k > 0. В силу (A3) выполняется нера-
венство

∑
N

x̄0ik > 0. Следовательно, x̄0ik > 0 для некоторого i ∈ N1. Рас-

суждая, как при доказательстве строгой положительности p̄ в случае
λ > 0, получаем, что существует вектор x̄i(ε, δ) ∈ Pβ

i (x̄
i) такой, что
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p̄ ·
(
x̄0i(ε, δ) − x̄′iJ(ε, δ)

)
< p̄ ·

(
ω̂′i + ȳi − βi

J

)
, что противоречит неравен-

ствам (20).
Для завершения доказательства теоремы 2 остаётся рассмотреть слу-

чай K = ∅ (отсутствие «высоких» цен свободного рынка). В этой ситу-
ации применяются те же аргументы, что и в случае непустого множе-
ства K. В частности, устанавливается и используется строгая положи-
тельность цен p̄. Поскольку вариант λ = 0 исключается как противореча-
щий условию p̂ 6= (0, 0), основное отличие от соответствующих рассужде-
ний при K 6= ∅ заключается в необходимости анализировать ситуацию
λ = 1, p̄ = 0. Покажем, что в условиях теоремы 2 такая ситуация ис-
ключена — функционал p̂ = (q, 0) не может разделять множества M∅(x̄)
и T∅. Допуская противное, приходим к аналогам соотношений (15) и (20),
принимающим при p̄ = 0 и J = L следующую форму:

q · (x′i − θi − ϑ′i) > 0, xi ∈ Pβ
i (x̄

i), i ∈ N1, (21)

q · (x̄′i − θi − ϑ′i) = 0, i ∈ N1. (22)

Согласно предположению (A) выполняются соотношения
∑
N1

(θi + ϑ′i) =

∑
N1

βi 6= 0. Отсюда ввиду условий q ≫ 0, x̄′i 6 βi, i ∈ N1, и равенств (22)

получаем x̄′i = βi для каждого i ∈ N1. Тогда найдутся k ∈ L и участник
i ∈ N1, для которых x̄′ik > 0. Используя предположение (A1) и прини-
мая во внимание строгое возрастание по x′′i и полунепрерывность снизу
функции ui, можно выбрать достаточно малые числа ε, δ > 0 такие, что
ui(x̄

i(ε, δ)) > ui(x̄
i), где x̄i(ε, δ) = x̄i + ε(0, ek) − δ(ek, 0). Итак, элемент

x̄i(ε, δ) принадлежит множеству Pβ
i (x̄

i), но в силу положительности q
и равенства (22) имеем q · (x̄′i(ε, δ) − θi − ϑ′i) < 0, что противоречит
условию (21). Теорема 2 доказана.
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Abstract. We consider a model of economy with two markets for each
product: one–state and the other–competitive. Moreover, both markets
coexist in the same economic space allowing free movement of goods
and means of payment. In particular, it is assumed that the surplus
of products purchased at fixed state prices can be sold at free prices
of the competitive market. The important feature of the model is that
the manufacturing activity is taken into account both in the state and
in the competitive market. While most literature on mixed economies
is devoted to the issues of existence and Pareto optimality of equilib-
ria, the focus of the present paper is on analyzing their coalition sta-
bility. We continue studying the fuzzy cores of mixed economic models
of Arrow–Debreu type which was started earlier for the case of high free
market prices. New conditions are established for the coincidence of the
sets of undominated and equilibrium allocations, covering the cases
of low equilibrium prices for some of the products. Bibliogr. 15.

Keywords: mixed economy with production, rationing, state order,
equilibrium, undominated allocation, fuzzy core.
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