
ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛИЗ И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАЦИЙ
Октябрь–декабрь 2019. Т. 26, № 4. С. 108–120

УДК 519.7 DOI 10.33048/daio.2019.26.643

О СООТНОШЕНИИ МЕЖДУ ГЛУБИНОЙ И СЛОЖНОСТЬЮ
МОНОТОННЫХ БУЛЕВЫХ ФОРМУЛ ∗)

И. С. Сергеев

Научно-исследовательский институт «Квант»,
4-й Лихачёвский пер., 15, 125438 Москва, Россия

E-mail: isserg@gmail.com

Аннотация. Построен пример последовательности монотонных
булевых функций, глубина которых в базисе {∨,∧} превосходит ло-
гарифм сложности реализации формулами в c > 1,06 раз. Табл. 1,
библиогр. 24.
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Посвящается памяти

Валерия Михайловича Храпченко

Введение

Напомним, что множество формул над базисом B, сложность форму-
лы, глубина формулы и функция, реализуемая формулой, определяются
индуктивно следующим образом: 0) константы базиса являются форму-
лами сложности и глубины 0; 1) символы переменных являются форму-
лами сложности 1, глубины 0 и реализуют соответствующие тождествен-
ные функции; 2) выражение G(F1, . . . , Fk), где G — символ, обозначаю-
щий отличную от константы k-местную функцию g ∈ B, а Fi — формула
сложности Li и глубины Di, реализующая функцию fi, является форму-
лой сложности L1 + · · · + Lk, глубины max{D1, . . . ,Dk} + 1 и реализует
функцию g(f1, . . . , fk). (Неформально, сложность формулы — это число
символов переменных в ней.)

Пусть LB(f) означает сложность реализации функции f формулами
над базисом B, т. е. минимальную сложность по всем формулам, реа-
лизующим данную функцию, а DB(f) обозначает глубину функции f ,
определяемую по аналогии.

∗) Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект № 19–01–00294-а).
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Тривиальным образом в любом базисе, состоящем из не более чем
k-местных функций, выполняется DB(f) > logk LB(f). Базисы, для ко-
торых также выполнено DB(f) = O(logLB(f)), называются равномер-

ными.
Около 1968 г. свойство равномерности было установлено В. М. Храп-

ченко для любого функционально полного конечного булева базиса [8].
Чуть позже Р. Брентом с соавторами в работах [11, 12] была доказана
равномерность основных арифметических базисов {+, ∗} и {+, ∗, /}. На-
конец, к 1987 г. А. Б. Угольников [4] и М. Рагаз [22] независимо доказали
равномерность произвольной (не обязательно полной) конечной булевой
системы. Также они построили примеры неравномерных конечных си-
стем в алгебре трёхзначной логики. Равномерность полного конечного
базиса функций k-значной логики устанавливается так же, как и в бу-
левом случае. Исследование равномерности неполных конечных систем
в k-значных логиках при k > 3 продолжено, например, в работах [2, 3]
(подробная библиография приводится там же).

Следуя [7], равномерность базиса B можно охарактеризовать величи-
ной (равной константе или ∞)

cB = lim
N→∞

max
LB(f)=N

DB(f)

log2N
.

Определение означает, что для любой выражаемой в базисе B функции
f выполнено DB(f) 6 (cB + o(1)) log LB(f), а также существует беско-
нечная последовательность функций fk, для которой DB(fk) > (cB −
o(1)) log LB(fk). Здесь и далее логарифмы без указания основания пола-
гаются двоичными.

Оценкам констант равномерности было посвящено множество работ,
преимущественно в 1970-х гг. Особый интерес представляют базисы
арифметического типа, т. е. состоящие из операций сложения и умно-
жения и, возможно, вычитания или деления в некотором полукольце,
в связи с практической задачей о параллельном преобразовании ариф-
метических выражений. В основном рассматривается базис BA = {+, ∗}
и реже BAD = {+, ∗, /}. Булевыми аналогами арифметического базиса
являются монотонный базис BM = {∨, ∧}, дополняемый до стандартно-
го базиса B0 = {∧, ∨, }, и базис {⊕, ∧}, дополняемый до базиса Же-
галкина {⊕, ∧, 1}. Тривиально выполняются соотношения

cB0 6 cBM
6 cBA

, c{⊕,∧} 6 cBA
.

Рекордные на сегодняшний день верхние оценки для указанных базисов
cBM

< 1,73 и cBA
6 2 получены соответственно В. М. Храпченко [6]

и С. Р. Косараю [16]. Нетривиальные нижние оценки известны только
для общего арифметического базиса: соотношения cBA

> 1,16 и cBA
> 1,5
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были получены последовательно в работах [23] и [15]. В булевом случае
подобные нижние оценки известны только для некоторых неарифметиче-
ских базисов: первая из них была установлена ещё в 1967 г. В. М. Храп-
ченко [5] для базиса BS = {\}, состоящего из единственной функции
«штрих Шеффера». Отметим, что существуют и идеально равномерные
базисы: так, для B = {⊕} тривиально выполняется cB = 1.

Известные автору результаты для булевых и общих арифметических
базисов сведены в табл. 1. Символ ⇒ обозначает функцию импликации.
Дизъюнкции и конъюнкции k входов обозначены соответственно через∨

k и
∧

k. Через m3 обозначена функция голосования трёх переменных,
а B2 обозначает базис всех двуместных булевых функций.

Таблица 1

Перечень известных оценок для констант равномерности

Авторы Базис B Оценка cB Год
Храпченко [5] BS cB > 2 1967
Храпченко [8] ф.п. кон. булев базис cB < ∞ 1968

Spira [24] B0 cB < 3,42 1971
Brent, Kuck, Maruyama [11] BA cB < 2,47 1973

Brent [12] BAD cB 6 4 1974
Preparata, Muller [19] BA cB < 2,16 1975

Barak, Shamir [10] BM cB 6 2 1976

Muller, Preparata [18]
BA

BAD

cB < 2,09
cB < 2,89

1976

Preparata, Muller [20] BM cB < 1,82 1976

McColl [17]
{⇒, 0}
BS

B2

cB > 1,44
cB < 2,89
cB < 2,47

1977

Preparata, Muller, Barak [21]
{
∨

3,
∧

3}
{
∨

4,
∧

4}
{
∨

5,
∧

5}

cB < 1,38
cB < 1,18
cB 6 1

1977

Храпченко [6] BM cB < 1,73 1978
Shamir, Snir [23] BA cB > 1,16 1980
Храпченко [7] {m3, , 0, 1} 1 6 cB < 1,45 1981
Kosaraju [16] BA cB 6 2 1986

Угольников [4], Ragaz [22] кон. булева система cB < ∞ 1987
Coppersmith, Schieber [15] BA cB > 1,5 1992

В базисе BM нетривиальное соотношение между глубиной и сложно-
стью, хотя и не приводящее к оценке cBM

> 1, получила Б. Комменц-
Вальтер [13] для функций вида

fn = xn ∨ yn(xn−1 ∨ yn−1(. . . (x1 ∨ y1) . . . )).
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Результат можно записать так: DBM
(fn) > log n + log log n − O(1). Впо-

следствии М. И. Гринчук [1] доказал аналогичную верхнюю оценку. Два
результата в совокупности устанавливают соотношение

DBM
(fn) = logLBM

(fn) + log logLBM
(fn)±O(1).

В [14] метод из [13] был распространён на полный базис B0 и получена
оценка

DB0(fn) > logLB0(fn) + (1− o(1)) log log logLB0(fn).

В настоящей работе путём оценки глубины функций достаточно есте-
ственно определяемых последовательностей мы устанавливаем первую
нетривиальную нижнюю оценку константы равномерности для монотон-
ного булева базиса: cBM

> 1,06.
Как и в [15, 23], нижняя оценка глубины доказывается для беспо-

вторных функций, т. е. выражаемых формулами, в которых перемен-
ные не повторяются 1). Стратегия рассуждения состоит в рассмотрении
двух главных подформул минимальной по глубине формулы для данной
функции. Доказывается, что либо одна из подформул содержит беспо-
вторную функцию, «похожую» на исходную (т. е. при переходе на мень-
шую глубину функция не сильно упрощается), либо суммарное число
существенных переменных, от которых зависят две подфункции, реали-
зуемые главными подформулами, заметно возрастает. Это позволяет оце-
нить сложность формул при различных ограничениях на глубину и вос-
пользоваться тем фактом, что сложность формулы глубины d не может
быть больше чем 2d.

Метод работает и в арифметическом базисе BA, позволяя получать
потенциально более высокие нижние оценки, чем в булевом случае, од-
нако уступающие уже известным оценкам для этого базиса.

1. Расщепление монотонных функций

Примем соглашение о том, что запись X = α, где α ∈ {0, 1}, означает,
что вместо всех переменных группы X подставлена константа α.

Напомним, что моном xS =
∏
i∈S

xi называется импликантой монотон-

ной булевой функции f , если f > xS . Если дополнительно при любом
i ∈ S свойство f > xS\{i} не выполнено, то xS называется простой им-

пликантой функции f .

1) На самом деле, при выводе как нижних, так и верхних оценок констант cB
достаточно ограничиться бесповторными функциями.
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В основе стратегии доказательства лежит

Лемма 1. Пусть f и g — отличные от констант монотонные булевы

функции непересекающихся групп переменных X и Y. Тогда если

f(X) ∨ g(Y ) = p(X,Y ) · q(X,Y ),

где p, q — монотонные функции, то либо p(X, 0) = f(X), либо q(0, Y ) =
g(Y ); симметричным образом, либо q(X, 0) = f(X), либо p(0, Y ) = g(Y ).

Доказательство. Пусть p и q отличны от констант (иначе c оче-
видностью утверждение леммы выполнено). Запишем p = pX ∨ pY ∨ pXY

и q = qX ∨ qY ∨ qXY , где pX = p(X, 0), qX = q(X, 0), pY = p(0, Y ),
qY = q(0, Y ), а функции pXY и qXY объединяют простые импликанты
функций p и q, в которые входят переменные как из X, так и из Y .

По построению pXqX = f и pY qY = g. В частности, pX > f и qY > g.
Не ограничивая общности, предположим, что pX 6= f , т. е. pX содер-
жит некоторую импликанту I, которой нет у функции f . Если при этом
qY содержит импликанту J , которой нет у g, то произведение pq содер-
жит импликанту IJ , которой нет у f(X)∨ g(Y ), что невозможно. Поэто-
му qY 6 g. Учитывая, что одновременно выполнено qY > g, получаем
qY = g. Рассуждая симметрично, устанавливаем, что либо qX = f , либо
pY = g. Лемма 1 доказана.

В силу принципа двойственности (см., например, [9]) аналогичное
утверждение справедливо для представлений типа f(X)g(Y ) = p ∨ q.

Содержательно, лемма устанавливает, что либо функции p и q имеют
общие подфункции 2) (т. е. суммарное число существенных 3) переменных
у p и q больше, чем у исходной функции f ∨ g), либо одна из функций p
и q содержит f и g в качестве подфункций.

2. Нижняя оценка

Пусть t > 2 — параметр. Последовательность обобщённых чисел Фи-
боначчи Φ

(t)
k зададим соотношением Φ

(t)
n = Φ

(t)
n−1 + Φ

(t)
n−t и начальными

условиями Φ
(t)
1−t = · · · = Φ

(t)
0 = 1.

Построим специальную последовательность функций f∨
k , f

∧
k . Функ-

ции с индексом k зависят от Φ
(t)
k переменных. При k 6 0 положим

f∨
k (x) = f∧

k (x) = x, а далее определим рекурсивно:

f∨
k (X,Y ) = f∧

k−1(X) ∨ f∧
k−t(Y ), f∧

k (X,Y ) = f∨
k−1(X) · f∨

k−t(Y ), (1)

2) Напомним, что подфункцией функции f называется функция, получаемая из f

подстановкой констант вместо некоторых аргументов.
3) Переменная x называется существенной для функции f , если f |x=a 6= f |x=b при

некоторых значениях a и b.



О соотношении между глубиной и сложностью формул 113

где X и Y — непересекающиеся группы из соответственно Φ
(t)
k−1 и Φ

(t)
k−t

переменных. По построению функции f∨
k и f∧

k двойственны 4) .
Из определения следует, что функции f∨

k , f
∧
k выражаются бесповтор-

ными формулами от Φ
(t)
k своих переменных. Эти формулы (при k > 0)

имеют глубину k ∼ logφ 2· log Φ
(t)
k , где φ — единственный положительный

корень многочлена xt − xt−1 − 1.
Предлагаемый способ построения «труднораспараллеливаемых» фун-

кций (1) созвучен примеру из [15]. Чередование операций применяется,
чтобы в основной формуле не возникало выражений типа конъюнкции
или дизъюнкции большого числа элементов — такие выражения допус-
кали бы простую балансировку по глубине. Важно, чтобы сложность
слагаемых в правой части формул (1) существенно различалась — тогда
вычисления прямо по этим формулам становятся невыгодными с точки
зрения глубины. И напротив, можно ожидать, что параллельная реа-
лизация функций f∨

k , f
∧
k должна идти вразрез с их естественной струк-

турой, приводя к избыточной сложности. С другой стороны, разница
сложности слагаемых в (1) не должна быть чрезмерно большой, так как
выражения вида fg ∨ h можно вычислять по формуле (f ∨ h)(g ∨ h),
достаточно экономной в случае, когда h — простая функция. Предпола-
гаем, что выполнение последних двух условий может быть обеспечено
грамотным выбором параметра t.

Далее для удобства рассуждений будем работать с расширенным кон-
стантами базисом B′

M = BM ∪ {0, 1}. Легко проверить, что константы
бесполезны для реализации отличных от констант функций: их можно
удалить из любой формулы, не увеличивая сложность и глубину. Поэто-
му и константа равномерности одна и та же для базисов BM и B′

M .
Через ν0d(f) и ν1d(f) обозначим минимум сложности реализации функ-

ции f формулами над B′
M глубины не более d с внешней операцией дизъ-

юнкции и, соответственно, конъюнкции. Тогда νd(f) = min
{
ν0d(f), ν

1
d(f)

}

означает просто сложность реализации функции f формулами глубины
не выше d. Если реализация с глубиной d невозможна, то формально
положим νd(f) = ∞. В силу двойственности

ν0d
(
f∨
k

)
= ν1d

(
f∧
k

)
, ν1d

(
f∨
k

)
= ν0d

(
f∧
k

)
. (2)

Для компактности обозначений положим fk = f∨
k .

Наша дальнейшая цель — получение нижней оценки для νd(fk). Тогда
из неравенства νd(fk) > 2d извлекается оценка глубины DBM

(fk) > d.

4) Напомним, что функции f(X) и g(X) называются двойственными, если f(X) =

g(X), где X — вектор из отрицаний переменных X.
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Следующий факт относительно сложности формул тривиален.

Утверждение 1. Пусть g1, . . . , gs — подфункции функции f , попарно

не имеющие общих переменных. Тогда для α ∈ {0, 1}

ναd (f) > ναd (g1) + · · ·+ ναd (gs).

Доказательство. Рассмотрим формулу F , на которой достигается
оценка ναd (f). Подставляя константы в эту формулу, получим формулу
Fi для каждой подфункции gi. По условию любая переменная x функ-
ции f может встречаться не более чем в одной формуле Fi. При этом
по построению число вхождений x в формулы F и Fi одинаково. Утвер-
ждение 1 доказано.

Далее это утверждение будем комбинировать с оценкой сложности
формулы через сумму сложностей подформул.

Лемма 2. Справедливы следующие соотношения:

ν0d(fk) > ν1d(fk−1) + ν1d(fk−t), (3)

ν1d(fk) > min{2νd−1(fk−1) + ν0d(fk−t), 2νd−1(fk−t) + ν0d(fk−1),

νd−1(fk−1) + νd−1(fk−t)}. (4)

Доказательство. Соотношение (3) выполнено в силу определения
функций fk, утверждения 1 и свойства (2). Второе соотношение уста-
навливается при помощи леммы 1. Рассмотрим формулу минимальной
сложности с внешним элементом конъюнкции, реализующую функцию
fk = f∧

k−1(X)∨f∧
k−t(Y ) при ограничении d на глубину. Пусть p, q — функ-

ции, реализуемые на входах финального элемента.
Согласно лемме 1 выполнено одно из трёх. Если p(X, 0) = q(X, 0) =

f∧
k−1(X), то с учётом утверждения 1 и (2) величина ν1d(fk) оценивает-

ся снизу первым выражением под знаком минимума в (4). Иначе если
p(0, Y ) = q(0, Y ) = f∧

k−t(Y ), то величина ν1d(fk) оценивается вторым вы-
ражением в (4). В последнем случае, скажем, для функции p выполнено
p(X, 0) = f∧

k−1(X) и p(0, Y ) = f∧
k−t(Y ). Так получаем третье выражение

в (4). Лемма 2 доказана.

Теорема 1. cBM
> 1,06.

Доказательство. Первая часть доказательства основана на стан-
дартном приёме: для оценки величины νd(fk) (по индукции при помо-
щи леммы 2) подберём подходящее простое выражение, в нашем случае
зависящее от d, k, параметра t и вспомогательных параметров a > 1,
c > 0 и γ.
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Обозначим rd,k = cak−γdφk. Покажем, что при надлежащем выборе
параметров t, a, c, γ справедливо

ν1d(fk) > rd,k, νd(fk), ν
0
d(fk) > rd,k−1 + rd,k−t. (5)

Определим условия на параметры, при которых (5) заведомо выполнено.
По определению величин rd,k и в силу (aφ)t > (aφ)t−1+1 справедливо

rd,k > rd,k−1 + rd,k−t. (6)

Значит, для ν1d(fk) используется более высокая оценка, чем для ν0d(fk).
Поэтому оцениваем νd(fk) так же, как ν0d(fk).

При заданных t, γ и a константа c определяется так, чтобы заявлен-
ные оценки выполнялись при k 6 t и допустимых d (поскольку не имеет
смысла рассматривать значения d > k, оставшихся пар k, d конечное чис-
ло). Очевидно, что c > 0, так как все величины νd(fk) положительны,
а их число конечно.

Далее, считая, что t, γ и a выбраны подходящим образом, применяем
индукцию по d+k. Индуктивный переход состоит в доказательстве того,
что оценки (5) не противоречат неравенствам (3) и (4).

Соотношение (3) выполнено автоматически видом выбранной оценки
для ν0d(fk). Рассмотрим (4). Первое выражение под знаком минимума
в (4) всегда больше третьего. Действительно,

2νd−1(fk−1) + ν0d(fk−t) > 2νd−1(fk−1) > νd−1(fk−1) + νd−1(fk−t).

Тогда (5) будет согласовано с (4), если rd,k не превосходит оценки величи-
ны двух последних выражений под знаком минимума, т. е. справедливо

rd,k 6 rd,k−2 + rd,k−t−1 + 2rd−1,k−t−1 + 2rd−1,k−2t,

rd,k 6 rd−1,k−2 + 2rd−1,k−t−1 + rd−1,k−2t,

или, если записать иначе,

(aφ)2t 6 (aφ)2t−2 + (aφ)t−1 + 2aγ((aφ)t−1 + 1), (7)

a−γ(aφ)2t 6 (aφ)2t−2 + 2(aφ)t−1 + 1. (8)

Тем самым доказано, что соотношения (5) имеют место, если выпол-
нены неравенства (7) и (8).

Теперь несложно получить оценку глубины функции fk. Неравенство
νd(fk) > 2d вытекает из rd,k > c′2d при некоторой константе c′. Последнее

имеет место при d = k · log(aφ)
1+γ log a −O(1). Как следствие,

DBM
(fk) >

log(aφ) · k

1 + γ log a
−O(1) =

1 + logφ a

1 + γ log a
log Φ

(t)
k −O(1). (9)

С целью максимизации оценки (9) выберем t = 250, при этом φ ≈
1,016596. Тогда условия (7) и (8) выполнены, например, при a = 1,00134
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и γ = 8,93. При подстановке выбранных значений параметров получаем
DBM

(fk) > 1,063 log Φ
(t)
k −O(1). Теорема 1 доказана.

Автор благодарен рецензенту за внимательное чтение статьи и ряд за-
мечаний и предложений, существенно повысивших качество изложения
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