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Аннотация. Доказано, что при n = 3, 5 и при n, равном степе-
ни двойки, любое минимальное правильное разбиение множества
рёбер n-мерного куба является совершенным. Следствием этих ре-
зультатов является описание классов всех минимальных параллель-
но-последовательных контактных схем (π-схем), реализующих ли-
нейные булевы функции, существенно зависящие от n переменных
при соответствующих значениях n. Библиогр. 16.

Ключевые слова: булева функция, π-схема, правильное разбие-
ние множества рёбер n-мерного куба, нижняя оценка сложности.

Введение

В статьях [1–3] В. М. Храпченко сформулировал некоторый общий ме-
тод получения нижних оценок сложности π-схем, реализующих данную
конкретную булеву функцию f(x1, . . . , xn). В дальнейшем этот метод по-
лучил своё развитие в работах многих других авторов [4–10]. Заметим,
что возможности метода не исчерпываются только нижними оценками
сложности π-схем. В [11] на его основе удалось получить полное описание
класса всех минимальных π-схем, реализующих линейную булеву функ-
цию, существенно зависящую от n = 2k переменных. А именно, было
показано, что любая минимальная π-схема для такой функции по сути
является π-схемой, построенной по несколько обобщённому алгоритму
С. В. Яблонского [11–13]. Естественным образом возникает гипотеза, со-
стоящая в том, что та же картина должна сохраняться и для произволь-
ного n, т. е. в случае линейной булевой функции, существенно зависящей
от произвольного числа переменных. В настоящей работе приведено ре-
шение задач, к которым в [13] на основе метода В. М. Храпченко сведено
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доказательство этой гипотезы в случаях n = 2k, n = 3 и n = 5. Эти зада-
чи заключаются в том, чтобы доказать утверждения, сформулированные
ниже как теоремы 1, 2 и 3 соответственно.

Единичным n-мерным кубом Bn называется множество всех двоич-
ных наборов (α1, . . . , αn), где αi ∈ {0, 1}, 1 6 i 6 n. Сами двоичные
наборы называются вершинами куба. Вершину α ∈ Bn будем называть
чётной, если α1 + · · · + αn = 0 (mod 2). В противном случае назовём её
нечётной. Через N0,N1 обозначим множество всех чётных и нечётных
вершин куба Bn соответственно.

Элементы множества N0×N1 назовём (0-1)-парами куба Bn. Для про-
извольной (0-1)-пары (α, β) ∈ N0×N1 вершины α, β будем называть кон-

цами пары. При этом вершину α назовём чётным концом, вершину β —
нечётным, множество N0 ×N1 — множеством (0-1)-пар куба Bn.

Множество вида A0×A1, где A0 ⊆ N0, A1 ⊆ N1, будем называть пря-

моугольным подмножеством множества N0×N1 или прямоугольником.
Для произвольного подмножества M ⊆ N0 × N1 через N0(M),N1(M)

обозначим соответственно множества всех чётных и нечётных концов
(0-1)-пар из M . Прямоугольник [M] = N0(M)×N1(M) назовём прямо-

угольником, натянутым на M .
Через dist(α, β) обозначим расстояние Хэмминга между вершинами

α, β ∈ Bn, т. е. число разрядов, в которых наборы (α1, . . . , αn) и (β1, . . . ,
βn) отличаются друг от друга.

Пара (α, β) ∈ N0×N1 называется (0-1)-ребром куба Bn, если dist(α, β)
= 1. Если при этом для некоторого i ∈ {1, . . . , n} выполнено αi 6= βi,
то пара (α, β) называется (0-1)-ребром направления i. Если помимо этого
αi = 1, βi = 0, то пару (α, β) будем называть отрицательным, а если
αi = 0, βi = 1, то положительным (0-1)-ребром направления i.

Множество всех (0-1)-рёбер куба Bn будем называть множеством R
куба Bn или просто множеством R. Множество R−1

i всех отрицательных
и множество R1

i всех положительных (0-1)-рёбер направления i куба Bn

назовём отрицательной и положительной компонентами с номером i
множества R соответственно, i = 1, . . . , n. Множество Ri всех (0-1)-
рёбер направления i куба Bn назовём большой компонентой с номером i
множества R, i = 1, . . . , n.

Подмножество Q множества R называется однородным, если суще-
ствуют такие i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {−1, 1}, что Q ⊆ Rδ

i (другими словами,
если Q состоит из (0-1)-рёбер одного направления и одного знака).

Семейство P = {Q1, . . . , QL} непустых подмножеств некоторого мно-
жества A называется разбиением этого множества, если подмножества
Q1, . . . , QL попарно не пересекаются и Q1 ∪ · · · ∪ QL = A. Мощность се-
мейства P называется мощностью разбиения, а множества Q1, . . . , QL —
блоками разбиения.
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Разбиение P = {Q1, . . . , QL} множества R назовём однородным, ес-
ли все блоки Q1, . . . , QL этого разбиения являются однородными под-
множествами R. Разбиение P = {Q1, . . . , QL} множества R назовём пра-

вильным, если оно однородно и прямоугольники [Q1], . . . , [QL] попарно
не пересекаются; назовём его неправильным, если оно однородно и не яв-
ляется правильным. Правильное разбиение множества R назовём мини-

мальным, если оно имеет наименьшую мощность среди всех правиль-
ных разбиений этого множества. Мощность минимального правильно-
го разбиения множества R обозначим через µn. Правильное разбиение
P = {Q1, . . . , QL} множества R назовём совершенным, если выполнено
равенство [Q1] ∪ · · · ∪ [QL] = N0 ×N1.

Отметим, что множество рёбер любого n-мерного куба в евклидо-
вом пространстве можно естественным образом отождествить с множе-
ством R куба Bn. При этом такие понятия, как однородность, правиль-
ность и совершенность правильного разбиения множества рёбер n-мер-
ного куба, не зависят от способа такого (естественного) отождествления.
В этом смысле используем эти понятия как по отношению к множеству R
куба Bn, так и по отношению к множеству рёбер произвольного n-мер-
ного куба.

В [13] установлено, что в общем случае для доказательства выше-
упомянутой гипотезы достаточно доказать, что, во-первых, справедливо
равенство

µn = n2 + n(n− 2⌊log2 n⌋)− 2(n − 2⌊log2 n⌋)2, (1)

а во-вторых, все минимальные правильные разбиения множества R ку-
ба Bn совершенны.

В [14] приведено доказательство равенства (1) при n = 2k и при n = 3,
5, 6, 7. Поэтому для доказательства этой гипотезы в случаях n = 2k,
n = 3 и n = 5 достаточно доказать соответственно следующие три утвер-
ждения (что и составляет цель настоящей статьи).

Теорема 1. При n = 2k любое минимальное правильное разбиение

множества рёбер n-мерного куба совершенно.

Теорема 2. Любое минимальное правильное разбиение множества

рёбер 3-мерного куба совершенно.

Теорема 3. Любое минимальное правильное разбиение множества

рёбер 5-мерного куба совершенно.

Теорема 1 впервые была доказана в [11]. Основным результатом на-
стоящей статьи является теорема 3.

Заметим, что из равенства (1) следует, что µ3 = 10, µ5 = 28 и при
n = 2k справедливо равенство µn = n2.
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1. Доказательство теорем 1 и 2

Через Un и Correctn обозначим множество всех однородных и всех
правильных разбиений множества R соответственно. Через Un(L)
и Correctn(L) обозначим соответственно множество всех таких P ∈ Un

и множество всех таких P ∈ Correctn, что |P | = L.
Для произвольного семейства P = {Q1, . . . , QL} однородных подмно-

жеств множества R множество G(P ) = {[Q1], . . . , [QL]} назовём гир-

ляндой семейства P, а величину s(P ) = |[Q1]|+ · · ·+ |[QL]| — площадью

гирлянды G(P ).

Лемма 1. Для любого семейства P однородных подмножеств мно-

жества R справедливо равенство

s(P ) =
∑

Q∈P

|Q|2.

Доказательство. Из однородности произвольного Q ∈ P следует,
что (0-1)-рёбра из Q имеют одно направление и тем самым не имеют
общих концов. Значит, справедливы равенства |N0(Q)| = |N1(Q)| = |Q|,
а потому и равенство |[Q]| = |Q|2. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Если для правильного разбиения P ∈ Correctn справедли-

во неравенство s(P ) > (2n−1)2, то P совершенно.

Доказательство. Заметим, что |N0 ×N1| = (2n−1)2 и по определе-
нию для правильного разбиения P = {Q1, . . . , QL} множества R справед-
ливо равенство s(P ) = |[Q1]∪· · ·∪[QL]|. Поэтому из неравенства s(P ) >
(2n−1)2 следует, что |[Q1]∪· · ·∪[QL]| > |N0×N1|. Значит, из включения
[Q1] ∪ · · · ∪ [QL] ⊆ N0 ×N1 вытекает, что [Q1] ∪ · · · ∪ [QL] = N0 ×N1.
Последнее равенство по определению означает, что разбиение P совер-
шенно. Лемма 2 доказана.

В силу леммы 2 для доказательства теорем 1–3 достаточно установить
справедливость неравенства s(P ) > (2n−1)2 для всех P ∈ Correctn(µn)
при соответствующих значениях n.

Лемма 3. При любом n > 1 для любого однородного разбиения P ∈
Un(n

2) справедливо неравенство s(P ) > (2n−1)2.

Доказательство. Рассмотрим произвольное однородное разбиение
P = {Q1, . . . , Qn2} множества R. В силу леммы 1, неравенства Коши —
Буняковского и очевидных равенств |Q1| + · · · + |Qn2 | = |R| = n2n−1

имеем
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s(P ) = |[Q1]|+ · · ·+ |[Qn2]| = |Q1|
2 + · · ·+ |Qn2 |2

>
(|Q1|+ · · ·+ |Qn2 |)2

n2
=

|R|2

n2
=

(n2n−1)2

n2
= (2n−1)2.

Лемма 3 доказана.

Справедливость неравенства s(P ) > (2n−1)2 для всех P ∈ Correctn(µn)
при n = 2k следует из выполненного при этих n равенства µn = n2, вклю-
чения Correctn(n

2) ⊆ Un(n
2) и леммы 3. Теорема 1 доказана.

Лемма 4. Для любого однородного разбиения P ∈ U3(10) справед-

ливо неравенство s(P ) > (23−1)2.

Доказательство. Заметим, что для множества R куба B3 справед-
ливо равенство |R| = 12, а для любого непустого однородного подмно-
жества Q множества R куба B3 справедливы неравенства 1 6 |Q| 6 2.
Поэтому произвольное однородное разбиение P = {Q1, . . . , Q10} множе-
ства R куба B3 состоит из 8 блоков мощности 1 и из двух блоков мощ-
ности 2. Значит, для этого разбиения в силу леммы 1 имеем

s(P ) = |[Q1]|+ · · ·+ |[Q10]|

= |Q1|
2 + · · · + |Q10|

2 = 8 · 12 + 2 · 22 = 16 = (23−1)2.

Лемма 4 доказана.

Справедливость неравенства s(P ) > (2n−1)2 для всех P ∈ Correctn(µn)
при n = 3 следует из равенства µ3 = 10, включения Correct3(10) ⊆ U3(10)
и леммы 4. Теорема 2 доказана.

В отличие от случаев n = 2k и n = 3 при n = 5 среди однородных
разбиений P ∈ Un(µn) существуют такие P, что s(P ) < (2n−1)2. Суть
доказательства теоремы 3 заключается в том, чтобы показать непра-
вильность всех таких P .

2. Признаки неправильности однородных разбиений

множества R

Всюду далее полагаем n > 2.
Для произвольного однородного разбиения P множества R подмно-

жества

P−1
i =

{
Q ∈ P | Q ⊆ R−1

i

}
, P 1

i =
{
Q ∈ P | Q ⊆ R1

i

}
, Pi = P−1

i ∪ P 1
i

множества P назовём отрицательной, положительной и большой ком-

понентой с номером i разбиения P соответственно, i = 1, . . . , n.
Заметим, что любая компонента P δ

i однородного разбиения P мно-
жества R является разбиением соответствующей компоненты Rδ

i множе-
ства R.
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Матрицей сложности однородного разбиения P множества R назо-
вём матрицу L(P ) = (ℓδi )

δ=−1,1
i=1,...,n размера 2 × n, где ℓδi = |P δ

i |. Для произ-
вольного i ∈ {1, . . . , n} матрицу

L(i)(P ) =

Å
ℓ−1
1 . . . ℓ−1

i−1 min
{
ℓ−1
i , ℓ1i

}
ℓ−1
i+1 . . . ℓ−1

n

ℓ11 . . . ℓ1i−1 min
{
ℓ−1
i , ℓ1i

}
ℓ1i+1 . . . ℓ1n

ã

будем называть нижней производной матрицы L(P ) по столбцу с номе-

ром i. Заметим, что элементы матриц L(P ) и L(i)(P ) являются целыми
положительными числами.

Величины ‖L‖−1 и ‖L‖1 для числовой матрицы L = (ℓδi ) с ненулевыми
элементами определим формулами ‖L‖−1 =

∑
i,δ

1
ℓδ
i

, ‖L‖1 =
∑
i,δ

ℓδi .

Заметим, что для любого однородного разбиения P множества R спра-
ведливо равенство |P | = ‖L(P )‖1.

Через L(k) обозначим множество всех матриц с целыми положитель-

ными элементами размера 2 × k. Пусть L =
∞⋃
k=1

L(k). Через L4
−1 обозна-

чим класс всех матриц L ∈ L таких, что L удовлетворяет одному из двух
условий:

1) ‖L‖−1 > 4;
2) ‖L‖−1 = 4 и не все элементы матрицы L равны степеням двойки.
Следующие две теоремы из [14] будем называть соответственно пер-

вым и вторым признаком неправильности однородных разбиений мно-

жества R (в [14] эти теоремы имеют номера 4 и 11 соответственно).

Теорема 4 (первый признак неправильности). Если матрица слож-

ности однородного разбиения P множества R принадлежит классу L4
−1,

то разбиение P неправильное.

Теорема 5 (второй признак неправильности). Если для однородно-

го разбиения P множества R при некотором i ∈ {1, . . . , n} справедливо

включение L(i)(P ) ∈ L4
−1, то разбиение P неправильное.

Для произвольных 0 6 k 6 n, 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n, σ1, . . . , σk ∈
{0, 1} множество Bn σ1,...,σk

i1,...,ik
= {α ∈ Bn | αi1 = σ1, . . . , αik = σk} называ-

ется гранью куба Bn, а число dim(F ) = n − k — размерностью грани
F = Bn σ1,...,σk

i1,...,ik
. Множества

Dir(F ) = {i1, . . . , ik} и Form(F ) = {1, . . . , n} \Dir(F )

называются направлением и множеством образующих этой грани соот-
ветственно.

Множество всех граней куба Bn обозначим через F(Bn). Через Fk(B
n)

и F>k(B
n) обозначим множество всех граней F ∈ F(Bn) размерностей

dim(F ) = k и dim(F ) > k соответственно. Через F1
>k(B

n) обозначим
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множество всех таких граней F ∈ F>k(B
n), что число dim(F ) нечётное.

Для произвольной грани F ∈ F(Bn) через Fk(F ) обозначим множество
всех таких X ∈ Fk(B

n), что X ⊆ F .
Будем говорить, что (0-1)-ребро (α, β) ∈ R является (0-1)-ребром гра-

ни F ∈ F(Bn), если выполнено включение {α, β} ⊆ F .
Для произвольной грани F ∈ F(Bn) через R(F ) обозначим множество

всех (0-1)-рёбер грани F . Множества

R−1
i (F ) =

{
r ∈ R(F ) | r ∈ R−1

i

}
, R1

i (F ) =
{
r ∈ R(F ) | r ∈ R1

i

}
,

Ri(F ) = R−1
i (F ) ∪R1

i (F )

будем называть отрицательной, положительной и большой компонен-

той с номером i множества R(F ) соответственно, i = 1, . . . , n.
Следующая лемма вытекает непосредственно из определений.

Лемма 5. Для любой грани F ∈ F>2(B
n) справедливо равенство

∣∣Rδ
i (F )

∣∣ =
®
2dim(F )−2, если i ∈ Form(F ), δ ∈ {−1, 1},

0, если i ∈ Dir(F ), δ ∈ {−1, 1}.

Будем говорить, что грань F ∈ F>2(B
n) является опорной для ком-

поненты P δ
i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {−1, 1}, однородного разбиения P ∈ Un,

если Rδ
i (F ) 6= ∅ (т. е. если i ∈ Form(F )) и для некоторого Q ∈ P δ

i выпол-
нено включение Rδ

i (F ) ⊆ Q.
Множество D(F ) = {(α, β) ∈ N0 ×N1 | dist(α, β) = dim(F )} называет-

ся диаметральным множеством грани F .
Соединением куба Bn будем называть любое однородное двухэлемент-

ное подмножество e = {r1, r2} множества R. Индексом и знаком соедине-

ния e назовём номер направления и знак (0-1)-рёбер r1, r2 соответствен-
но. Сами (0-1)-рёбра r1, r2 будем называть концами этого соединения.

МножествоE всех соединений куба Bn будем называть множеством E
куба Bn или просто множеством E. Множество E−1

i всех отрицательных
и множество E1

i всех положительных соединений индекса i куба Bn на-
зовём отрицательной и положительной компонентой с номером i мно-

жества E соответственно, i = 1, . . . , n. Множество Ei всех соединений
индекса i куба Bn назовём большой компонентой с номером i множе-

ства E, i = 1, . . . , n.
Расстояние ρ(r1, r2) между (0-1)-рёбрами r1, r2 ∈ R определим как

наименьшее из расстояний Хэмминга между концами (0-1)-ребра r1
и концами (0-1)-ребра r2. Длиной соединения e = {r1, r2} ∈ E назовём
величину w(e) = ρ(r1, r2). Через E[k] обозначим множество всех таких
e ∈ E, что w(e) = k.

Заметим, что для любого соединения e = {r1, r2} ∈ E минимум рас-
стояний Хэмминга между концами (0-1)-ребра r1 и концами (0-1)-ребра r2
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больше нуля и достигается на чётных (а также на нечётных) концах
(0-1)-рёбер r1, r2. Значит, длина w(e) соединения e ∈ E может принимать
только чётные положительные значения и w(e) < n, поэтому справедли-
во равенство E =

⋃
16k6n−1

2

E[2k].

Будем говорить, что соединение e = {r1, r2} куба Bn порождено се-

мейством P однородных подмножеств множества R, если для неко-
торого Q ∈ P оба конца этого соединения принадлежат Q. Для произ-
вольного семейства P однородных подмножеств множества R через E(P )
обозначим множество всех соединений e куба Bn, порождённых семей-
ством P . Через E[k](P ) обозначим множество всех таких e ∈ E(P ), что
w(e) = k.

Для произвольного однородного подмножества Q ⊆ R через P2(Q)
обозначим множество всех 2-элементных подмножеств множества Q.

Следующая лемма вытекает непосредственно из определений.

Лемма 6. Для любого дизъюнктного семейства P однородных под-

множеств множества R справедливо равенство E(P ) =
⋃

Q∈P
P2(Q) и мно-

жества P2(Q), Q ∈ P, попарно не пересекаются.

Для произвольного соединения e = {r1, r2} ∈ E через ẽ обозначим
минимальную по включению грань F ∈ F(Bn), содержащую все концы
(0-1)-рёбер r1, r2. При этом будем говорить, что соединение e порождает

грань F = ẽ куба Bn. Заметим, что для любого соединения e ∈ E спра-
ведливо равенство dim(ẽ) = w(e) + 1. Для произвольных однородного
разбиения P множества R и грани F ∈ F(Bn) через E(P,F ) обозначим
множество всех таких e ∈ E(P ), что ẽ = F .

Следующая лемма вытекает непосредственно из определений.

Лемма 7. Для любого однородного разбиения P множества R при

любом чётном k ∈ {1, . . . , n − 1} множества E(P,F ), F ∈ Fk+1(B
n), по-

парно не пересекаются и справедливо равенство

E[k](P ) =
⋃

F∈Fk+1(Bn)

E(P,F ).

Для произвольного однородного разбиения P = {Q1, . . . , QL} мно-
жества R точкой самопересечения гирлянды G(P ) = {[Q1], . . . , [QL]}
называется такая (0-1)-пара (α, β) ∈ N0 × N1, что (α, β) ∈ [Qi] ∩ [Qj]

для некоторых [Qi], [Qj] ∈ G(P ), i 6= j.
Очевидно, что однородное разбиение P множества R тогда и только

тогда неправильно, когда гирлянда G(P ) имеет точку самопересечения.
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Для произвольного однородного разбиения P = {Q1, . . . , QL} множе-
ства R и подмножества M ⊆ N0 ×N1 величина

def(P,M) = |M | − |([Q1] ∪ · · · ∪ [QL]) ∩M |

называется дефицитом гирлянды G(P ) относительно M .
Заметим, что из этого определения следует, что def(P,M) > 0.

Теорема 6 (третий признак неправильности). Если для однородного

разбиения P ∈ Un существует такая грань F ∈ F1
>3(B

n), что справедливо

неравенство

|E(P,F )| > 2dim(F )−2 −
1

2
def(P,D(F )), (2)

то разбиение P неправильное.

Доказательство. Достаточно показать, что диаметральное множе-
ство D(F ) грани F содержит точку самопересечения гирлянды G(P ).
Предположим, напротив, что множество D(F ) не содержит точек само-
пересечения гирлянды G(P ). Лемма 47 из [14] утверждает, что в этом
случае справедливо равенство

|E(P,F )| =
1

2
(|D(F )| − def(P,D(F ))),

что в силу очевидного равенства |D(F )| = 2dim(F )−1 противоречит нера-
венству (2). Значит, наше предположение неверно и множество D(F ) со-
держит точку самопересечения гирлянды G(P ). Теорема 6 доказана.

Теорема 7 (четвёртый признак неправильности). Если для однород-

ного разбиения P ∈ Un существует такая 3-мерная грань F ∈ F3(B
n),

что в множестве E(P,F ) имеются два соединения с разными индексами,

то разбиение P неправильное.

Доказательство. Достаточно показать, что диаметральное множе-
ство D(F ) грани F содержит точку самопересечения гирлянды G(P ). Че-
рез e1 и e2 обозначим такие два соединения из E(P,F ), что e1, e2 имеют
разные индексы. Тогда по определению множества E(P,F ) и по лемме 7
имеем ẽ1 = ẽ2 = F и e1, e2 ∈ E[2](P ). Теорема 14 из [14] утверждает,
что из этих соотношений и различия индексов соединений e1, e2 следу-
ет наличие в множестве D(F ) точки самопересечения гирлянды G(P ).
Теорема 7 доказана.

Теорема 8 (пятый признак неправильности). Если для некоторой

компоненты P δ
i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {−1, 1}, однородного разбиения P ∈

Un существует такая опорная для неё 4-мерная грань F ∈ F4(B
n), что

каждый столбец матрицы сложности L(P ) =
(
ℓδi
)δ=−1,1

i=1,...,n
с номером из

множества Form(F ) \ {i} содержит элемент, не превосходящий 3, то раз-

биение P неправильное.
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Доказательство. Покажем, что разбиение P является неправиль-
ным по четвёртому признаку (теорема 7). Для этого достаточно дока-
зать существование такой 3-мерной грани X ∈ F3(F ), что в множестве
E(P,X) имеются два соединения с разными индексами.

Без ограничения общности считаем, что грань F является опорной
для компоненты P 1

1 , Form(F ) = {1, 2, 3, 4} и ℓ12, ℓ
1
3, ℓ

1
4 6 3. Тогда, во-

первых, по лемме 5 при каждом i ∈ {1, 2, 3, 4} справедливо равенство∣∣R1
i (F )

∣∣ = 4. Во-вторых, по определению опорной грани существует такое
Q ∈ P 1

1 , что R1
1(F ) ⊆ Q. В-третьих, при каждом i ∈ {2, 3, 4} из ℓ1i 6 3

и R1
i (F ) ⊆ R1

i следует существование такого Q ∈ P 1
i , что

∣∣R1
i (F )∩Q

∣∣ > 2.
Тем самым в силу леммы 6 имеем

∣∣P2

(
R1

1(F )
)
∩ E(P )

∣∣ = 6,
∣∣P2

(
R1

2(F )
)
∩ E(P )

∣∣ > 1,
∣∣P2

(
R1

3(F )
)
∩ E(P )

∣∣ > 1,
∣∣P2

(
R1

4(F )
)
∩ E(P )

∣∣ > 1.

Эти соотношения наряду с включением P2

(
Rδ

i (F )
)
⊆ Eδ

i[2] означают
существование девяти таких положительных соединений e ∈ E[2](P ),
что ẽ ∈ F3(F ). Очевидно, что для любых двух различных e1, e2 ∈ E[2]
из одновременного совпадения индексов и знаков этих соединений сле-
дует, что ẽ1 6= ẽ2. Поэтому равенство |F3(F )| = 8 влечёт существование
среди указанных девяти соединений двух таких, что они имеют разные
индексы и порождают одну и ту же 3-мерную грань. Эта грань и явля-
ется искомой гранью X. Теорема 8 доказана.

Теорема 9 (шестой признак неправильности). Если для некоторой

компоненты P δ
i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {−1, 1}, однородного разбиения P ∈

Un существует такая опорная для неё грань F ∈ F4(B
n), что среди столб-

цов матрицы сложности L(P ) =
(
ℓδi
)δ=−1,1

i=1,...,n
с номерами из множества

Form(F ) \ {i} найдутся два, один из которых содержит элемент, не пре-

восходящий 2, а другой — элемент, не превосходящий 3, то разбиение P
неправильное.

Доказательство. Все рассуждения аналогичны рассуждениям из
доказательства теоремы 8.

Без ограничения общности считаем, что грань F является опорной
для компоненты P 1

1 , Form(F ) = {1, 2, 3, 4}, ℓ12 6 2 и ℓ13 6 3. Тогда,
во-первых, по лемме 5 при каждом i ∈ {1, 2, 3} справедливо равенство∣∣R1

i (F )
∣∣ = 4. Во-вторых, по определению опорной грани существует та-

кое Q ∈ P 1
1 , что R1

1(F ) ⊆ Q. В-третьих, из ℓ12 6 2 и R1
2(F ) ⊆ R1

2 следует
либо существование такого Q ∈ P 1

2 , что
∣∣R1

2(F ) ∩Q
∣∣ > 3, либо существо-

вание двух таких Q1, Q2 ∈ P 1
2 , что

∣∣R1
2(F ) ∩ Q1

∣∣ =
∣∣R1

2(F ) ∩ Q2

∣∣ = 2.
В-четвёртых, из ℓ13 6 3 и R1

3(F ) ⊆ R1
3 следует существование такого
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Q ∈ P 1
3 , что

∣∣R1
3(F ) ∩Q

∣∣ > 2, поэтому в силу леммы 6 имеем
∣∣P2

(
R1

1(F )
)
∩ E(P )

∣∣ = 6,
∣∣P2

(
R1

2(F )
)
∩ E(P )

∣∣ > 2,
∣∣P2

(
R1

3(F )
)
∩ E(P )

∣∣ > 1.

Теорема 9 доказана.

3. Отношение двойственности на множестве E[2]
и седьмой признак неправильности однородных

разбиений множества R куба Bn

Двойственной парой трёхмерной грани F ∈ F3(B
n) назовём такую

пару соединений {e1, e2} ⊆ E[2], что e1, e2 имеют одинаковые индексы
и противоположные знаки и справедливы равенства ẽ1 = ẽ2 = F .

На множестве E[2] определим бинарное отношение, которое будем
называть отношением двойственности: по определению два соединения
e1, e2 ∈ E[2] связаны отношением двойственности, если пара {e1, e2}
является двойственной парой некоторой трёхмерной грани куба Bn.

Лемма 8. Для любой трёхмерной грани F ∈ F3(B
n) двойственными

парами этой грани являются три пары
{
R−1

i (F ),R1
i (F )

}
, i ∈ Form(F ),

и только они.

Доказательство. По лемме 5 для любой грани F ∈ F3(B
n) сре-

ди 2n компонент R−1
1 (F ), . . . ,R−1

n (F ),R1
1(F ), . . . ,R1

n(F ) множества R(F )

непустыми являются следующие шесть: Rδ
i (F ), i ∈ Form(F ), δ ∈ {−1, 1}.

При этом мощность каждой из этих шести компонент равна 2. Значит,
все они являются соединениями куба Bn. Очевидно, что для соедине-
ния e ∈ E[2] равенство ẽ = F выполнено тогда и только тогда, когда e
совпадает с одной из этих шести компонент. Лемма 8 доказана.

Если соединения e1, e2 ∈ E[2] связаны отношением двойственности,
будем говорить, что соединение e2 двойственно соединению e1 и писать
e2 = e∗1.

Следующие два утверждения с очевидностью вытекают из леммы 8.

Лемма 9. Для любого соединения e ∈ E[2] существует единственное

двойственное ему соединение e∗ ∈ E[2]. При этом соединения e и e∗

имеют одинаковые индексы и противоположные знаки и справедливо

равенство e∗∗ = e.

Лемма 10. Если для однородного разбиения P ∈ Un и 3-мерной

грани F ∈ F3(B
n) два различных соединения e1, e2 ∈ E(P,F ) не связаны

отношением двойственности, то они имеют разные индексы.
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Отношение двойственности следующим образом расширим до множе-
ства E: по определению два соединения e1, e2 ∈ E связаны отношением
двойственности, если e1, e2 ∈ E[2] и соединения e1, e2 связаны отноше-
нием двойственности в E[2].

Для произвольного множества A ⊆ E через (A)∗ обозначим множе-
ство всех таких соединений e ∈ E, что e связано отношением двойствен-
ности с некоторым соединением из A.

Заметим, что если для подмножества A ⊆ E концы любого соединения
e ∈ A принадлежат некоторому подмножеству Q ⊆ R, то пара множеств
(Q,A) представляет собой граф с множеством вершин Q и множеством
рёбер A.

Для произвольного A ⊆ E множество V(A) всех (0-1)-рёбер куба Bn,
которые являются концами соединений e ∈ A, назовём носителем мно-
жества A. Подмножество A ⊆ E будем называть треугольником, ес-
ли треугольником (полным графом с тремя вершинами) является граф
(V(A), A). Подмножество A ⊆ E будем называть звездой, если все со-
единения e ∈ A имеют один общий конец (т. е. если звездой является
граф (V(A), A)). Для произвольного множества A ⊆ E через Ã обозна-
чим минимальную по включению грань куба Bn, содержащую все концы
(0-1)-рёбер из V(A).

Следующее простое утверждение вытекает из лемм 35–37 и 39 в [14].

Лемма 11. Для любого треугольника ∆ ⊆ E[2] множество (∆)∗

является звездой и справедливы равенства dim(‹∆) = 4 и fi(∆)∗ = ‹∆.

Подмножество A ⊆ E назовём двойственно независимым, если ни-
какие два соединения e1, e2 ∈ A не связаны отношением двойственно-
сти. Для произвольного подмножества M ⊆ E подмножество A ⊆ M
назовём наибольшим двойственно независимым подмножеством мно-

жества M , если A является двойственно независимым и имеет наиболь-
шую мощность среди всех двойственно независимых подмножеств мно-
жества M . Числом двойственной независимости B∗(P ) произвольного
семейства P однородных подмножеств множества R назовём мощность
наибольшего двойственно независимого подмножества множества E(P ).

Теорема 10 (седьмой признак неправильности). Если для однород-

ного разбиения P ∈ Un выполнено неравенство

B∗(P ) > 2n−3

Ç
n

3

å
+ 2n−2

∑

26k6n−1
2

Ç
n

2k + 1

å
, (3)

то разбиение P неправильное.1)

1)
(
n

k

)
= n(n−1)···(n−k+1)

k!
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Доказательство. Для однородного разбиения P ∈ Un через B∗
2(P )

обозначим мощность наибольшего двойственно независимого подмноже-
ства множества E[2](P ).

По определению расширенного отношения двойственности никакое
соединение e из множества E(P ) с длиной w(e) > 2 не связано отно-
шением двойственности ни с каким другим соединением из этого множе-
ства. Поэтому для наибольшего двойственно независимого подмножества
A ⊆ E(P ) при k > 2 справедливо равенство A ∩ E[2k](P ) = E[2k](P ),
а множество A ∩ E[2](P ) является наибольшим двойственно независи-
мым подмножеством множества E[2](P ). Отсюда в силу того, что мно-
жества E[2k](P ), 1 6 k 6

n−1
2 , попарно не пересекаются и справедливо

равенство E(P ) =
⋃

16k6n−1
2

E[2k](P ), имеем

B∗(P ) = B∗
2(P ) +

∑

26k6n−1
2

|E[2k](P )|.

Значит, из неравенства (3) следует, что либо выполнено неравенство
B∗

2(P ) > 2n−3
(n
3

)
, либо для некоторого k, 2 6 k 6

n−1
2 , выполнено нера-

венство |E[2k](P )| > 2n−2
( n
2k+1

)
.

Пусть B∗
2(P ) > 2n−3

(n
3

)
. Тогда |A| > 2n−3

(n
3

)
для наибольшего двой-

ственно независимого подмножества A множества E[2](P ), поэтому
из леммы 7 и равенства |F3(B

n)| = 2n−3
(n
3

)
следует существование такой

3-мерной грани F ∈ F3(B
n), что |A∩E(P,F )| > 2. Последнее неравенство

означает, что в множестве E(P,F ) имеются два различных соединения,
не связанных отношением двойственности. По лемме 10 эти соединения
имеют разные индексы. Значит, по четвёртому признаку (теорема 7) раз-
биение P неправильное.

Предположим, что для некоторого k, 2 6 k 6
n−1
2 , выполнено нера-

венство |E[2k](P )| > 2n−2
( n
2k+1

)
. Тогда в силу леммы 7 из равенства

|F2k+1(B
n)| = 2n−2k−1

( n
2k+1

)
следует существование (2k + 1)-мерной гра-

ни F ∈ F2k+1(B
n) такой, что |E(P,F )| > 2(2k+1)−2. Значит, по третьему

признаку (теорема 6) разбиение P неправильное. Теорема 10 доказана.

4. О способах оценки величины B∗(P )

Множество всех целочисленных наборов z = (z1, . . . , zk) обозначим че-
рез Zk. Через M(k) обозначим множество всех таких z = (z1, . . . , zk) ∈ Z

k,

что выполнены неравенства z1 > . . . > zk > 1. Пусть M =
∞⋃
k=1

M(k).

Величины ‖z‖−1, ‖z‖1, ‖z‖2, ‖z‖C и ‖z‖T для произвольного набора
z = (z1, . . . , zk) ∈ M определим формулами
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‖z‖−1 =

k∑

i=1

1

zi
, ‖z‖1 =

k∑

i=1

zi, ‖z‖2 =

k∑

i=1

z2i ,

‖z‖C =

k∑

i=1

Ç
zi
2

å
, ‖z‖T =

k∑

i=1

õ
(zi − 1)2

4

û
.2)

Через M(k, L) обозначим множество таких z ∈ M(k), что ‖z‖1 = L. Че-
рез m(k, L) обозначим максимально равномерный вектор из множества
M(k, L), т. е. такой набор (z1, . . . , zk) ∈ M(k, L), что числа z1, . . . , zk от-
личаются друг от друга не более чем на 1.

Нам понадобятся два следующих, доказанных в [14] (теорема 26 и лем-
ма 50) утверждения.

Лемма 12. При любых k, L таких, что 1 6 k 6 L, и для любого

z ∈ M(k, L) из того, что z 6= m(k, L), следует, что

‖z‖−1 > ‖m(k, L)‖−1, ‖z‖C > ‖m(k, L)‖C, ‖z‖T > ‖m(k, L)‖T.

Лемма 13. При любых k, L таких, что 1 6 k 6 L, справедливо нера-

венство ‖m(k, L)‖−1 > ‖m(k, L+ 1)‖−1.

Для произвольного подмножества A ⊆ E множества

A−1
i = A ∩ E−1

i , A1
i = A ∩ E1

i , Ai = A ∩ Ei

будем называть отрицательной, положительной и большой компонен-

той с номером i множества A соответственно, i = 1, . . . , n.
Заметим, что большие компоненты A1, . . . , An любого подмножества

A ⊆ E попарно не пересекаются и, если A ⊆ M ⊆ E, то справедливы
включения A1 ⊆ M1, . . . , An ⊆ Mn.

Лемма 14. Подмножество A ⊆ M тогда и только тогда является наи-

большим двойственно независимым подмножеством множества M ⊆ E,
когда каждая большая компонента Ai этого подмножества является наи-

большим двойственно независимым подмножеством соответствующей

большой компоненты Mi множества M .

Доказательство. Достаточно заметить, что в силу леммы 9 при
i 6= j соединения из Mi не связаны отношением двойственности с соеди-
нениями из Mj . Лемма 14 доказана.

Теорема 11. Для любого однородного разбиения P ∈ Un справедли-

во равенство

B∗(P ) =
n∑

i=1

B∗(Pi).

2) ⌊x⌋ — наибольшее целое число, не превосходящее x.
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Доказательство. Каждая большая компонента Ei(P ) множества
E(P ) связана равенством Ei(P ) = E(Pi) с соответствующей большой
компонентой Pi однородного разбиения P ∈ Un, и для наибольшего двой-
ственно независимого подмножества A множества E(P ) справедливо ра-
венство |A| = |A1|+ · · ·+ |An|. Поэтому теорема 11 является следствием
леммы 14. Теорема 11 доказана.

Лемма 15. Для больших компонент однородного разбиения P ∈ Un

справедливы неравенства

B∗(Pi) >
∣∣E
(
P δ
i

)∣∣+
∣∣E
(
P−δ
i

)
\
(
E[2]

(
P δ
i

))∗∣∣, i = 1, . . . , n, δ = −1, 1.

Доказательство. По лемме 9 соединения e и e∗ всегда имеют про-
тивоположные знаки. Значит, при любом i ∈ {1, . . . , n} компоненты M−1

i

и M1
i произвольного множества M ⊆ E являются двойственно незави-

симыми подмножествами M, поэтому при любом δ ∈ {−1, 1} множество
M δ

i ∪
(
M−δ

i \
(
M δ

i

)∗)
также является двойственно независимым подмно-

жеством M . Из очевидного равенства
(
M δ

i

)∗
=
(
M δ

i ∩E[2]
)∗

следует, что
M δ

i ∪
(
M−δ

i \
(
M δ

i

)∗)
= M δ

i ∪
(
M−δ

i \
(
M δ

i ∩E[2]
)∗)

. Тем самым при любом
δ ∈ {−1, 1} множество M δ

i ∪
(
M−δ

i \
(
M δ

i ∩E[2]
)∗)

является двойственно
независимым подмножеством множества M . Из M δ

i ∩M−δ
i = ∅ вытекает

равенство
∣∣M δ

i ∪
(
M−δ

i \
(
M δ

i ∩ E[2]
)∗)∣∣ =

∣∣M δ
i

∣∣+
∣∣(M−δ

i \
(
M δ

i ∩ E[2]
)∗)∣∣.

Для завершения доказательства осталось заметить, что для компонент
Eδ
i (Pi), δ ∈ {−1, 1}, множества E(Pi) справедливы равенства Eδ

i (Pi) =
E(P δ

i ) и Eδ
i (Pi) ∩ E[2] = E[2](P δ

i ). Лемма 15 доказана.

Лемма 16. Для компонент однородного разбиения P ∈ Un с матри-

цей сложности L(P ) =
(
ℓδi
)δ=−1,1

i=1,...,n
справедливы неравенства

∣∣E
(
P δ
i

)∣∣ >
∥∥m
(
ℓδi , 2

n−2
)∥∥

C
, i = 1, . . . , n, δ = −1, 1.

Доказательство. Учитывая, что компонента P δ
i однородного раз-

биения P ∈ Un является разбиением соответствующей компоненты Rδ
i

множества R и
∣∣Rδ

i

∣∣ = 2n−2, по леммам 6 и 12 имеем

∣∣E
(
P δ
i

)∣∣ =
∑

Q∈P δ
i

|P2(Q)| =
∑

Q∈P δ
i

Ç
|Q|

2

å

>
∥∥m
(∣∣P δ

i

∣∣,
∣∣Rδ

i

∣∣)∥∥
C
=
∥∥m
(
ℓδi , 2

n−2
)∥∥

C
.

Лемма 16 доказана.
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Теорема 12. Для больших компонент однородного разбиения P ∈ Un

с матрицей сложности L(P ) =
(
ℓδi
)δ=−1,1

i=1,...,n
справедливы неравенства

B∗(Pi) >
∥∥m
(
ℓδi , 2

n−2
)∥∥

C
, i = 1, . . . , n, δ = −1, 1.

Доказательство. Утверждение следует из лемм 15 и 16. Теорема 12
доказана.

Теорема 13. Если ни одна 4-мерная грань куба Bn не является опор-

ной для компоненты P δ
i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {−1, 1}, однородного разби-

ения P ∈ Un с матрицей сложности L(P ) =
(
ℓδi
)δ=−1,1

i=1,...,n
, то для большой

компоненты Pi этого разбиения справедливо неравенство

B∗(Pi) >
∥∥m
(
ℓδi , 2

n−2
)∥∥

C
+
∥∥m
(
ℓ−δ
i , 2n−2

)∥∥
T
.

Доказательство. Из лемм 15 и 16 следует, что

B∗(Pi) >
∥∥m
(
ℓδi , 2

n−2
)∥∥

C
+
∣∣E
(
P−δ
i

)
\
(
E[2]

(
P δ
i

))∗∣∣,

поэтому для доказательства теоремы 13 достаточно доказать следующее
утверждение.

Лемма 17. Если ни одна 4-мерная грань куба Bn не является опор-

ной для компоненты P δ
i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {−1, 1}, однородного разби-

ения P ∈ Un с матрицей сложности L(P ) =
(
ℓδi
)δ=−1,1

i=1,...,n
, то справедливо

неравенство

∣∣E
(
P−δ
i

)
\
(
E[2]

(
P δ
i

))∗∣∣ >
∥∥m
(
ℓ−δ
i , 2n−2

)∥∥
T
. (4)

Доказательство. Сначала докажем неравенство (4) в предположе-
нии, что множество

(
E[2]

(
P δ
i

))∗
не содержит треугольников. Для это-

го рассмотрим граф с множеством вершин R−δ
i и множеством рёбер

E
(
P−δ
i

)
\
(
E[2]

(
P δ
i

))∗
, т. е. граф
(
R−δ

i ,E
(
P−δ
i

)
\
(
E[2]

(
P δ
i

))∗)
.

В силу леммы 6 он является дизъюнктным объединением графов
(
Q,P2(Q) \

(
E[2]

(
P δ
i

))∗)
, Q ∈ P−δ

i .

Кроме того, в силу нашего предположения каждый из этих последних
графов является дополнением графа без треугольников.

Известная теорема Турана [15,16] утверждает, что число рёбер у гра-
фа, имеющего q вершин и не содержащего треугольников, не превышает
⌊q2/4⌋. Значит, дополнение такого графа имеет не меньше ⌊(q − 1)2/4⌋
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рёбер. Отсюда и из леммы 12, учитывая, что P−δ
i является разбиением

множества R−δ
i , имеем

∣∣E
(
P−δ
i

)
\
(
E[2]

(
P δ
i

))∗∣∣ =
∑

Q∈P−δ
i

∣∣P2(Q) \
(
E[2]

(
P δ
i

))∗)∣∣

>
∑

Q∈P−δ
i

õ
(|Q| − 1)2

4

û
>
∥∥m
(∣∣P−δ

i

∣∣,
∣∣R−δ

i

∣∣)∥∥
T
=
∥∥m
(
ℓ−δ
i , 2n−2

)∥∥
T
.

Итак в предположении, что множество
(
E[2]

(
P δ
i

))∗
не содержит тре-

угольников, неравенство (4) доказано, поэтому лемма 17 вытекает из сле-
дующего утверждения.

Лемма 18. Если ни одна 4-мерная грань куба Bn не является опорной

для компоненты P δ
i , i ∈ {1, . . . , n}, δ ∈ {−1, 1}, однородного разбиения

P ∈ Un, то множество
(
E[2]

(
P δ
i

))∗
не содержит треугольников.

Доказательство. Предположим, что, напротив, ни одна четырёх-
мерная грань куба Bn не является опорной для компоненты P δ

i , но мно-
жество

(
E[2]

(
P δ
i

))∗
содержит некоторый треугольник ∆. Чтобы прийти

к противоречию, покажем, что грань F = ‹∆ имеет размерность 4 и яв-
ляется опорной для P δ

i .
Из включения ∆ ⊆

(
E[2]

(
P δ
i

))∗
следует, что ∆ ⊆ E[2]. Значит,

по лемме 11 справедливо равенство dim(‹∆) = 4, т. е. грань F имеет
размерность 4.

Кроме того, по лемме 11 множество (∆)∗ является звездой, т. е. все со-
единения из (∆)∗ имеют общий конец — некоторое (0-1)-ребро r. Через Q
обозначим блок однородного разбиения P, который содержит r. В силу
леммы 9 из того, что ∆ ⊆

(
E[2]

(
P δ
i

))∗
, следует, что (∆)∗ ⊆ E[2]

(
P δ
i

)

и |(∆)∗| = |∆| = 3. Учитывая, что концы любого порождённого разби-
ением P соединения e по определению принадлежат одному и тому же
блоку этого разбиения, отсюда имеем

(1) (∆)∗ ⊆ P2(Q), (2) Q ∈ P δ
i ,

(3) V((∆)∗) ⊆ Q ⊆ Rδ
i , (4) |V((∆)∗)| = 4.

По лемме 11 справедливо равенство fi(∆)∗ = ‹∆, поэтому из включения (3)
следует, что V((∆)∗) ⊆ Rδ

i (F ). Значит, Rδ
i (F ) 6= ∅ и по лемме 5 из того,

что dim(F ) = 4, вытекает, что
∣∣Rδ

i (F )
∣∣ = 4. Тем самым из (4) полу-

чаем Rδ
i (F ) = V((∆)∗). Это равенство наряду с включениями (3) и (2)

означает, что 4-мерная грань F = ‹∆ является опорной для компонен-
ты P δ

i однородного разбиения P . Полученное противоречие показывает,
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что наше предположение неверно. Лемма 18 доказана. Лемма 17 доказа-
на. Теорема 13 доказана.

5. О матрицах сложности разбиений P ∈ Correct5(µ5)

Заметим, что Correct5(µ5) = Correct5(28) ⊆ U5(28),поскольку µ5 = 28.
Матрицы M1 и M2 размера 2 × 5 с суммой элементов 28 определим

равенствами

M1 =

Å
2 2 2 4 4
2 2 2 4 4

ã
, M2 =

Å
2 2 3 3 4
2 2 3 3 4

ã
.

Через K1 и K2 обозначим классы всех однородных разбиений P ∈ U5(28)
таких, что матрица сложности L(P ) разбиения P с точностью до пере-
становки столбцов совпадает с матрицами M1 и M2 соответственно.

Теорема 14. Справедливо включение Correct5(28) ⊆ K1 ∪ K2.

Доказательство. Достаточно показать, что для любого правиль-
ного разбиения P ∈ Correct5(28) матрица сложности L(P ) =

(
ℓδi
)δ=−1,1

i=1,...,5
удовлетворяет следующим трём условиям.

1. Элементами матрицы L(P ) могут быть только числа 2, 3, 4.
2. Матрица L(P ) имеет столбец, оба элемента которого равны 4.
3. В каждом столбце матрицы L(P ) нижний элемент равен верхнему.
Выполнение этих условий следует из включения Correct5(28) ⊆ U5(28)

и следующих трёх лемм.

Лемма 19. Если матрица сложности L(P ) однородного разбиения

P ∈ U5(28) имеет элемент, равный 1 или не меньший 5, то разбиение P
неправильное.

Доказательство. Предположим, что матрица L(P ) имеет элемент,
равный 1. Тогда сумма остальных девяти элементов этой матрицы рав-
на 27. Отсюда и в силу равенства m(9, 27) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸

9

) по лемме 12 имеем

‖L(P )‖−1 >
1

1
+ ‖m(9, 27)‖−1 =

1

1
+

9

3
= 4.

При этом в силу леммы 12 равенство ‖L(P )‖−1 = 1 + ‖m(9, 27)‖−1 воз-
можно, только если девять остальных элементов матрицы L(P ) совпада-
ют с компонентами вектора m(9, 27), т. е. если все они равны 3. Поэтому
равенство ‖L(P )‖−1 = 4 возможно только в том случае, если не все эле-
менты матрицы L(P ) являются степенями двойки. По определению это
означает, что L(P ) ∈ L4

−1. Значит, по первому признаку (теорема 4) раз-
биение P является неправильным.
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Предположим, что матрица L(P ) имеет элемент, не меньший 5. Без
ограничения общности считаем, что ℓ11 является наибольшим элементом
этой матрицы.

Пусть ℓ11 = 5 и ℓ−1
1 6 3. Тогда сумма элементов матрицы L(1)(P )

не больше 26. В силу равенства m(10, 26) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
6

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
4

) по лем-

мам 12 и 13 имеем

‖L(1)(P )‖−1 > ‖m(10, 26)‖−1 =
6

3
+

4

2
= 4.

При этом, как и в предыдущем случае, равенство ‖L(1)(P )‖−1 = 4 воз-
можно, только если не все элементы матрицы L(1)(P ) являются степе-
нями двойки. По определению это означает, что L(1)(P ) ∈ L4

−1. Значит,
по второму признаку (теорема 5) разбиение P неправильное.

Пусть ℓ11 = 5 и ℓ−1
1 = 4. Тогда сумма остальных восьми элементов

матрицы L(P ), а значит, и сумма соответствующих восьми элементов
матрицы L(1)(P ) равна 19. В силу равенства m(8, 19) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸

3

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
5

)

по лемме 12 имеем

‖L(1)(P )‖−1 >
1

4
+

1

4
+ ‖m(8, 19)‖−1 =

2

4
+

3

3
+

5

2
= 4.

Как и в предыдущих случаях, равенство ‖L(1)(P )‖−1 = 4 возможно,
только если не все элементы матрицы L(1)(P ) являются степенями двой-
ки. Поэтому L(1)(P ) ∈ L4

−1, значит, по второму признаку (теорема 5)
разбиение P является неправильным.

Пусть ℓ11 = ℓ−1
1 = 5. Тогда сумма остальных восьми элементов матри-

цы L(P ) равна 18. В силу равенства m(8, 18) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
2

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
6

) по лем-

ме 12 имеем

‖L(P )‖−1 >
1

5
+

1

5
+ ‖m(8, 18)‖−1 =

2

5
+

2

3
+

6

2
= 4

1

15
> 4,

тем самым L(P ) ∈ L4
−1, а значит, по первому признаку (теорема 4) раз-

биение P неправильное.
Пусть ℓ11 = 6. Тогда сумма остальных девяти элементов матрицы L(P )

равна 22. В силу равенства m(9, 22) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
4

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
5

) по лемме 12

имеем

‖L(P )‖−1 >
1

6
+ ‖m(9, 22)‖−1 =

1

6
+

4

3
+

5

2
= 4.

Как и ранее, равенство ‖L(P )‖−1 = 4 возможно, только если не все эле-
менты матрицы L(P ) являются степенями двойки, поэтому L(P ) ∈ L4

−1,
значит, по первому признаку (теорема 4) разбиение P неправильное.
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Пусть ℓ11 > 7. Тогда сумма остальных девяти элементов матрицы L(P )
не больше 21. В силу равенства m(9, 21) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸

3

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
6

) по леммам 12

и 13 имеем

‖L(P )‖−1 >
1

ℓ11
+ ‖m(9, 21)‖−1 =

1

ℓ11
+

3

3
+

6

2
> 4.

Тем самым L(P ) ∈ L4
−1, значит, по первому признаку (теорема 4) разби-

ение P неправильное. Лемма 19 доказана.

Лемма 20. Если в каждом столбце матрицы сложности L(P ) одно-

родного разбиения P ∈ U5(28) имеется элемент, не превосходящий 3,
то разбиение P неправильное.

Доказательство. Считаем, что матрица сложности L(P ) не содер-
жит единиц (в противном случае однородное разбиение P неправиль-
но по лемме 19). Кроме того, без ограничения общности считаем, что
все элементы нижней строки матрица L(P ) не превосходят 3, т. е.
2 6 ℓ11, ℓ

1
2, ℓ

1
3, ℓ

1
4, ℓ

1
5 6 3. Через k обозначим число двоек в этой строке.

Если хотя бы одна компонента P δ
i однородного разбиения P имеет

опорную грань F ∈ F4(B
5), то P неправильное по пятому признаку (тео-

рема 8), поскольку каждый столбец матрицы L(P ) содержит элемент,
не превосходящий 3.

Если же компоненты однородного разбиения P не имеют опорных
4-мерных граней, то в силу теорем 11, 13 и леммы 12 имеем

B∗(P ) =

5∑

i=1

B∗(Pi) >

5∑

i=1

(∥∥m
(
ℓ1i , 8

)∥∥
C
+
∥∥m
(
ℓ−1
i , 8

)∥∥
T

)

= k · ‖m(2, 8)‖C + (5− k) · ‖m(3, 8)‖C +

5∑

i=1

∥∥m
(
ℓ−1
i , 8

)∥∥
T

> k · (‖m(2, 8)‖C − ‖m(3, 8)‖C) + 5 · ‖m(3, 8)‖C +

∥∥∥∥∥m
(

5∑

i=1

ℓ−1
i , 5 · 8

)∥∥∥∥∥
T

.

Из равенств m(2, 8) = (4, 4) и m(3, 8) = (3, 3, 2) следуют равенства

‖m(2, 8)‖C = 12, ‖m(3, 8)‖C = 7.

Кроме того, из того, что
5∑

i=1
ℓ−1
i +

5∑
i=1

ℓ1i = 28, вытекает

5∑

i=1

ℓ−1
i = 28− (k · 2 + (5− k) · 3) = 13 + k.
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Значит, справедливо неравенство

B∗(P ) > k · 5 + 35 + ‖m(13 + k, 40)‖T.

Рассмотрим четыре возможных случая: k = 0, k = 1, k = 2 и k > 3.
При k = 0 из того, что m(13, 40) = (4, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸

12

), получаем равенство

‖m(13, 40)‖T = 14, поэтому B∗(P ) > 35 + 14 = 49.
При k = 1 из того, что m(14, 40) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸

12

, 2, 2), имеем ‖m(14, 40)‖T =

12, тем самым B∗(P ) > 5 + 35 + 12 = 52.
При k = 2 из того, что m(15, 40) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸

10

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
5

), следует, что

‖m(15, 40)‖T = 10, поэтому B∗(P ) > 2 · 5 + 35 + 10 = 55.
При k > 3 справедливо неравенство B∗(P ) > 3 · 5 + 35 = 50.
Во всех четырёх случаях справедливо неравенство B∗(P ) > 48. Зна-

чит, во всех четырёх случаях однородное разбиение P неправильно по ше-
стому признаку (теорема 9). Лемма 20 доказана.

Лемма 21. Если в некотором столбце матрицы сложности L(P ) од-

нородного разбиения P ∈ U5(28) нижний элемент не равен верхнему,

то разбиение P неправильное.

Доказательство. Считаем, что матрица L(P ) имеет столбец, оба
элемента которого равны 4 (в противном случае однородное разбиение P
неправильно по леммам 19 и 20). Кроме того, без ограничения общности
считаем, что ℓ11 6= ℓ−1

1 . Тогда сумма элементов матрицы L(1)(P ) не пре-
вышает 27 и по крайней мере два элемента этой матрицы равны 4. Зна-
чит, сумма остальных восьми элементов этой матрицы не превышает 19.
В силу равенства m(8, 19) = (3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸

3

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
5

) по леммам 12 и 13 имеем

‖L(1)(P )‖−1 >
1

4
+

1

4
+ ‖m(8, 19)‖−1 =

2

4
+

3

3
+

5

2
= 4.

При этом равенство ‖L(1)(P )‖−1 = 4 возможно, только если не все эле-
менты матрицы L(1)(P ) являются степенями двойки. Тем самым полу-
чаем, что L(1)(P ) ∈ L4

−1, значит, по второму признаку (теорема 5) раз-
биение P неправильное. Лемма 21 доказана. Теорема 14 доказана.

6. Доказательство теоремы 3

Компоненту P δ
i однородного разбиения P ∈ U5(28) будем называть

максимально равномерной, если мощности блоков Q ∈ P δ
i отличаются

друг от друга не более чем на 1.
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По определению класса K2 любое однородное разбиений P ∈ K2 имеет
ровно четыре компоненты P δ

i мощности 3. Класс K2 разобьём на два под-
класса в зависимости от того, имеется ли среди этих четырёх компонент
максимально равномерная.

Через K1
2 обозначим множество всех однородных разбиений P ∈ K2

таких, что ни одна из четырёх компонент P δ
i мощности 3 этого разби-

ения не является максимально равномерной. Через K2
2 обозначим мно-

жество всех однородных разбиений P ∈ K2 таких, что хотя бы одна
из четырёх компонент P δ

i мощности 3 этого разбиения является макси-
мально равномерной. Очевидно, что справедливы равенства K2 = K1

2∪K
2
2

и K1
2 ∩ K2

2 = ∅.

Теорема 15. Для любого однородного разбиения P ∈ K1 ∪ K1
2 спра-

ведливо неравенство S(P ) > (25−1)2.

Доказательство. Нам понадобится следующее утверждение.

Лемма 22. При любых k, L таких, что 1 6 k 6 L и L чётное, для

любого z ∈ M(k, L) из того, что z 6= m(k, L) следует, что ‖z‖2 > 2 +
‖m(k, L)‖2.

Доказательство. Очевидно, что для любого z ∈ M(k, L) справед-
ливо равенство ‖z‖2 = 2·‖z‖C+L. Значит, из чётности L следует чётность
‖z‖2. Тем самым если z 6= m(k, L), то в силу леммы 12 справедливо нера-
венство ‖z‖2 > ‖m(k, L)‖2, а значит, и неравенство ‖z‖2 > 2+‖m(k, L)‖2.
Лемма 22 доказана.

Для произвольного однородного разбиения P ∈ K1 ∪ K1
2 из определе-

ния компонент P δ
i этого разбиения и леммы 1 следует равенство

S(P ) =
5∑

i=1

∑

δ∈{−1,1}

S
(
P δ
i

)
.

Если P ∈ K1, то по определению класса K1 шесть компонент P δ
i раз-

биения P имеют мощность 2 и четыре — мощность 4. Учитывая, что P δ
i

является разбиением множества Rδ
i и

∣∣Rδ
i

∣∣ = 8, по лемме 22, а также
в силу равенств m(2, 8) = (4, 4) и m(4, 8) = (2, 2, 2, 2) имеем

S(P ) =
5∑

i=1

∑

δ∈{−1,1}

S(P δ
i ) > 6 · ‖m(2, 8)‖2 + 4 · ‖m(4, 8)‖2

= 192 + 64 = (25−1)2.
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Если P ∈ K1
2, то по определению класса K1

2 четыре компоненты P δ
i

разбиения P имеют мощность 2, четыре — мощность 3 и две — мощ-
ность 4; при этом ни одна компонента мощности 3 не является макси-
мально равномерной. Отсюда, как и в предыдущем случае, по лемме 22
и в силу равенства m(3, 8) = (3, 3, 2) имеем

S(P ) =
5∑

i=1

∑

δ∈{−1,1}

S(P δ
i ) > 4 · ‖m(2, 8)‖2 + 4 · (2 + ‖m(3, 8)‖2)

+ 2 · ‖m(4, 8)‖2 = 128 + 96 + 32 = (25−1)2.

Теорема 15 доказана.

Как уже было отмечено в разд. 1, для доказательства теоремы 3
достаточно установить справедливость неравенства s(P ) > (25−1)2 для
всех P ∈ Correct5(µ5), которая для всех таких P вытекает из равенства
µ5 = 28, теорем 14, 15 и следующей теоремы.

Теорема 16. Любое однородное разбиение P ∈ K2
2 неправильно.

Доказательство. Класс однородных разбиений K2
2 следующим об-

разом разобьём на два подкласса K2,1
2 и K2,2

2 .
Через K2,1

2 обозначим множество всех однородных разбиений P ∈ K2
2

таких, что хотя бы одна из четырёх компонент P δ
i мощности 3 этого

разбиения имеет опорную 4-мерную грань куба B5. Через K2,2
2 обозна-

чим множество всех однородных разбиений P ∈ K2 таких, что ни одна
из четырёх компонент P δ

i мощности 3 этого разбиения не имеет опор-
ных 4-мерных граней куба B5. Очевидно, что справедливы равенства
K2

2 = K2,1
2 ∪K2,2

2 и K2,1
2 ∩ K2,2

2 = ∅.
Теорема 16 вытекает из следующих двух теорем.

Теорема 17. Любое однородное разбиение P ∈ K2,1
2 неправильно.

Доказательство. Рассмотрим произвольное однородное разбиение
P ∈ K2,1

2 . Без ограничения общности считаем, что L(P ) = M2 и компо-
нента P 1

3 этого разбиения имеет опорную 4-мерную грань F ∈ F4(B
5).

Тогда по определению справедливо включение 3 ∈ Form(F ), а значит,
|Form(F )\{3}| = 3. Тем самым среди столбцов матрицы сложности L(P )
с номерами из множества Form(F ) \ {3} найдутся два, один из которых
содержит элемент, не превосходящий 2, а другой — элемент, не превос-
ходящий 3. Отсюда по шестому признаку (теорема 9) однородное разби-
ение P неправильно. Теорема 17 доказана.

Теорема 18. Любое однородное разбиение P ∈ K2,2
2 неправильно.
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Доказательство. Заметим, что для любого j ∈ {1, . . . , 5} грани B5 0
j

и B5 1
j куба B5 имеют размерность 4, поэтому при i ∈ {1, . . . , 5} \ {j}, δ ∈

{−1, 1} по лемме 5 справедливо равенство
∣∣Rδ

i

(
B5 0

j

)∣∣ =
∣∣Rδ

i

(
B5 1

j

)∣∣ = 4.
Отсюда и из равенств

∣∣Rδ
i

∣∣ = 8 и B5 0
j ∩ B5 1

j = ∅ следует, что при таких
i, j, δ пара множеств

{
Rδ

i

(
B5 0

j

)
,Rδ

i

(
B5 1

j

)}
является разбиением компо-

ненты Rδ
i множества R.

Компоненту P δ
i , i ∈ {1, . . . , 5}, δ ∈ {−1, 1}, однородного разбиения

P ∈ U5 назовём простой, если
∣∣P δ

i

∣∣ = 2 и для некоторого j ∈ {1, . . . , 5} \

{i} выполнено равенство P δ
i =

{
Rδ

i

(
B5 0

j

)
,Rδ

i

(
B5 1

j

)}
. При этом число j

будем называть показателем простоты компоненты P δ
i .

Большую компоненту Pi, i ∈ {1, . . . , 5}, однородного разбиения P ∈ U5

назовём простой, если |Pi| = 4 и простыми с равными показателями про-
стоты являются компоненты P−1

i и P 1
i этого разбиения. При этом пока-

зателем простоты большой компоненты Pi будем называть показатель
простоты компонент P−1

i и P 1
i .

Лемма 23. Для любой большой компоненты Pi, i ∈ {1, . . . , 5}, одно-

родного разбиения P ∈ U5 из равенства |Pi| = 4 следует неравенство

B∗(Pi) >

®
12, если большая компонента Pi является простой,

15 в противном случае.

Доказательство. Предположим, что для некоторого i ∈ {1, . . . , 5}
выполнено равенство |Pi| = 4. Без ограничения общности считаем, что
i = 1. Тогда если большая компонента P1 является простой, то по опре-
делению выполнено равенство

∣∣P−1
1

∣∣ =
∣∣P 1

1

∣∣ = 2. Поэтому для соответ-
ствующих элементов ℓ−1

1 , ℓ11 матрицы сложности L(P ) также справедли-
во равенство ℓ−1

1 = ℓ11 = 2. Значит, по теореме 12 и в силу равенства
m(2, 8) = (4, 4) имеем

B∗(P1) >
∥∥m
(
ℓ11, 8

)∥∥
C
= ‖m(2, 8)‖C = 6 + 6 = 12,

что и требовалось доказать.
Предположим, что большая компонента P1 не является простой. Если

при этом для некоторого δ ∈ {−1, 1} найдётся такой блок Q′ ∈ P δ
1 , что

|Q′| > 6, то по леммам 15 и 6 имеем

B∗(P1) >
∣∣E
(
P δ
1

)∣∣ =
∑

Q∈P δ
1

|P2(Q)| > |P2(Q
′)| >

Ç
6

2

å
= 15,

что и требовалось доказать.
Пусть большая компонента P1 не является простой и все её блоки

имеют мощность не более 5. Тогда поскольку компоненты P−1
1 и P 1

1 яв-
ляются разбиениями множеств R−1

1 и R1
1 (т. е. множеств мощности 8),
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из равенства
∣∣P−1

1

∣∣+
∣∣P 1

1

∣∣ = |P1| = 4 следует, что
∣∣P−1

1

∣∣ =
∣∣P 1

1

∣∣ = 2. Если
при этом хотя бы одна из компонент P−1

1 , P 1
1 не имеет опорных 4-мерных

граней куба B5 (без ограничения общности считаем, что такой компо-
нентой является P 1

1 ), то по теореме 13 и в силу равенств ℓ11 = ℓ−1
1 = 2,

m(2, 8) = (4, 4) имеем

B∗(P1) >
∥∥m
(
ℓ11, 8

)∥∥
C
+
∥∥m
(
ℓ−1
1 , 8

)∥∥
T
= (6 + 6) + (2 + 2) = 16 > 15,

что и требовалось доказать.
Наконец, пусть большая компонента P1 не является простой, все её

блоки имеют мощность не более 5 и каждая из компонент P−1
1 и P 1

1 имеет
опорную 4-мерную грань куба B5.

Через Q−1
1 и Q−1

2 обозначим блоки компоненты P−1
1 (таким образом,

P−1
1 =

{
Q−1

1 , Q−1
2

}
), через F−1 — её опорную 4-мерную грань. Точно

так же через Q1
1 и Q1

2 обозначим блоки компоненты P 1
1 (таким образом,

P 1
1 =

{
Q1

1, Q
1
2

}
), через F 1 — её опорную 4-мерную грань.

Без ограничения общности считаем, что
∣∣Q−1

1

∣∣ >
∣∣Q−1

2

∣∣ и
∣∣Q1

1

∣∣ >
∣∣Q1

2

∣∣.
Тогда с учётом того, что P δ

1 , δ ∈ {−1, 1}, является разбиением множества
Rδ

1 и
∣∣Rδ

1

∣∣ = 8, имеем

4 6
∣∣Q−1

1

∣∣ 6 5,
∣∣Q−1

1

∣∣+
∣∣Q−1

2

∣∣ = 8,

4 6
∣∣Q1

1

∣∣ 6 5,
∣∣Q1

1

∣∣+
∣∣Q1

2

∣∣ = 8.

Заметим, что максимальная равномерность компоненты P δ
1 , δ ∈ {−1, 1},

равносильна её простоте. Действительно, из того, что dim(F δ) = 4, сле-
дует, что грань F δ куба B5 является гранью вида B5 σ

j , где j 6= 1. Тем
самым из включения Rδ

1(F
δ) ⊆ Q, выполненного для некоторого блока

Q ∈ P δ
1 , следует, что равенство

∣∣Qδ
1

∣∣ =
∣∣Qδ

2

∣∣ = 4 равносильно равенству
P δ
1 =

{
Rδ

1

(
B5 0

j

)
,Rδ

1

(
B5 1

j

)}
.

Заметим также, что если компонента P δ
1 , δ ∈ {−1, 1}, не является мак-

симально равномерной, то выполнены соотношения
∣∣Qδ

1

∣∣ = 5,
∣∣Qδ

2

∣∣ = 3

и Rδ
1(F

δ) ⊆ Qδ
1.

Возможны три следующих случая.
1. Обе компоненты P−1

1 , P 1
1 максимально равномерные.

2. Одна из двух компонент P−1
1 , P 1

1 максимально равномерна, а дру-
гая не является максимально равномерной.

3. Обе компоненты P−1
1 , P 1

1 не являются максимально равномерными.
Величину B∗(P1) будем оценивать по лемме 15 с помощью неравен-

ства

B∗(P1) >
∣∣E
(
P 1
1

)∣∣+
∣∣E
(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣. (5)
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По лемме 6 при любом δ ∈ {−1, 1} имеем

E
(
P δ
1

)
= P2

(
Qδ

1

)
∪P2

(
Qδ

2

)
, P2

(
Qδ

1

)
∩P2

(
Qδ

2

)
= ∅,

поэтому для первого слагаемого правой части неравенства (5) справед-
ливо равенство

∣∣E
(
P 1
1

)∣∣ =
∣∣P2

(
Q1

1

)∣∣ +
∣∣P2

(
Q1

2

)∣∣. Значит, если компонен-
та P 1

1 максимально равномерная, то
∣∣E
(
P 1
1

)∣∣ = 12; если компонента P 1
1

не является максимально равномерной, то
∣∣E
(
P 1
1

)∣∣ = 13. Чтобы оценить
второе слагаемое, понадобятся следующие два понятия.

Соединение e = {r1, r2} куба B5 будем называть внутренним для

грани F ∈ F(B5), если {r1, r2} ⊆ R(F ). Будем говорить, что соединение
e = {r1, r2} связывает грани F1, F2 ∈ F(B5), если r1 ∈ R(F1) и r2 ∈ R(F2).

Следующие два утверждения очевидны.

Лемма 24. Соединение e ∈ E[2] куба B5 тогда и только тогда яв-

ляется внутренним для грани B5 σ
i , i ∈ {1, . . . , 5}, σ ∈ {0, 1}, когда двой-

ственное ему соединение e∗ является внутренним для этой грани.

Лемма 25. Соединение e ∈ E[2] куба B5 тогда и только тогда свя-

зывает грани B5 0
i и B5 1

i , i ∈ {1, . . . , 5}, когда двойственное ему соедине-

ние e∗ связывает эти грани.

Рассмотрим случай 1. В этом случае обе компоненты P−1
1 , P 1

1 простые.
Но в силу того, что большая компонента P1 не является простой, показа-
тели простоты этих компонент не совпадают. Без ограничения общности
считаем эти показатели равными 2 и 3 соответственно. Тогда также без
ограничения общности имеем F−1 = B5 0

2, F
1 = B5 0

3 и

Q−1
1 = R−1

1

(
B5 0

2

)
, Q−1

2 = R−1
1

(
B5 1

2

)
,

Q1
1 = R1

1

(
B5 0

3

)
, Q1

2 = R1
1

(
B5 1

3

)
.

Значит, множество E(P−1
1 ) содержит 8 соединений, связывающих грани

B5 0
3 и B5 1

3 (четыре из них принадлежат множеству P2(Q
−1
1 ) и четыре —

множеству P2

(
Q−1

2

)
). При этом множество E

(
P 1
1

)
(а значит, по лемме 25

и множество
(
E[2]

(
P 1
1

))∗
) вообще не содержит таких соединений. Тем

самым справедливо неравенство
∣∣E
(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣ > 8.

Значит, в силу неравенства (5) имеем B∗(P1) > 12+ 8 > 15, что и требо-
валось доказать.

Рассмотрим случай 2. Без ограничения общности считаем, что ком-
понента P−1

1 является максимально равномерной и F−1 = B5 0
2. Тогда,

как и в предыдущем случае, без ограничения общности имеем

Q−1
1 = R−1

1

(
B5 0

2

)
, Q−1

2 = R−1
1

(
B5 1

2

)
.



100 К. Л. Рычков

Как отмечено выше, для компоненты P 1
1 , поскольку она не является

максимально равномерной, выполнены соотношения
∣∣Q1

1

∣∣ = 5,
∣∣Q1

2

∣∣ = 3

и R1
1(F

1) ⊆ Q1
1. Значит, если F 1 = B5 0

2 или F 1 = B5 1
2 (без ограничения

общности считаем, что F 1 = B5 0
2), то

R1
1

(
B5 0

2

)
⊆ Q1

1,
∣∣Q1

1 ∩R1
1

(
B5 1

2

)∣∣ = 1, Q1
2 ⊆ R1

1

(
B5 1

2

)
.

Тогда множество всех внутренних для грани B5 1
2 соединений e ∈ E

(
P 1
1

)

совпадает с множеством P2

(
Q1

2

)
и потому состоит из трёх соединений.

Следовательно, по лемме 24 множество
(
E[2]

(
P 1
1

))∗
содержит не более

трёх внутренних для грани B5 1
2 соединений. Тогда в силу того, что мно-

жество E
(
P−1
1

)
содержит 6 внутренних для грани B5 1

2 соединений (эти
соединения принадлежат множеству P2

(
Q−1

2

)
), справедливо неравенство

∣∣E
(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣ > 6− 3 = 3.

Значит, в силу неравенства (5) имеем B∗(P1) > 13+ 3 > 15, что и требо-
валось доказать.

Если же F 1 6= B5 0
2 и F 1 6= B5 1

2, то без ограничения общности полагаем
F 1 = B5 0

3. Тогда

R1
1

(
B5 0

3

)
⊆ Q1

1,
∣∣Q1

1 ∩R1
1

(
B5 1

3

)∣∣ = 1, Q1
2 ⊆ R1

1

(
B5 1

3

)
,

поэтому множество всех связывающих грани B5 0
3 и B5 1

3 соединений e ∈
E(P 1

1 ) состоит из четырёх соединений (все они принадлежат множеству
P2

(
Q1

1

)
). Следовательно, по лемме 25 множество

(
E[2]

(
P 1
1

))∗
содержит

не более четырёх соединений, связывающих грани B5 0
3 и B5 1

3. Тем самым
в силу того, что множество E

(
P−1
1

)
содержит 8 соединений, связываю-

щих грани B5 0
3 и B5 1

3, справедливо неравенство
∣∣E
(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣ > 8− 4 = 4.

Значит, в силу неравенства (5) имеем B∗(P1) > 13+ 4 > 15, что и требо-
валось доказать.

Рассмотрим случай 3. Без ограничения общности считаем, что F−1 =
B5 0

2. Тогда

R−1
1

(
B5 0

2

)
⊆ Q−1

1 ,
∣∣Q−1

1 ∩R−1
1

(
B5 1

2

)∣∣ = 1, Q−1
2 ⊆ R−1

1

(
B5 1

2

)
.

Если при этом F 1 = F−1 = B5 0
2, то имеем

R1
1

(
B5 0

2

)
⊆ Q1

1,
∣∣Q1

1 ∩R1
1

(
B5 1

2

)∣∣ = 1, Q1
2 ⊆ R1

1

(
B5 1

2

)
.

Тогда множество всех внутренних для грани B5 1
2 соединений e ∈ E

(
P 1
1

)

совпадает с множеством P2

(
Q1

2

)
и потому является треугольником. От-

сюда и из очевидного включения P2

(
Q1

2

)
⊆ E[2] по леммам 24 и 11

следует, что множество всех внутренних для грани B5 1
2 соединений e ∈
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(
E[2]

(
P 1
1

))∗
является звездой. Точно так же множество всех внутрен-

них для грани B5 1
2 соединений e ∈ E[2]

(
P−1
1

)
совпадает с множеством

P2

(
Q−1

2

)
и потому является треугольником. Следовательно, справедливо

неравенство
∣∣E[2]

(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣ > 1.
Заметим, что одно из четырёх связывающих грани B5 0

2 и B5 1
2 со-

единений e ∈ E(P−1
1 ) имеет длину 4, поэтому справедливо неравенство∣∣E[4]

(
P−1
1

)∣∣ > 1.
Отсюда следует, что

∣∣E
(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣ =
∣∣E[4]

(
P−1
1

)∣∣+
∣∣E[2]

(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣ > 2,

поэтому в силу неравенства (5) имеем B∗(P1) > 13 + 2 = 15, что и тре-
бовалось доказать.

Если F 1 = B5 1
2, то

R1
1

(
B5 1

2

)
⊆ Q1

1,
∣∣Q1

1 ∩R1
1

(
B5 0

2

)∣∣ = 1, Q1
2 ⊆ R1

1

(
B5 0

2

)
.

Тогда множество всех внутренних для грани B5 0
2 соединений e ∈ E(P 1

1 )
совпадает с множеством P2(Q

1
2) и потому состоит из 3 соединений. Сле-

довательно, по лемме 24 множество
(
E[2]

(
P 1
1

))∗
содержит не более трёх

внутренних для грани B5 0
2 соединений. Тем самым в силу того, что мно-

жество E
(
P−1
1

)
содержит 6 внутренних для грани B5 0

2 соединений (эти
соединения принадлежат множеству P2

(
Q−1

1

)
), справедливо неравенство

∣∣E
(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣ > 6− 3 = 3.

Значит, в силу неравенства (5) имеем B∗(P1) > 13+ 3 > 15, что и требо-
валось доказать.

Если F 1 6= B5 0
2 и F 1 6= B5 1

2, то без ограничения общности полагаем
F 1 = B5 0

3. Тогда

R1
1

(
B5 0

3

)
⊆ Q1

1,
∣∣Q1

1 ∩R1
1

(
B5 1

3

)∣∣ = 1, Q1
2 ⊆ R1

1

(
B5 1

3

)
,

поэтому множество всех связывающих грани B5 0
3 и B5 1

3 соединений e ∈
E
(
P 1
1

)
состоит из четырёх соединений (все они принадлежат множеству

P2

(
Q1

1

)
). Следовательно, по лемме 25 множество

(
E[2]

(
P 1
1

))∗
содержит

не более четырёх соединений, связывающих грани B5 0
3 и B5 1

3. Тогда в си-
лу того, что множество E

(
P−1
1

)
содержит 8 соединений, связывающих

грани B5 0
3 и B5 1

3 (шесть из них принадлежат множеству P2

(
Q−1

1

)
и два —

множеству P2

(
Q−1

2

)
), справедливо неравенство

∣∣E
(
P−1
1

)
\
(
E[2]

(
P 1
1

))∗∣∣ > 8− 4 = 4.

Значит, в силу неравенства (5) имеем B∗(P1) > 13+ 4 > 15, что и требо-
валось доказать. Лемма 23 доказана.
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Заметим, что любое однородное разбиение P ∈ K2,2
2 по определению

имеет ровно две большие компоненты мощности 4, поэтому теорема 18
вытекает из следующих двух лемм.

Лемма 26. Если хотя бы одна из двух больших компонент мощно-

сти 4 однородного разбиения P ∈ K2,2
2 не является простой, то P непра-

вильное.

Доказательство. Без ограничения общности считаем, что выпол-
нено равенство L(P ) = M2 и компонента P 1

1 разбиения P не является
простой. Тогда по теореме 11, лемме 23, теореме 13, теореме 12, а также
в силу равенств m(3, 8) = (3, 3, 2) и m(4, 8) = (2, 2, 2, 2) имеем

B∗(P ) =

n∑

i=1

B∗(Pi) > 15+12+2 · (‖m(3, 8)‖C+‖m(3, 8)‖T)+‖m(4, 8)‖C

= 15 + 12 + 2 · (7 + 2) + 4 = 49 > 48.

Значит, по седьмому признаку (теорема 10) однородное разбиение P
неправильное. Лемма 26 доказана.

Лемма 27. Если обе большие компоненты мощности 4 однородного

разбиения P ∈ K2,2
2 простые, то P неправильна.

Доказательство. Без ограничения общности считаем, что выпол-
нено равенство L(P ) = M2 и компонента P 1

3 однородного разбиения P
является максимально равномерной.

Через j и k обозначим показатели простоты больших компонент P1

и P2 соответственно. Тогда по определению простой компоненты имеем
j 6= 1, k 6= 2 и

P 1
1 =

{
R1

1

(
B5 0

j

)
,R1

1

(
B5 1

j

)}
, P 1

2 =
{
R1

2

(
B5 0

k

)
,R1

2

(
B5 1

k

)}
.

Отсюда следует, что 4-мерная грань B5 0
j куба B5 является опорной для

компоненты P 1
1 однородного разбиения P и 4-мерная грань B5 0

k куба B5

опорная для компоненты P 1
2 однородного разбиения P .

В случае j 6= 2 из равенства Form
(
B5 0

j

)
= {1, 2, 3, 4, 5} \ {j} следует

включение 2 ∈ Form
(
B5 0

j

)
\ {1}. Тем самым среди столбцов матрицы

сложности L(P ) с номерами из множества Form
(
B5 0

j

)
\ {1} найдутся

два, один из которых содержит элемент, не превосходящий 2, а другой —
элемент, не превосходящий 3. Отсюда по шестому признаку (теорема 9)
однородное разбиение P неправильное.

Точно так же в случае k 6= 1 справедливо 1 ∈ Form
(
B5 0

k

)
\ {2}, по-

этому среди столбцов матрицы сложности L(P ) с номерами из множе-
ства Form

(
B5 0

k

)
\ {2} найдутся два, один из которых содержит элемент,
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не превосходящий 2, а другой — элемент, не превосходящий 3. Отсюда
по шестому признаку (теорема 9) однородное разбиение P неправильное.

Покажем, что в случае, когда j = 2 и k = 1, найдётся такая 3-мерная
грань F ∈ F3(B

5), что некоторые два соединения e1, e2 ∈ E(P,F ) име-
ют разные индексы. Последнее означает, что однородное разбиение P
является неправильным по четвёртому признаку (теорема 7).

Действительно, в этом случае имеем

P 1
1 =

{
R1

1

(
B5 0

2

)
,R1

1

(
B5 1

2

)}
, P 1

2 =
{
R1

2

(
B5 0

1

)
,R1

2

(
B5 1

1

)}
,

поэтому множество E
(
P 1
1

)
состоит из двенадцати соединений индекса 1,

шесть из которых являются внутренними для грани B5 0
2 и шесть — для

грани B5 1
2. Эти двенадцать соединений порождают двенадцать различ-

ных 3-мерных граней из множества F3

(
B5 0

2

)
∪ F3

(
B5 1

2

)
. Очевидно, что

этими двенадцатью гранями являются все грани из этого множества
за исключением следующих четырёх: B5 0,0

1,2, B
5 0,1
1,2, B

5 1,0
1,2, B

5 1,1
1,2.

Аналогично множество E(P 1
2 ) состоит из двенадцати соединений

индекса 2, шесть из которых являются внутренними для грани B5 0
1

и шесть — для грани B5 1
1. Эти двенадцать соединений порождают все

грани из множества F3

(
B5 0

1

)
∪F3

(
B5 1

1

)
за исключением тех же четырёх:

B5 0,0
1,2, B

5 0,1
1,2, B

5 1,0
1,2, B

5 1,1
1,2.

Таким образом, любая 3-мерная грань из множества

X =
(
F3

(
B5 0

2

)
∪ F3

(
B5 1

2

)
∪ F3

(
B5 0

1

)
∪ F3

(
B5 1

1

))

\
{
B5 0,0

1,2,B
5 0,1
1,2,B

5 1,0
1,2,B

5 1,1
1,2

}

порождается некоторым соединением e ∈ E
(
P 1
1

)
∪ E

(
P 1
2

)
. Значит, что-

бы доказать существование вышеуказанной грани F, достаточно найти
такое соединение e′ ∈ E(P ), что ẽ′ ∈ X и e′ имеет индекс, отличный
от 1 и 2. Покажем, что такое e′ имеется среди соединений, порождённых
максимально равномерной компонентой P 1

3 , т. е. в множестве E(P 1
3 ).

Рассмотрим четыре множества (0-1)-рёбер:

R1
3

(
B5 0,0

1,2

)
, R1

3

(
B5 0,1

1,2

)
, R1

3

(
B5 1,0

1,2

)
, R1

3

(
B5 1,1

1,2

)
.

Обозначим их через M0,0,M0,1,M1,0,M1,1 соответственно.
По лемме 5 имеем |M0,0| = |M0,1| = |M1,0| = |M1,1| = 2. Кроме того,

очевидно, что эти четыре множества образуют разбиение множества R1
3.

Два множества M δ,σ и Mγ,λ, δ, σ, γ, λ ∈ {0, 1}, назовём соседними,
если наборы δ, σ и γ, λ различаются в одном разряде, и противополож-

ными, если — в двух.
Блоки максимально равномерной компоненты P 1

3 однородного разби-
ения P обозначим через Q1, Q2 и Q3. При этом полагаем |Q1| = |Q2| = 3
и |Q3| = 2.
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Заметим, что хотя бы один из блоков Q1, Q2, Q3 имеет непустое пере-
сечение с некоторой парой соседних множеств из вышеуказанной четвёр-
ки. Действительно, если таковым блоком не является Q1 (блок мощно-
сти 3), то для некоторой пары противоположных множеств M δ,σ и Mγ,λ

справедливо включение Q1 ⊆ M δ,σ ∪ Mγ,λ. Без ограничения общности
считаем, что M δ,σ = M0,0, Mγ,λ = M1,1 и M0,0 ⊆ Q1, |M

1,1 ∩Q1| = 1. Ес-
ли, кроме того, таковым блоком не является Q2 (блок мощности 3), то без
ограничения общности считаем, что M0,1 ⊆ Q2 и |M1,0 ∩Q2| = 1. Тогда
в силу того, что компонента P 1

3 является разбиением множества R1
3, для

пары соседних множеств M1,1, M1,0 и блока Q3 (блока мощности 2) име-
ем |M1,1 ∩Q3| = 1 и |M1,0 ∩Q3| = 1.

Если некоторый блок Q ∈ P 1
3 имеет непустое пересечение с парой со-

седних множеств M δ,σ и Mγ,λ, то для некоторого 2-элементного подмно-
жества {r1, r2} ⊆ Q имеем r1 ∈ M δ,σ и r2 ∈ Mγ,λ. Ясно, что соединение
e′ = {r1, r2} принадлежит множеству E

(
P 1
3

)
и ẽ ∈ X. Лемма 27 доказана.

Теорема 18 доказана. Теорема 16 доказана. Теорема 3 доказана.
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ON THE PERFECTNESS OF MINIMAL REGULAR PARTITIONS
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Abstract. We prove that, for n equal to 3, 5, and a power of 2, every
minimal partition of the edge set of the n-dimensional cube is per-
fect. As a consequence, we obtain some description of the classes of all
minimal parallel-serial contact schemes (π-schemes) realizing the lin-
ear Boolean functions that depend essentially on n variables for the
corresponding values of n. Bibliogr. 16.

Keywords: Boolean function, π-scheme, regular partition of the edge
set of the n-dimensional cube, lower complexity bound.
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