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Аннотация. Получена явная формула для числа помеченных связ-
ных внешнепланарных k-циклических n-вершинных графов без мо-
стов. Найдена асимптотика для числа таких графов при большом
числе вершин и фиксированном числе k. Как следствие, доказыва-
ется, что при фиксированном числе k почти все помеченные связ-
ные внешнепланарные k-циклические графы имеют мосты. Табл. 1,
библиогр. 14.
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Введение

Рассматриваются неориентированные простые связные графы.

Определение 1. Точкой сочленения связного графа называется его
вершина, после удаления которой вместе с инцидентными ей рёбрами
граф становится несвязным. Мост — это ребро связного графа, после
удаления которого граф становится несвязным. Блоком называется связ-
ный граф без точек сочленения, а также максимальный связный нетри-
виальный подграф, не имеющий точек сочленения.

Определение 2. Цикломатическим числом связного графа называ-
ется увеличенная на единицу разность между числом рёбер графа и чис-
лом его вершин. k-Циклический граф — это граф с цикломатическим
числом, равным k.

Определение 3. Планарный граф — это граф, который можно уло-
жить на плоскости без пересечения рёбер. Внешнепланарным графом
называется планарный граф, если его можно уложить на плоскости так,
что все его вершины принадлежат одной грани [1, с. 127, 131].
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Класс внешнепланарных графов является тестовым для класса пла-
нарных графов. Он используется для тестирования средней сложности
алгоритмов на графах. Случайный помеченный внешнепланарный граф
может быть сгенерирован полиномиальным алгоритмом, базирующимся
на результатах перечисления таких графов [2].

В [3, 4] асимптотически перечислены помеченные внешнепланарные
графы с большим числом вершин. В [5] получена явная формула для чис-
ла помеченных связных внешнепланарных графов с заданным числом
вершин. В [6] перечислены точно и асимптотически помеченные внешне-
планарные k-циклические блоки с заданным числом вершин. В [5] найде-
на явная формула для числа помеченных внешнепланарных k-цикличе-
ских графов с заданным числом вершин n, а также найдена асимптоти-
ка для числа таких графов при фиксированном k и большом n. Хэнлон
и Робинсон перечислили помеченные графы без мостов [7].

В статье перечислены помеченные связные внешнепланарные k-цик-
лические n-вершинные графы без мостов, а также найдена асимптотика
для числа таких графов при фиксированном k и большом n. Как след-
ствие, получена явная формула для числа помеченных внешнепланар-
ных графов без мостов с заданным числом вершин.

При равномерном вероятностном распределении на множестве поме-
ченных связных графов найдена вероятность того, что при фиксирован-
ном k и n → ∞ случайный связный внешнепланарный n-вершинный
k-циклический граф без мостов является блоком. Кроме того, доказыва-
ется, что при фиксированном k почти все помеченные связные внешне-
планарные k-циклические графы имеют мосты.

1. Перечисление графов

Теорема 1. Число p(n, k) помеченных связных внешнепланарных

k-циклических графов без мостов с n вершинами при n > k + 2 и k > 1
равно

p(n, k) =
1

k!

k∑

p=1

np−1

2p
(n+ k − p− 1)!

Ç
n− p− 2

k − 1

åÇ
k − 1

p− 1

å
. (1)

Доказательство. Обозначим через S(n, k) число помеченных связ-
ных n-вершинных k-циклических графов, а через Bn,m — число поме-
ченных блоков с n вершинами и m рёбрами. Введём экспоненциальную
производящую функцию

B(x, y) =
x2y

2
+

∞∑

n=3

n(n−1)/2∑

m=n

Bn,m
xnym

n!
.
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В [8] получена формула

S(n, k) =
(n− 1)!

n
[x−1y−1] exp(n

∂B(x, y)

∂x
)x−ny−n−k, (2)

где [z−1] — оператор формального вычета [9].
Будем считать, что числа S(n, k), Bn,m и функция B(x, y) относят-

ся не ко всему классу помеченных связных графов, а к его подклассу.
Формула (2) может быть неверна для подкласса связных графов [10].

Определение 4. Класс графов называется блочно-устойчивым, если
граф принадлежит этому классу тогда и только тогда, когда каждый
блок графа принадлежит этому классу [11, 12].

Для блочно-устойчивого подкласса связных графов формула (2) вер-
на и её можно использовать для перечисления таких графов [10]. Извест-
но, что класс внешнепланарных графов является блочно-устойчивым
классом графов [11,12].

Внешнепланарные блоки могут рассматриваться как рассечения вы-
пуклого многоугольника и для них известна следующая формула [3]:

∂B(x, y)

∂x
=

1 + xy(3 + 2y)−
√

1− 2xy − 4xy2 + x2y2

4(1 + y)
.

Мост — это блок, состоящий из одного ребра. Ему в производящей функ-
ции B(x, y) соответствует слагаемое 1

2x
2y. Поэтому, вычитая из B(x, y)

это слагаемое, из формулы (2) для графов без мостов получим

p(n, k) =
(n− 1)!

n
[x−1y−1]x−ny−n−k

× exp

Å
n

Å
1 + xy(3 + 2y)−

√
1− 2xy − 4xy2 + x2y2

4(1 + y)
− xy

ãã
.

Сделаем замену переменной: 1+xy(3+2y)−
√

1− 2xy − 4xy2 + x2y2 =
4(1 + y)xy(t+ 1). Выражая xy через t, найдём

xy =
2t

(2t+ 1)(y + 2(1 + y)t)
, dx =

2(y − 4(1 + y)t2)dt

y(2t+ 1)2(y + 2(1 + y)t)2
.

Таким образом, имеем

p(n, k) =
(n− 1)!

n
[t−1y−1]y−k−1 2(y − 4(1 + y)t2)

(2t+ 1)2(y + 2(1 + y)t)2

× exp

Å
2nt2

(2t+ 1)(y + 2(1 + y)t)

ãÅ
(2t+ 1)(y + 2(1 + y)t)

2t

ãn
.
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Разложим экспоненту в степенной ряд:

p(n, k) =
(n− 1)!

n2n−1
[t−1y−1]t−ny−k−1 y − 4(1 + y)t2

(2t+ 1)2(y + 2(1 + y)t)2

×
∞∑

p=0

(2nt2)p

p!((2t+ 1)(y + 2(1 + y)t))p
((2t+ 1)(y + 2(1 + y)t)n.

Разобьём выражение для p(n, k) на 3 слагаемых в соответствии с трёх-
членом y−4(1+y)t2 в числителе дроби перед знаком суммы и слагаемые
(с точностью до множителя) обозначим через p1(n, k), p2(n, k) и p3(n, k)
соответственно:

p(n, k) = p1(n, k)− 4p2(n, k)− 4p3(n, k),

p1(n, k) =
(n− 1)!

n2n−1
[t−1y−1]t−ny−k

×
∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p−2(y(2t+ 1) + 2t)n−p−2

p!
.

После разложения по формуле бинома Ньютона вычислим вычет по y:

p1(n, k) =
(n− 1)!

n2n−1
[t−1y−1]t−ny−k

×
∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p−2

p!

n−p−2∑

q=0

Ç
n− p− 2

q

å
yq(2t+ 1)q(2t)n−p−q−2

=
(n− 1)!

n2n−1
[t−1]t−n

∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p+k−3

p!

Ç
n− p− 2

k − 1

å
(2t)n−p−k−1.

Опять применяя формулу бинома Ньютона, вычислим вычет по t:

p1(n, k) =
(n− 1)!

n2k
[t−1]

∞∑

p=0

np

p!

Ç
n− p− 2

k − 1

å

×
n−p+k−3∑

j=0

Ç
n− p+ k − 3

j

å
2jtj+p−k−1

=
(n− 1)!

n

∞∑

p=0

np

p!2p

Ç
n− p− 2

k − 1

åÇ
n− p+ k − 3

k − p

å
.
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Аналогично найдём

p2(n, k) =
(n− 1)!

n2n−1
[t−1y−1]t2−ny−k−1

×
∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p−2(y(2t+ 1) + 2t)t)n−p−2

p!

=
(n− 1)!

n2n−1
[t−1y−1]t2−ny−k−1

×
∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p−2

p!

n−p−2∑

q=0

Ç
n− p− 2

q

å
yq(2t+ 1)q(2t)n−p−q−2

=
(n − 1)!

n2n−1
[t−1]t2−n

∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p+k−2

p!

Ç
n− p− 2

k

å
(2t)n−p−k−2

=
(n− 1)!

n2k+1
[t−1]

∞∑

p=0

Ç
n− p− 2

k

å n−p+k−2∑

j=0

Ç
n− p+ k − 2

j

å
np2j

p!
tj+p−k

=
(n− 1)!

4n

∞∑

p=0

np

p!2p

Ç
n− p− 2

k

åÇ
n− p+ k − 2

k − p− 1

å
;

p3(n, k) =
(n− 1)!

n2n−1
[t−1y−1]t2−ny−k

×
∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p−2(y(2t+ 1) + 2t)n−p−2

p!

=
(n− 1)!

n2n−1
[t−1y−1]t2−ny−k

×
∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p−2

p!

n−p−2∑

q=0

Ç
n− p− 2

q

å
yq(2t+ 1)q(2t)n−p−q−2

=
(n − 1)!

n2n−1
[t−1]t2−n

∞∑

p=0

(2nt2)p(2t+ 1)n−p+k−3

p!

Ç
n− p− 2

k − 1

å
(2t)n−p−k−1

=
(n− 1)!

n2k
[t−1]

∞∑

p=0

np

p!

Ç
n− p− 2

k − 1

å n−p+k−3∑

j=0

Ç
n− p+ k − 3

j

å
2jtj+p−k+1

=
(n− 1)!

4n

∞∑

p=0

np

p!2p

Ç
n− p− 2

k − 1

åÇ
n− p+ k − 3

k − p− 2

å
.
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Подставляя выражения слагаемых в формулу для p(n, k), получим

p(n, k) =
(n− 1)!

n

k∑

p=0

np

p!2p

(Ç
n− p− 2

k − 1

åÇ
n− p+ k − 3

k − p

å

−
Ç
n− p− 2

k

åÇ
n− p+ k − 2

k − p− 1

å
−
Ç
n− p− 2

k − 1

åÇ
n− p+ k − 3

k − p− 2

å)
.

Упростим выражение в квадратных скобках. После замены индекса сум-
мирования s = n− p− 2 имеем
Ç

s

k − 1

åÇ
k + s

k − p− 1

å
−
Ç
s

k

åÇ
k + s

k − p− 1

å
−
Ç

s

k − 1

åÇ
k + s− 1

k − p− 2

å

=
s!(k + s− 1)!

(k − 1)!(s − k + 1)!(k − p)!(p+ s− 1)!

− s!(k + s)!

k!(s − k)!(k − p− 1)!(p + s+ 1)!

− s!(k + s− 1)!

(k − 1)!(s − k + 1)!(k − p− 2)!(p + s+ 1)!

=
s!(k + s− 1)!

k!(s − k + 1)!(k − p)!(p + s+ 1)!

× (k(p + s)(p+ s+ 1)− (k + s)(s− k + 1)(k − p)− k(k − p)(k − p− 1))

=
s!(k + s− 1)!(k + s)(k + s+ 1)p

k!(s − k + 1)!(k − p)!(p+ s+ 1)!
=

s!(k + s+ 1)!p

k!(s − k + 1)!(k − p)!(p+ s+ 1)!
.

Возвращаясь к индексу p, получим

p(n, k) =
1

k!

k∑

p=1

np−1(n− p− 2)!(n + k − p− 1)!

2p(p− 1)!(k − p)!(n− k − p− 1)!
,

что эквивалентно формуле (1). Теорема 1 доказана.

Суммируя числа помеченных связных внешнепланарных k-цикличе-
ских n-вершинных графов без мостов p(n, k) по k от 1 до n− 2, имеем

Следствие 1. Пусть p(n) — число помеченных связных внешнепла-

нарных графов без мостов с n вершинами. Тогда при n > 3 верна фор-

мула

p(n) =

n−2∑

k=1

1

k!

k∑

p=1

np−1

2p
(n+ k − p− 1)!

Ç
n− p− 2

k − 1

åÇ
k − 1

p− 1

å
. (3)

При k = 1, k = 2 и k = 3 из теоремы 1 получим
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Следствие 2. Число помеченных связных внешнепланарных без мо-

стов унициклических графов p(n, 1) при n > 3, число бициклических гра-

фов p(n, 2) при n > 4 и число трициклических графов p(n, 3) при n > 5
равны

p(n, 1) =
(n − 1)!

2
, p(n, 2) =

n!

8
(3n − 10),

p(n, 3) =
n!

96
(9n3 − 71n2 + 130n + 48).

Так как унициклический граф без мостов — это простой цикл, для
p(n, 1) получили формулу для числа помеченных циклов с n вершинами.

2. Асимптотика и вероятность

Теорема 2. Для числа p(n, k) помеченных связных внешнепланар-

ных k-циклических графов без мостов с n вершинами и фиксированным

цикломатическим числом k > 1 при n→∞ верна асимптотическая фор-

мула

p(n, k) ∼ n!n2k−3

3(k − 1)!k!

Å
3

2

ãk
. (4)

Доказательство. При n→∞ и фиксированном числе k > 1 имеем

p(n, k) =
n!

k!(k − 1)!

k∑

p=1

np−1(n− p− 2)!(n + k − p− 1)!

2p(n− k − p− 1)!n!

Ç
k − 1

p− 1

å

∼ n!

k!(k − 1)!

k∑

p=1

np−1nk−1nk−p−1

2p

Ç
k − 1

p− 1

å

=
n!n2k−3

k!(k − 1)!

k∑

p=1

1

2p

Ç
k − 1

p− 1

å
=

n!n2k−3

3(k − 1)!k!

Å
3

2

ãk
.

Теорема 2 доказана.

Следствие 3. При фиксированном числе k и n→∞ почти все связ-

ные внешнепланарные k-циклические графы с n вершинами имеют мо-

сты.

Доказательство. В [5] для числа помеченных связных внешнепла-
нарных k-циклических графов P (n, k) при n → ∞ и фиксированном
k > 1 получена асимптотическая формула

P (n, k) ∼
√
π

23k/2k!Γ
(
k+1
2

)nn+ 3k
2
−2 = c(k)nn+

3k
2
−2.
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С помощью формулы (4) и формулы Стирлинга при n→∞ найдём

p(n, k)

P (n, k)
∼

√
2πnn+2k− 5

2

3(k − 1)!k!c(k)nn+
3k
2
−2

Å
3

2

ãk
e−n = d(k)n

k−1
2 e−n = o(1).

Следствие 3 доказано.

Зададим на множестве помеченных связных графов равномерное рас-
пределение вероятностей.

Следствие 4. Пусть Pk(n) — вероятность того, что помеченный связ-

ный k-циклический внешнепланарный граф без мостов с n вершинами

является блоком. Тогда при фиксированном k > 1 и n→∞

Pk(n) ∼
Å
2

3

ãk−1

.

Доказательство. Пусть OB(n, k) — число помеченных внешнепла-
нарных k-циклических блоков с n вершинами. В [6] для OB(n, k) при
n→∞ и фиксированном k > 1 получена асимптотическая формула

OB(n, k) ∼ n! n2k−3

2(k − 1)!k!
,

откуда

Pk(n) =
OB(n, k)

p(n, k)
∼

n! n2k−3

2(k−1)!k!

n!n2k−3

3(k−1)!k!

(
3
2

)k =

Å
2

3

ãk−1

.

Следствие 4 доказано.

Определение 5. Кактусом называется связный граф, в котором нет
рёбер, лежащих более чем на одном простом цикле [13, с. 93]. Все блоки
кактуса — рёбра или простые циклы.

Следствие 5. Пусть P̃k(n) — вероятность того, что помеченный связ-

ный k-циклический внешнепланарный граф без мостов с n вершинами

является кактусом. Тогда при фиксированном k > 1 и n→∞

P̃k(n) ∼
Å
1

3

ãk−1

.

Доказательство. Заметим, что кактусы без мостов являются эйле-
ровыми кактусами, и наоборот [14]. Пусть ‹Ca(n, k) — число помечен-
ных эйлеровых k-циклических кактусов с n вершинами. В [8] при n > 3
и k > 1 получена формула

‹Ca(n, k) = (n− 1)!nk−1

k!2k

Ç
n− k − 2

k − 1

å
.



О числе внешнепланарных графов без мостов 13

При фиксированном k > 1 и n→∞ имеем

‹Ca(n, k) = (n− 1)!nk−1(n− k − 2)!

k!2k(k − 1)!(n − 2k − 1)!
∼ n!n2k−3

2k(k − 1)!k!
,

P̃k(n) =
‹Ca(n, k)
p(n, k)

∼ n!n2k−3k!(k − 1)!3

2k(k − 1)!k!n!n2k−3

Å
2

3

ãk
=

Å
1

3

ãk−1

.

Следствие 5 доказано.

В таблице представлены числа p(n, 2), p(n, 3), p(n, 4) и p(n), вычис-
ленные с помощью формул (1) и (3).

n 4 5 6 7 8 9 10
p(n, 2) 6 75 720 6930 70560 771120 9072000
p(n, 3) 0 60 1620 29715 483840 7665840 122774400
p(n, 4) 0 0 840 39060 1159200 28751625 659232000
p(n) 9 147 3240 91185 3122280 126031185 5860602720

Автор благодарит рецензентов за замечания и предложения по улуч-
шению изложения результатов работы.
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Abstract. We obtain an explicit formula for the number of labeled con-
nected outerplanar k-cyclic n-vertex bridgeless graphs. We find asymp-
totics for the number of those graphs for a large number of vertices and
fixed k. As a consequence, we prove that, for k fixed, almost all labeled
connected outerplanar k-cyclic graphs have bridges. Tab. 1, bibliogr. 14.
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