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Аннотация. Найдено множество всех значений числа доминиро-
вания для класса деревьев с фиксированными степенями вершин,
которое представляет собой отрезок натуральных чисел. Показа-
но, что каждое промежуточное значение отрезка можно получить,
постепенно меняя дерево, реализующее нижнюю оценку числа до-
минирования, с помощью двух специальных операций, и получив
в конце дерево, реализующее верхнюю оценку. Ил. 1, библиогр. 12.
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Введение

1. Обозначения и определения. В работе рассматриваются про-
стые неориентированные графы. Будем использовать приводимые ниже
обозначения, в целом согласующиеся с современной литературой (см.,
например, [1, 2]):

V (G) и E(G) — множества вершин и рёбер графа G;
|G| — число вершин в графе G;
E(A,B) — множество рёбер вида uv, где u ∈ A, v ∈ B. Если A = {v},

то будем сокращённо писать E(v,B) вместо E({v}, B).
Для графа G = (V,E) и подмножества V ′ ⊆ V через G−V ′ обозначаем

подграф G, порождаемый множеством V \V ′. Сокращённо будем писать
G− v вместо G− V ′, если V ′ = {v}.

Для графа G = (V,E) и подмножества E′ ⊆ E через G−E′ обозначаем
граф (V,E \E′). Сокращённо пишем G− e вместо G−E′, если E′ = {e}.

Далее Pn — цепь на n вершинах;
NG(v) — множество вершин графа G, смежных с вершиной v;
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NG(S) — множество вершин графа G, смежных с какими-либо вер-
шинами из множества вершин S;

L(G) — множество висячих вершин графа G;
LG(v) — множество висячих вершин в G, смежных с вершиной v;
H(G) — множество всех вершин G, смежных с листьями;
S(G) = G− (L(G) ∪H(G));
degG(v) — степень вершины v в графе G, т. е. мощность NG(v).

В любом дереве путь между любой парой вершин единствен. Это
позволяет корректно ввести следующее обозначение: для вершин дере-
ва u и v через u ∼ v обозначим путь между u и v, а через (u ∼ v)
обозначим этот же путь, но не включающий сами u и v.

Подмножество I вершин графа G называется независимым множе-

ством, если никакие две вершины u, v ∈ I не соединены ребром в G.
Для произвольной пары смежных или совпадающих вершин v и w

будем говорить, что вершина v покрывается вершиной w (или w по-

крывает v). Будем говорить, что вершина v покрывается множеством

вершин W, если v покрывается w для некоторой w ∈W. Подмножество D
вершин графа G называется доминирующим, если каждая вершина гра-
фа покрывается этим подмножеством. Число доминирования γ(G) — это
размер минимального доминирующего множества графа G. По домини-
рованию в графах имеется обширная литература (см., например, моно-
графию [3]).

Неубывающие последовательности натуральных чисел, содержащие
ровно n элементов, будем называть n-последовательностями.

2. Деревья с заданной последовательностью степеней. Одним
из классических вопросов теории графов является вопрос реализуемо-
сти значений инвариантов графов: для заданного класса графов G, ин-
варианта φ : G → Φ и значения φ0 ∈ Φ выяснить, существует ли граф
из G такой, что φ(G) = φ0. Для некоторых сочетаний G, φ и φ0 такие
вопросы тривиальны, для некоторых трудны (например, G — класс пла-
нарных графов, φ — хроматическое число, φ0 = 5), а для некоторых —
открыты (см., например, [4]). Одними из первых вопросов, которые были
поставлены непосредственно в указанном виде, были вопросы о графич-
ности последовательностей натуральных чисел. Неубывающая конечная
последовательность d̃ натуральных чисел d1 6 d2 6 . . . 6 dn называ-
ется графической, если существует простой граф на множестве вершин
{vi}ni=1 такой, что deg vi = di для каждого i ∈ {1, . . . , n}. Сам граф назы-
вается реализацией n-последовательности d̃. Последовательности, ре-
ализуемые графами (без ограничений на структуру), были полностью
охарактеризованы Гавелом [5] и Хакими [6].
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В настоящей работе сосредоточимся на деревьях. Если существует
реализация последовательности, являющаяся деревом, то соответству-
ющая последовательность называется древесной. Широко известен сле-
дующий критерий древесности n-последовательностей, легко доказыва-
емый по индукции.

Утверждение 1 (см., например, [2, теорема 47.2]). Последователь-

ность положительных целых чисел d1, d2, . . . , dn может быть реализована

деревом тогда и только тогда, когда
n∑

i=1
di = 2(n− 1).

Коль скоро решён вопрос о существовании дерева с заданной степен-
ной последовательностью, что можно сказать о характеристиках такого
дерева? В настоящей работе представлен исчерпывающий ответ на этот
вопрос для числа доминирования. Ранее были известны достижимые
нижняя и верхняя оценки числа доминирования, однако оставался от-
крытым вопрос о полном описании множества всех возможных значе-
ний этого числа при заданных степенях вершин. Ответ на этот вопрос
является основным результатом настоящей работы.

Для произвольного дерева T определим усечение T как дерево T ′,
получающееся из T удалением всех листьев. Само дерево T будем при
этом называть расширением дерева T ′. Нетрудно заметить, что степен-
ная последовательность дерева T ′ может быть получена из степенной по-
следовательности T отбрасыванием единичных элементов и уменьшени-
ем некоторых из оставшихся элементов (причём суммарное уменьшение
равно числу единичных элементов в первоначальной последовательно-
сти).

Пусть d̃ — последовательность натуральных чисел d1 6 d2 6 . . . 6 dn,
где d1 > 2. Введём обозначение

l(d̃) =
n∑

i=1

di − 2(n− 1).

Обозначим через T
d̃

множество всех деревьев, реализующих последова-
тельность

1, 1, . . . , 1, d1, d2, . . . , dn,

в которой ровно l(d̃) единиц.

Лемма 1. Пусть d̃ — произвольная n-последовательность d1 6 d2 6

. . . 6 dn, где d1 > 2. Тогда множество деревьев T
d̃

непусто.

Доказательство. Утверждение леммы сразу следует из утвержде-

ния 1 и легко проверяемого соотношения l(d̃) +
n∑

i=1
di = 2(n + l(d̃) − 1).

Лемма 1 доказана.
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Очевидно, что количества вершин и листьев каждого дерева из T
d̃

равны соответственно n+ l(d̃) и l(d̃).
Нас будут интересовать только деревья хотя бы с тремя вершинами,

им будут соответствовать непустые n-последовательности d1, d2, . . . , dn,
где d1 > 2.

Заметим, что произвольное дерево T ∈ T
d̃

однозначно восстанавли-
вается по своему усечению T ′: для восстановления достаточно добавить
каждой вершине необходимое количество листьев.

Для n-последовательности d̃ = {d1, d2, . . . , dn} введём следующие обо-
значения:

nk(d̃) — количество членов последовательности d̃, равных k;
n>k(d̃) — количество членов последовательности d̃, не меньших k;
n6k(d̃) — количество членов последовательности d̃, не превосходя-

щих k.
В обозначениях выше будем опускать аргумент d̃ всегда, когда его

вид ясен из контекста.

1. Число доминирования в деревьях
с заданной последовательностью степеней

Ниже приведено несколько утверждений о доминирующих множе-
ствах, доказательства которых опускаем в силу их простоты. Следующее
утверждение тривиально следует из определений.

Утверждение 2. Пусть из графа G с доминирующим множеством D
удалено некоторое множество рёбер E′, после чего в графе G′ = G − E′

некоторая вершина v больше не покрывается вершинами множества D.
Тогда v /∈ D и E(v,D) ⊆ E′.

Поскольку в любом доминирующем множестве графа можно заме-
нить висячие вершины их соседями, не потеряв свойства доминирования,
справедлива

Лемма 2. В любом связном графе, имеющем не менее трёх вершин,

существует такое доминирующее множество D размера γ(G), для кото-

рого D ∩ L(G) = ∅ и D ⊇ H(G).

В дальнейшем доминирующее множество графа G, не содержащее
ни одного листа, будем называть безлистовым доминирующим множе-
ством.

Оба приводимых ниже утверждения легко доказываются по индук-
ции, если добавлять к цепи три вершины при индукционном переходе.
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Утверждение 3. Число доминирования цепи на n вершинах равно

γ(Pn) =
⌈n
3

⌉
=
⌊n+ 2

3

⌋
.

Утверждение 4. Пусть D — произвольное минимальное по размеру

доминирующее множество графа G и u, v ∈ D. Если в G есть цепь Ps,
все вершины которой имеют в G степень 2 и концы которой смежны

соответственно с u и v, то |D ∩ V (Ps)| =
⌊
s
3

⌋
.

1.1. Верхняя оценка числа доминирования. Вопрос о верхней
оценке числа доминирования в деревьях с заданной последовательно-
стью степеней является решённым. Важную роль играет здесь количе-
ство листьев дерева. Для деревьев с заданным количеством листьев из-
вестна [7] следующая верхняя оценка числа доминирования.

Теорема 1 [7]. В любом дереве T на n вершинах с l листьями суще-

ствует независимое доминирующее множество (т. е. множество, являю-

щееся одновременно и независимым, и доминирующим), размер которого

не превосходит
⌊
n+l
3

⌋
.

Достижимая верхняя оценка на число доминирования для лесов с за-
данными степенными последовательностями получена в [8] и имеет сле-
дующий вид.

Теорема 2 [8]. Пусть n-последовательность натуральных чисел d̃ =

(d1, d2, . . . , dn) такова, что dn > 2. Пусть
n∑

i=1
di = 2(n− c) для некоторого

положительного c. Пусть n1 — число единиц в d̃, n>2 — число элементов,

превышающих единицу и F
d̃

— класс лесов, реализующих d̃. Положим

γmax = max
F∈F

d̃

γ(F ). Тогда

γmax =





n− n1 + c− 1, если n1 > n>2 и c <
⌈n1−n>2+2

2

⌉
,⌊

n
2

⌋
, если n1 > n>2 и c >

⌈n1−n>2+2
2

⌉
,⌈

n+n1−2
3

⌉
, если n1 6 n>2.

Так как дерево является частным случаем леса, верхняя оценка числа
доминирования для деревьев может быть легко получена из теоремы 2.
Также эта оценка может быть выведена из теоремы 1 с применением
леммы 2. Мы приводим указанную верхнюю оценку для деревьев в яв-
ном виде в следующей теореме, в которой также указываем некоторые
достаточные условия достижимости оценки, которые понадобятся при
доказательстве основного результата (теоремы 7).
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Теорема 3. Пусть n-последовательность d̃ = (d1, d2, . . . , dn) такова,

что d1 > 2. Положим γmax = max
T∈T

d̃

γ(T ). Тогда

γmax = min

ß
n, l(d̃) +

õ
n− l(d̃)

3

û™
.

Пусть для дерева T ∈ T
d̃

выполнено одно из двух условий:

(1) каждая нелистовая вершина смежна хотя бы с одним листом;

(2) каждая вершина из H(T ) смежна ровно с одним листом, а вер-

шины из S(T ) образуют цепь и имеют степень два в T.
Тогда γ(T ) = γmax.

Доказательство. Воспользуемся результатом теоремы 2 и запишем
максимальное значение числа доминирования в терминах последователь-
ности из условия, т. е. при d1 > 2 (тогда c = 1, n1 = l(d̃), а выражение
n−n1 = n>2 из теоремы 2 есть не что иное, как просто n в нашем случае).
Получим

γmax =





n, если l(d̃) > n и 1 <
⌈ l(d̃)−n+2

2

⌉
,

⌊n+l(d̃)
2

⌋
, если l(d̃) > n и 1 >

⌈ l(d̃)−n+2
2

⌉
,

⌈n+2l(d̃)−2
3

⌉
, если l(d̃) 6 n.

Ясно, что из неравенства l(d̃) > n автоматически следует неравенство

1 <
⌈ l(d̃)−n+2

2

⌉
, что позволяет упростить выражение для γmax:

γmax =

{
n, если l(d̃) > n,
⌈n+2l(d̃)−2

3

⌉
, если l(d̃) 6 n.

Учитывая, что
⌈n+2l(d̃)−2

3

⌉
=
⌊n+2l(d̃)

3

⌋
= l(d̃) +

⌊n−l(d̃)
3

⌋
, окончательно

получаем

γmax = min

ß
n, l(d̃) +

õ
n− l(d̃)

3

û™
.

Теперь рассмотрим вторую часть теоремы и покажем, что деревья
указанного вида действительно реализуют γmax.

Если каждая из n нелистовых вершин дерева смежна с листьями,
то выполнено неравенство l(d̃) > n и в силу леммы 2 множество H(T )
является минимальным доминирующим в T, а значит, γ(T ) = |H(T )| =
n = γmax.

Пусть у каждой из вершин H(T ) есть ровно один соседний лист. Тогда
n > |H(T )| = l(d̃). Все оставшиеся нелистовые вершины имеют степень
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два и образуют цепь длиной n− l(d̃). Концы этой цепи смежны с некото-
рыми вершинами изH(T ), аH(T ) содержится в некотором минимальном
безлистовом доминирующем множестве D. Согласно утверждению 4 в D

кроме l(d̃) вершин, смежных с листьями, лежит ровно
⌊n−l(d̃)

3

⌋
вершин

степени два, не смежных с листьями и образующих цепь. Поэтому

γ(T ) = |D| = l(d̃) +

õ
n− l(d̃)

3

û
= γmax.

Теорема 3 доказана.

Замечание 1. Приводимые в формулировке теоремы 3 условия до-
статочны, но в общем случае не являются необходимыми для того, чтобы
дерево из класса T

d̃
имело значение γ(T ) = γmax; существует соответству-

ющая бесконечная серия примеров.

Доказательство. Пусть имеется набор целых положительных чи-
сел s1, s2, . . . , sk, k > 2, таких, что

k∑

i=1

õ
si
3

û
=

õ
k∑

i=1
si

3

û
. (1)

Обозначим ni =
i∑

j=1
sj + i+ 1, i = 1, 2, . . . , k, и положим n = nk. Возь-

мём цепь на n+2 вершинах с концами t1 и t2 и пронумеруем внутренние
вершины цепи в порядке прохождения от t1 к t2: v1, v2, . . . , vn. Далее
к каждой из вершин {vni

}k−1
i=1 добавим один соседний лист. В получен-

ном дереве T выполнено |H(T )| = |L(T )| = k + 1 и |S(T )| =
k∑

i=1
si.

При этом S(T ) представляет из себя лес, состоящий из k цепей, в кото-
рых соответственно s1, s2, . . . , sk вершин. Каждая из вершин S(T ) имеет
степень два в T. Рассмотрим n-последовательность d̃, в которой ровно
k−1 и n−k+1 чисел равны 2 и 3 соответственно. По построению T ∈ T

d̃
.

Применив лемму 2, утверждение 4 и соотношение (1), получаем

γ(T ) = |H(T )|+
k∑

i=1

õ
si
3

û
= l(d̃) +

õ
k∑

i=1
si

3

û
= l(d̃) +

õ
n− l(d̃)

3

û
.

Таким образом, согласно теореме 3 на дереве T достигается максимум
числа доминирования в классе T

d̃
, хотя T и не удовлетворяет приведён-

ным в теореме достаточным условиям экстремальности.
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Отметим, что для каждого k существует бесконечно много наборов
натуральных чисел {s1, s2, . . . , sk}, удовлетворяющих равенству (1): по-
дойдёт любой набор, в котором первые k−2 чисел кратны трём, а сумма
остатков от деления на три у двух оставшихся чисел не превосходит
двух.

1.2. Нижняя оценка числа доминирования. Достижимая ниж-
няя оценка числа доминирования в лесах с заданными последовательно-
стями степеней была получена в [9] и приводится ниже (см. также [10]).

Теорема 4 [9]. Пусть невозрастающая последовательность натураль-

ных чисел d̃ = (d1, d2, . . . , dn) является степенной последовательностью

для некоторого леса без изолированных вершин. Пусть F
d̃

— класс лесов,

реализующих d̃, и γmin = min
F∈F

d̃

γ(F ). Тогда γmin = min{k1, k2}, где

k1 = min

{
k |

k∑

i=1

di >
n∑

i=k+1

di

}
,

k2 = min

{
k |

k∑

i=1

di > n− k,

0 6

n∑

i=k+1

di −
k∑

i=1

di 6 max{0, 2(n>2(d̃)− k)− 2}
}
.

Также известна следующая нижняя оценка числа доминирования для
произвольных графов, определяемая через число Слейтера. Число Слей-

тера графа G, имеющего неубывающую степенную последовательность
(d1, d2, . . . , dn), это минимальное число sl(G), для которого

n∑

i=n−sl(G)+1

(di + 1) > n.

Теорема 5 (см., например, [11, 12]). Справедливо неравенство

γ(G) > sl(G).

Доказательство. Пусть D — произвольное доминирующее множе-
ство графа G размера γ(G). Имеем V (G) = NG(D) ∪D. Тогда

n = |V (G)| 6 |NG(D)|+ |D| 6
∑

v∈D
degG(v) + γ(G)

6

n∑

i=n−γ(G)+1

di + γ(G) =

n∑

i=n−γ(G)+1

(di + 1).
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Тем самым из определения величины sl(G) получаем требуемое неравен-
ство γ(G) > sl(G). Теорема 5 доказана.

Величину sl(G) из теоремы 5 можно естественным образом распро-
странить на неубывающую последовательность d̃ = (d1, d2, . . . , dn),

d1 > 1, если вспомнить, что n+l(d̃) есть число вершин в деревьях из клас-
са T

d̃
. Положим

sl(d̃) = min

{
k |

n∑

i=n−k+1

(di + 1) > n+ l(d̃)

}
,

lv(d̃) = min

{
k |

n∑

i=n−k+1

(di − 1) > l(d̃)

}
.

Хотя принципиально нижняя оценка числа доминирования для дере-
вьев может быть выведена из теоремы 4, приведём альтернативное дока-
зательство нижней оценки, более простое, чем оригинальное доказатель-
ство теоремы 4, а саму оценку сформулируем в терминах определённых
выше чисел sl и lv . Также отметим, что важную роль в доказательстве
основной теоремы 7 будет играть дерево, которое строится в доказатель-
стве достижимости оценки в теореме 6.

Теорема 6. Пусть n-последовательность d̃ = (d1, d2, . . . , dn) такова,

что d1 > 2. Положим γmin = min
T∈T

d̃

γ(T ). Тогда

γmin = max{sl(d̃), lv(d̃)}.

Доказательство. При n = 1 класс деревьев T
d̃
содержит единствен-

ный элемент, представляющий собой граф-звезду с d1 листьями и числом
доминирования, равным 1. Величина lv(d̃) в этом случае не определена,

поскольку d1 = l(d̃), и неравенство
n∑

i=n−k+1

(di − 1) > l(d̃) не выполня-

ется даже при k = n. При этом sl(d̃) = 1. Следовательно, равенство
γmin = max{sl(d̃), lv(d̃)} выполнено.

Пусть n > 2. В этом случае определены обе величины, так как оба
неравенства, которыми они задаются, выполнены при k = n.

Для начала покажем, что верна нижняя оценка

γmin > max{sl(d̃), lv(d̃)}.
Для этого достаточно показать, что для любого дерева T ∈ T

d̃
выполнены

оба неравенства: γ(T ) > sl(d̃) и γ(T ) > lv(d̃). Первое неравенство сразу
следует из теоремы 5. Докажем второе неравенство.
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Оценим снизу |H(T )| = k. Заметим, что k > 2, поскольку ситуация,
когда лишь одна вершина связана с листьями, возможна только в гра-
фах-звёздах, т. е. при n = 1.

Для степеней вершин H(T ) справедливо соотношение
∑

v∈H(T )

degT (v) = 2|E(H(T ),H(T ))|

+ |E(H(T ), S(T ))| + |E(H(T ), L(T ))|. (2)

Последнее слагаемое, очевидно, равно l(d̃). Рассмотрим первые два сла-
гаемых. Пусть подграф, порождённый H(T ), представляет собой лес
с ровно c компонентами связности. Тогда |E(H(T ),H(T ))| = k − c. Ес-
ли c > 2, то зная, что в дереве T существует путь из каждой такой
компоненты до других компонент, получаем, что из каждой компоненты
исходит некоторое ребро в подграф S(T ), а значит, |E(H(T ), S(T ))| > c.
Тогда из (2) выводим

∑

v∈H(T )

degT (v) > 2k − 2c+ c+ l(d̃) > k + l(d̃).

Если же c = 1, то в силу ограничения k > 2 и неотрицательности второго
слагаемого в правой части равенства (2) имеем

∑

v∈H(T )

degT (v) > 2k − 2 + l(d̃) > k + l(d̃).

Итак, получаем цепочку соотношений

l(d̃) 6
∑

v∈H(T )

degT (v)− k 6

n∑

i=n−k+1

(di − 1).

Из неравенства l(d̃) 6
n∑

i=n−k+1

(di − 1) и определения величины lv(d̃) сле-

дует, что k > lv(d̃). Учитывая этот факт и лемму 2, приходим к неравен-
ству γ(T ) > |H(T )| > lv(d̃). Нижняя оценка доказана.

Теперь покажем, что оценка достижима. Пусть r = max{sl(d̃), lv(d̃)}.
Тогда выполнены оба неравенства:

n∑

i=n−r+1

(di + 1) > n+ l(d̃),

n∑

i=n−r+1

(di − 1) > l(d̃).
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Преобразуем первое неравенство, записав его для наименьших членов
n-последовательности:

n−r∑

i=1

(di + 1) =

n∑

i=1

(di + 1)−
n∑

i=n−r+1

(di + 1)

= 2n − 2 + l(d̃) + n−
n∑

i=n−r+1

(di + 1) 6 2n − 2,

таким образом,
n−r∑

i=1

(di + 1) 6 2n− 2. (3)

Аналогично преобразовав второе неравенство:
n−r∑

i=1

(di − 1) = 2n− 2 + l(d̃)− n−
n∑

i=n−r+1

(di − 1) 6 n− 2,

получаем
n−r∑

i=1

(di − 1) 6 n− 2. (4)

Обе величины sl(d̃) и lv(d̃) легко можно эквивалентным образом пе-
реопределить через неравенства (3) и (4) соответственно.

Чтобы показать достижимость требуемой оценки, достаточно приве-
сти дерево T ∈ T

d̃
, в котором есть доминирующее множество размера r.

Если d1 > n, то с учётом неравенства (4) имеем r = n. В таком случае
нам подойдёт любое дерево T ∈ T

d̃
. Действительно, у любой нелистовой

вершины в таком дереве может быть максимум n − 1 соседей, не явля-
ющихся листьями. Тогда каждая нелистовая вершина смежна хотя бы
с одним листом, т. е. H(T ) = V (T ′) и, следовательно, γ(T ) = n = r.
Поэтому далее считаем, что d1 6 n− 1. Тогда очевидно, что n− r > 1.

Рассмотрим множество вершин V = {v1, . . . , vn}. Пусть

V2 = {vi ∈ V | i 6 n2}, V3 = {vi ∈ V | i > n− r}
(V2 и V3, вообще говоря, могут пересекаться). Построим такое дерево,
в котором множество V3 будет доминирующим. Так как |V3| = r, этого
будет достаточно для завершения доказательства. Отдельно рассмотрим
два случая в зависимости от соотношения между n2 и n− r.

Предположим, что n2 > n − r. Тогда все n − r первых членов n-по-
следовательности являются двойками, и из неравенства (3) получаем

n−r = 3(n−r)−2(n−r) =
n−r∑

i=1

(di+1)−2(n−r) 6 2n−2−2(n−r) = 2(r−1).
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Приходим к неравенству

n− r 6 2(r − 1). (5)

Соединим все n вершин в цепь в следующем порядке:

vn−r+1, v1, v2, vn−r+2, v3, v4, vn−r+3, . . . , vn−r, vn−r+⌈n−r
2

⌉+1, . . . , vn.

Таким образом, в этой цепи между вершинами vn−r+i и vn−r+i+1 ле-
жат ровно две вершины v2i−1 и v2i для каждого 1 6 i 6 ⌈n−r

2 ⌉ − 1.

При i = ⌈n−r
2 ⌉ между vn−r+i и vn−r+i+1 лежат вершины vn−r−1 и vn−r,

когда n − r чётно, и только одна вершина vn−r, когда n − r нечётно.
Далее после вершины vn−r+⌈n−r

2
⌉+1 идут все оставшиеся вершины в по-

рядке возрастания номеров вплоть до вершины vn. Такая цепь может
быть построена благодаря неравенству (5), поскольку как раз получа-
ется n − r + ⌈n−r

2 ⌉ + 1 6 n. Дерево T получим как расширение постро-
енной цепи: присоединим к каждой вершине vi столько листьев, чтобы
выполнялось degT (vi) = di. Тогда T ∈ T

d̃
. При этом все вершины vi

(1 6 i 6 n− r) имеют степень 2 и по построению не соединены с листья-
ми. С другой стороны, каждая из этих вершин соединена с некоторой
вершиной vj ∈ V3. В таком случае множество V3 действительно является
доминирующим.

Пусть всё-таки n2 < n− r, т. е. множество вершин с номерами n2 +1,
n2 + 2, . . . , n − r непусто. Используем неравенство (3), чтобы получить
оценку числа двоек в последовательности:

n2 =

n2∑

i=1

(di−1) =
n−r∑

i=1

(di−1)−
n−r∑

i=n2+1

(di−1) 6 2n−2−2(n−r)−
n−r∑

i=n2+1

(di−1)

= 2n− 4− 2n2 − 2

n−r∑

i=n2+1

(di − 1) +

n−r∑

i=n2+1

(di − 1) + 2− 2(n − r − n2)

= 2

(
n− 2−

n−r∑

i=1

(di − 1)

)
+

n−r∑

i=n2+1

(di − 3) + 2.

Итоговая оценка имеет вид

n2 6 2

(
n− 2−

n−r∑

i=1

(di − 1)

)
+

n−r∑

i=n2+1

(di − 3) + 2. (6)

Соединим последовательно вершины vn2+1, vn2+2, . . . , vn−r так, чтобы
они образовывали простую цепь, обозначим её через P. Далее будем по-
очерёдно соединять вершины из P с вершинами из V2 так, чтобы каждая
вершина из V2 соединялась не более чем с одной вершиной в P и чтобы
степень каждой вершины vi (n2 + 1 6 i 6 n − r) в итоге не превзошла
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di − 1. Всего к вершинам из P присоединим min
{ n−r∑

i=n2+1
(di − 3) + 2, n2

}

вершин из V2. Дополним степень каждой вершины vi текущего дерева
до di, присоединив к ним вершины из множества V3 так, что вершины V3
будут висячими в получившемся дереве T̃ . То, что это возможно сде-
лать, будет видно при подсчёте числа незадействованных в T̃ вершин
из V2 и V3. Также заметим, что в T̃ у каждой вершины vi при i 6 n − r
будет сосед из V3.

Итак, всего незадействованных вершин осталось

n− (n− r − n2)−
n−r∑

i=n2+1

(di − 2) + 2−min

{
n−r∑

i=n2+1

(di − 3) + 2, n2

}

= n− 2−
n−r∑

i=n2+1

(di − 1)−min

{
n−r∑

i=n2+1

(di − 3) + 2, n2

}
.

Из них вершин, принадлежащих множеству V2, ровно

max

{
n2 −

(
n−r∑

i=n2+1

(di − 3) + 2

)
, 0

}
.

Тогда незадействованных вершин из V3 будет

n− 2−
n−r∑

i=1

(di − 1) > 0.

Таким образом, вершин из V3 действительно хватает для построе-
ния T̃ . Более того, из неравенства (6) следует, что количество оставших-
ся вершин из V3 равно по крайней мере половине от оставшихся вершин
из V2. Это значит, что можно так соединить все оставшиеся вершины
в цепь, что один конец u этой цепи будет из V3, другой конец — из V2
(если оно непусто) и в этой цепи не найдётся трёх подряд идущих вер-
шин из V2. Соединим конец цепи, отличный от u, с некоторым листом T̃
(в котором все листья лежат в множестве V3), смежным с концом цепи P.

В итоге в полученном дереве T ′ каждая вершина vi (1 6 i 6 n − r)
имеет степень di и при этом имеет хотя бы одного соседа из V3. Вершины
из V3 имеют степень не выше 2. Восстановим по усечённому дереву T ′ де-
рево T ∈ T

d̃
, добавив к вершинам из V3 необходимое количество листьев,

очевидно, отличное от нуля. Тогда множество V3 является доминирую-
щим размера r, кроме того, оно совпадает с H(T ). Теорема 6 доказана.
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2. Достижимость всех промежуточных значений
числа доминирования

Теорема 7. Пусть d̃ = (d1, . . . , dn), где 2 6 d1 6 d2 6 . . . 6 dn. Поло-

жим γmin = min
T∈T

d̃

γ(T ), γmax = max
T∈T

d̃

γ(T ). Тогда для любого натурального

числа γ из промежутка γmin 6 γ 6 γmax существует реализующее его

дерево T из класса T
d̃
, т. е. такое, что γ(T ) = γ.

Доказательству теоремы посвящён весь этот раздел. Реализуемость
каждого числа из указанного промежутка будем доказывать следую-
щим образом. Начнём с дерева, которое реализует γ = γmin. Далее будем
последовательно применять к имеющемуся дереву определённые опера-
ции по его перестроению так, чтобы, во-первых, степенная последова-
тельность дерева не изменилась, а во-вторых, чтобы число доминиро-
вания дерева увеличивалось не более чем на единицу при каждой от-
дельно взятой операции. Очевидно, что если с помощью такого ряда
преобразований получим в итоге дерево, реализующее γ = γmax, то это
значит, что в процессе перестроения попутно реализуем все значения
γmin 6 γ 6 γmax. Теперь остановимся подробнее на операциях перестро-
ения.

Для произвольного графа G, в котором выбраны два непересекаю-
щихся по концам ребра tu и vw, назовём Xtu

vw-операцией действие, за-
ключающееся в удалении рёбер tu и vw и проведении рёбер uv и tw
(если такие рёбра уже имеются в графе, то повторно их не проводим).

Лемма 3. После проведения Xtu
vw-операции в произвольном графе G

число доминирования графа увеличивается не более чем на единицу.

Доказательство. Пусть D — минимальное доминирующее множе-
ство в G, а G′ — граф, полученный из G после применения к нему
Xtu

vw. Согласно утверждению 2 множество D покрывает все вершины
из G′ \{t, u, v, w}. Покажем, что для покрытия четвёрки вершин t, u, v, w
нам потребуется не более одной дополнительной вершины.

Допустим, что ни одна из указанных четырёх вершин не входит в D.
Тогда согласно утверждению 2 после удаления из G рёбер tu, vw все
вершины t, u, v, w всё ещё будут покрываться множеством D.

Пусть хотя бы одна вершина (не умаляя общности, считаем, что это u)
входит в D. Тогда в G′ вершины u и v будут покрыты вершиной u, а для
покрытия вершин w и t, которые смежны, достаточно к D добавить лю-
бую из этих вершин, например, w.

Таким образом, в обоих случаях мы смогли построить доминирую-
щее множество в G′, добавив не более одной вершины к минимальному
доминирующему множеству в G, откуда и следует требуемое. Лемма 3
доказана.
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Пусть в графе G выбраны вершины u, v, w, s, t (допустимо совпаде-
ние t и u, но не остальных) такие, что uv, vw, st ∈ E(G). Назовём Y st

uvw-
операцией действие, заключающееся в удалении из графа рёбер uv, vw, st
и проведении рёбер uw, sv, vt (проводим именно отсутствующие из этих
рёбер).

Лемма 4. После проведения Y st
uvw-операции в произвольном графе G

число доминирования графа увеличивается не более чем на единицу.

Доказательство. Пусть D — минимальное доминирующее множе-
ство в G, а G′ — граф, полученный из G после применения к нему
Y st
uvw. Согласно утверждению 2 множество D покрывает все вершины

из G′ \ {s, t, u, v, w}.
Предположим, что v ∈ D. Тогда в силу наличия в G′ рёбер sv, tv вер-

шины s, t, v оказываются покрыты множеством D в G′. Вершины u и w
также соединены в новом графе ребром, поэтому, добавив к D верши-
ну u, таким образом покроем все вершины из G′.

Пусть v /∈ D. Тогда после удаления рёбер uv, vw вершины u,w всё ещё
будут покрыты D. Тогда если добавим к D вершину v, то полученное
множество будет покрывать все три вершины s, v, t (их покроет v).

Таким образом, во всех случаях мы смогли построить доминирую-
щее множество в G′, добавив не более одной вершины к минимальному
доминирующему множеству в G, откуда и следует требуемое. Лемма 4
доказана.

В произвольном дереве T между любыми двумя вершинами существу-
ет единственный путь. Последовательность вершин v1, v2, . . . , vk будем
называть T -упорядоченной, если путь в T от вершины v1 к вершине vk
проходит через каждую из вершин vi (1 6 i 6 k), причём порядок их
следования такой же, как в последовательности (т. е. при 1 6 i < j 6 k
вершина vi встречается на пути раньше, чем vj).

Следующая лемма сводит воедино все необходимые для дальнейшего
изложения свойства X- и Y -операций при применении их к деревьям.

Лемма 5. Пусть T ∈ T
d̃
. Предположим, что t, u, w, v — T -упорядо-

ченная последовательность вершин. Пусть TX — граф, получающийся

из T с помощью Xtu
vw-операции. Тогда

TX ∈ T
d̃
, γ(TX) 6 γ(T ) + 1.

Пусть p, q, x, y, z — T -упорядоченная последовательность вершин,

а T Y — граф, получающийся из T с помощью Y pq
xyz-операции. Тогда

T Y ∈ T
d̃
, γ(T Y ) 6 γ(T ) + 1.
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Доказательство. Заметим, что неравенства

γ(TX) 6 γ(T ) + 1 и γ(T Y ) 6 γ(T ) + 1

немедленно следуют из лемм 3 и 4 соответственно. Остаётся доказать,
что TX , T Y ∈ T

d̃
.

Сначала рассмотрим Xtu
vw-операцию.

Заметим, что рёбер uv,wt в дереве T быть не может, поскольку ина-
че в дереве было бы целых два пути между вершинами u и w. Один
из них не проходит через t и v в силу T -упорядоченности рассматрива-
емой четвёрки, а второй имел бы вид либо u, t, w, либо u, v, w. Отсюда
следует, что при операции над T степени вершин, как и число рёбер
графа не меняются: для всех вершин, кроме u, t, v, w, множество их со-
седей не меняется вообще, а для каждой из указанных четырёх вершин
и удалено, и добавлено ровно одно инцидентное ей ребро.

Также заметим, что при операции граф не мог потерять связности.
Если бы это было не так, то в графе TX отсутствовал бы хотя бы один
из путей: либо из u в t, либо из v в w. Однако все четыре вершины в этом
графе лежат на пути из v в t в порядке v, u,w, t, так как путь u ∼ w
остался при операции нетронутым. А значит, есть путь между любыми
двумя из них. Таким образом, TX является связным графом с тем же
числом вершин и рёбер, что и дерево T, поэтому он сам является дере-
вом. Учитывая, что степени вершин в нём тоже остались неизменными,
получаем, что TX ∈ T

d̃
.

Рассмотрим Y pq
xyz-операцию. Как и для первой операции, в дереве T

не может быть ни одного из рёбер xz, py, qy. В случае наличия ребра
xz в T был бы цикл на трёх вершинах x, y, z. В случае наличия qy или
py мы бы нашли в T циклический маршрут q, y, x, x ∼ q или p, y, x, x ∼
q, p соответственно. Получаем, что для каждой вершины графа число
удалённых инцидентных ей рёбер равно числу добавленных: у вершины y
удалили и добавили по два ребра, у вершин p, q, x, z — по одному, у всех
остальных вершин графа рёбра не тронули.

Связность графа T Y следует из того, что между концами каждо-
го из удалённых рёбер сохранился путь: все вершины p, q, x, y, z лежат
на пути из p в z в порядке p, y, q, x, z.

Из всего вышеперечисленного получаем, что T Y ∈ T
d̃
. Лемма 5 дока-

зана.

Теперь построим последовательность деревьев {Ti}mi=0 со следующими
свойствами:

(1) Ti ∈ Td̃,
(2) γ(T0) = γmin, γ(Tm) = γmax,
(3) γ(Ti+1)− γ(Ti) 6 1, 0 6 i 6 m− 1.
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Деревья этой последовательности, очевидно, будут реализовывать все
числа от γmin до γmax, что и влечёт утверждение теоремы 7.

При d1 > n (в частности, при n = 1) имеем γmin = γmax = n, так как
в любом дереве с такой степенной последовательностью все нелистовые
вершины образуют минимальное по размеру доминирующее множество,
поскольку все они смежны с листьями. Поэтому в этом случае в ка-
честве требуемой последовательности достаточно взять последователь-
ность из одного дерева — любого элемента T

d̃
.

Если все элементы n-последовательности равны 2, то класс T
d̃

содер-
жит лишь одно дерево — цепь на n + 2 вершинах. Для такого класса
γmin = γmax, поэтому все промежуточные значения также достигаются.

Везде будем предполагать, что d1 < n и dn > 2. В качестве T0 возьмём
дерево из доказательства теоремы 6, реализующее γmin. Это дерево стро-
илось двумя разными способами в зависимости от того, насколько много
двоек есть в n-последовательности. Однако можем описать полученную
конструкцию, обобщив её для обоих случаев. Далее в решении будем
использовать минимальное доминирующее множество D = V3, которое
получалось при построении экстремального дерева. Говоря, что одна вер-
шина покрывает другую, будем подразумевать, что первая из вершин
лежит в D и смежна со второй.

Для каждого дерева Ti, 0 6 i 6 m − 1, определим пять групп нели-
стовых вершин P, S1, S2,D1,D2. Дерево Ti+1 будет строиться на основе
некоторой X- или Y -операции, применяемой к Ti, при этом выбор кон-
кретной операции существенно зависит от вида указанных пяти групп.
Для начального дерева T0 определим группы следующим образом.
• Группа P состоит из вершин степени не менее трёх, не смежных

с листьями, они соединены в цепь. Эта группа в точности соответствует
пути P в случае n2 < n−r в доказательстве теоремы 6, в случае n2 > n−r
группа P будет пустой.
• Группа S1 состоит из вершин степени два, смежных с вершинами

из P.
• Группа D1 состоит из вершин степени не менее трёх, лежащих в D

и покрывающих вершины из групп P или S1. Если множество остав-
шихся нелистовых вершин, не вошедших в P ∪ S1 ∪D1, не является пу-
стым, то имеется единственная вершина вD1, смежная с какой-то из этих
оставшихся. Эту особую вершину будем обозначать через u. В таком слу-
чае исключим u из D1.
• Группа S2 состоит из вершин степени два, не смежных с вершинами

из P.
• Наконец, группа вершин D2 — это оставшиеся вершины степени

не менее трёх, смежные с листьями. Сюда же входит исключённая из D1

вершина u, если исключение имело место.
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Через P2 обозначим цепь, образуемую объединением множеств S2
и D2. В случае, когда непусты обе цепи P и P2, одним из концов P2 будет
особая вершина u из D2. Обозначим её соседа из P2 через u1, а другой
конец P2 — через u2 (вершины u1 и u2 могут совпадать). Вершина u2
тоже принадлежит D2. При n2 > n− r группы вершин P, S1,D1 пусты.

Далее при описании процесса построения нужной последовательности
деревьев будем также указывать, каким образом меняются множества
S1, S2,D1,D2 при переходе от Ti к Ti+1. Множество P будет постоянным,
т. е. одинаковым для всех деревьев строящейся последовательности.

Будем придерживаться следующей общей схемы построения последо-
вательности деревьев. Начав с дерева T0 и перестраивая каждое новое
дерево Ti, будем постепенно «освобождать» вершины из P и S1 от по-
крывающих их вершин из D1 с помощьюX-операций, соединяя вершины
из P и S1 с листьями и уменьшая при этом множество D1. Этот процесс
заканчивается, как только D1 становится пустым. В конце этого процесса
лишь одна вершина из P ∪S1 может быть не смежна с листьями, для неё
будет проведена отдельная X- или Y -операция. Естественно, что если P
пусто в T0, то данных шагов построения последовательности не будет.

Последующие деревья обладают тем свойством, что с листьями в них
не смежны только вершины из S2, если таковые имеются. Если с ли-
стьями будут смежны не все вершины S2, то проверяем, есть ли вер-
шина, смежная хотя бы с двумя листьями. Если такая вершина имеется,
то с помощью соответствующей операции соединяем одну из вершин сте-
пени два с одним из этих листьев. Таким образом мы уменьшим число
вершин, не смежных с листьями. Этот процесс закончится либо тогда,
когда все вершины станут смежны с листьями, либо тогда, когда каждая
вершина из H(T ) будет смежна ровно с одним листом. Если выполнено
последнее, то при построении дальнейших деревьев с помощью Y -опера-
ций добьёмся того, что все вершины, не смежные с листьями, соединены
в одну цепь (все такие вершины лежат в S2). На этом построение после-
довательности гарантированно закончится (хотя оно могло закончиться
и раньше).

В результате описанных операций конечным элементом последова-
тельности деревьев всегда будет дерево, реализующее γmax.

Разберём описанную схему более детально.
Для каждого из деревьев Ti, i < m, будем специальным образом опре-

делять некоторую вершину wi, называемую выделенной. Вершины wi

необязательно различны при разных i.
Сначала определим w0. Если непусты обе цепи P и P2, то полагаем

w0 = u2. Если P пусто, то D2 пустым быть не может, поскольку иначе
все нелистовые вершины имели бы степень два. При этом нелистовые
вершины T0 образуют цепь P2, один из концов которой принадлежит D2
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Рис. 1. Дерево T0 для последовательности
d̃ = (2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5)

в соответствии с построением экстремального дерева в доказательстве
теоремы 6. В качестве w0 берём этот конец цепи P2. Если только P2

пусто, то в качестве w0 берём любую вершину из D1, покрывающую
один из концов пути P. Заметим, что в каждом из случаев w0 имеет
лишь одного нелистового соседа, а её степень не меньше трёх, поэтому
|LT0(w0)| > 2.

На рис. 1 приведён пример дерева T0 со следующими группами P, S1,
S2, D1, D2 и выделенной вершиной q7 = w0. Множества разбиения равны
P = {p1, p2, p3}, S1 = {s1, s2, s3}, S2 = {s4, s5}, D1 = {q1, q2, q3, q4, q5},
D2 = {u, q6, q7}, а q7 = w0.

Далее опишем построение Ti+1 по Ti и укажем, как при этом меняют-
ся множества S1, S2,D1,D2. Построение будет опираться на структуру
этих множеств в Ti, поэтому раздельно опишем процесс для разного ви-
да деревьев в последовательности. Порядок рассмотрения случаев ниже
определяется порядком, в котором деревья соответствующего вида могут
возникать в последовательности {Ti}mi=0.

1. Сначала рассмотрим деревья, для которых D1 содержит хотя бы
одну вершину, отличную от w0.

Для T0 мы уже определили w0 и установили справедливость неравен-
ства |LT0(w0)| > 2. При i > 1 вершину wi будем определять в процессе
перехода от Ti−1 к Ti, причём в качестве wi всегда будем брать верши-
ну, удовлетворяющую неравенству |LTi

(wi)| > 2. Опишем ниже переход
от имеющейся пары Ti, wi к паре Ti+1, wi+1.
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Рассмотрим произвольную вершину v ∈ D1\{w0}. Пусть w — её един-
ственный нелистовой сосед, он лежит в P ∪ S1. Пусть t — любой из ли-
стьев, смежных с wi. В качестве Ti+1 возьмём дерево, получающееся
из Ti с помощью Xtwi

vw -операции: четвёрка t, wi, w, v является Ti-упоря-
доченной, поэтому по лемме 5 граф Ti+1 — дерево, удовлетворяющее
требуемым условиям Ti+1 ∈ Td̃ и γ(Ti+1) − γ(Ti) 6 1. В качестве верши-
ны wi+1 возьмём v.

Заметим, что неравенство |LTi+1(wi+1)| > 2 выполнено, поскольку v
имеет только одного нелистового соседа (и до, и после X-операции) и её
степень не меньше трёх. В свою очередь, для вершины wi верно неравен-
ство |LTi+1(wi)| > 1, поскольку у wi из соседей пропал ровно один лист.
Вершина w в Ti+1 становится смежна с листом t. Для всех остальных
вершин множества их соседей остались прежними.

Также заметим, что после операции над Ti вершина v исключается
из D1 (она больше не покрывает вершины из P или S1) и переходит
в D2. Множества S1, S2 пока считаем неизменными.

После каждой операции множество D1 уменьшается, поэтому в неко-
торый момент придём к дереву, в котором D1 либо пусто, либо содержит
лишь вершину w0. Обозначим последнее дерево рассмотренного вида че-
рез Tk. Отметим, что в Tk все вершины w0, w1, . . . , wk соединены в цепь,
что следует из описанного построения последовательности.

2. Допустим, что дерево Tk+1 таково, что для него D1 = {w0}. Это
возможно, только если в T0 множество P2 было пустым, а тогда в Tk+1

все вершины степени не менее трёх образуют цепь: начальная часть этой
цепи — подцепь P, затем идут вершины w0, w1, . . . , wk+1 (вершина wk+1

была определена при переходе от Tk к Tk+1). Все вершины {wj}k+1
j=0 вместе

составляли всё множество D1 в T0.
Покажем, что каждая из нелистовых вершин (за исключением, быть

может, соседней для w0 вершины w−1 ∈ P ) лежит в H(Tk+1). Сначала
рассмотрим вершины степени не менее трёх.

В самом деле, в T0 у каждой вершины p ∈ P был сосед из D1, по-
крывавший её, но если этим соседом не являлась вершина w0, то в од-
ной из промежуточных X-операций этот сосед пропал, а вместо него
у вершины p появился сосед-лист. Таким образом, исключение может
составить лишь вершина, покрываемая только w0, а у w0 на P сосед
единствен — это конец w−1 цепи P, смежный с w0. Посмотрим на вто-
рую часть цепи. Для каждой вершины wj (0 6 j 6 k) ранее установили
неравенство |LTj+1(wj)| > 1, т. е. после (j + 1)-й операции у wj имеются
соседние листья. При дальнейших же операциях множество соседей wj

уже не менялось, а значит, wj ∈ H(Tk+1). Для wk+1 и вовсе верно нера-
венство |LTk+1

(wk+1)| > 2.
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Все остальные нелистовые вершины лежат в S1, и каждая из них
смежна с одним листом: в T0 все эти вершины были смежны с некото-
рыми из вершин D1 \ {w0}, но после применённых k+1 раз X-операций
их соседями стали какие-то листья.

Теперь рассмотрим вершину w−1. Так как в T0 она являлась кон-
цом цепи P, у неё кроме возможного соседа из P (очевидно, что при
P = {w−1} такой сосед отсутствует) и вершины w0 был ещё по крайней
мере один сосед v. Вершина v могла лежать либо в S1, либо в D1. Если
в T0 было выполнено D1 ∋ v, то в Tk+1 вершина w−1 оказывается смеж-
на уже не с v, а с листом. В этом случае завершаем процесс, полагая
Tm = Tk+1.

Пусть v ∈ S1. В Tk+1 вершины w−1 и v тоже смежны, при этом v смеж-
на с некоторым листом. Через t обозначим любой из листьев, смежных
с wk+1; таких найдётся, как минимум, два. Тогда в качестве последне-
го дерева последовательности Tm = Tk+2 возьмём дерево, получающееся
из Tk+1 с помощью X

twk+1
vw−1 -операции (четвёрка t, wk+1, w−1, v Tk+1-упо-

рядочена, поэтому можно применить лемму 5). Тем самым в Tm верши-
на w−1 смежна с листом t, вершина v остаётся смежна со своим листом
и у wk+1 остался хотя бы один сосед-лист.

Таким образом, в случае, когда цепь P2 пуста в T0, конечное дерево Tm
таково, что в нём все нелистовые вершины лежат в H(Tm). По теореме 3
дерево Tm реализует верхнюю оценку числа доминирования, что и тре-
бовалось получить.

3. Далее рассматриваем деревья Ti, в которых D1 уже пусто. Тогда
цепь P2 непуста в T0. Эта подпоследовательность деревьев начинается
либо с Tk+1, если множество P не пусто, либо с T0, если P пусто.

Для данной группы деревьев вершину wi будем задавать во время
перехода от Ti к Ti+1, хотя начальное дерево уже имеет определённую
выделенную вершину w, смежную по крайней мере с двумя листьями.

3.1. Пусть цепь P тоже непуста. Обозначим через w−1 конец цепи P,
смежный с u.

В дереве Tk+1 все вершины из P, кроме, быть может, w−1, лежат
в H(Tk+1). Это следует из того, что у всех вершин из P \ {w−1} вместо
соседей из D1, которые были в T0, появились соседние листья при одной
из предыдущих операций. Только у w−1 могло не быть соседа из D1,
если её покрывала лишь вершина u ∈ D2 (т. е. ситуация аналогична слу-
чаю 2, когда после череды операций в Tk+1 стало выполнено D1 = {w0}).
Аналогично H(Tk+1) ⊇ S1 ∪D2.

Предположим, что w−1 /∈ H(Tk+1). Это означает, что в T0 она покрыта
только вершиной u. Тогда в Tk+1 у w−1 кроме не более чем одного соседа
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из P и вершины u есть по крайней мере один сосед v ∈ S1, смежный
с листом t.

Через t′ обозначим произвольный из листьев, смежных с wk+1. Пусть

Tk+2 — дерево, получающееся из Tk+1 с помощью Y
t′wk+1
w−1vt -операции

(пятёрка t′, wk+1, w−1, v, t Tk+1-упорядочена, можем применить лемму 5).
В Tk+2 вершина w−1 станет смежна с листом t; вершина v пропадёт из S1,
перейдя в множество S2, и будет смежна с листом t′. Для вершины wk+1

после операции тоже будет выполняться неравенство |LTk+2
(wk+1)| > 1.

Множества D1,D2 не изменились.
В результате во всех деревьях T, начиная с Tk+2, в S(T ) будут входить

лишь некоторые вершины из S2 (переходы проводим так, что множество
H(Ti) не убывает по включению с ростом i).

Этим же свойством обладает Tk+1, если в нём w−1 всё-таки смежна
с листьями. В таком случае операция над данным деревом будет опре-
деляться так же, как для всех последующих деревьев, но для них надо
будет задавать выделенную вершину, в отличие от Tk+1.

Приведём описание перехода для деревьев Ti, в которых все вершины
степени не менее трёх входят в H(Ti).

3.1.1. Предположим, что каждая вершина степени два тоже лежит
в H(Ti). Тогда Tm = Ti, и по теореме 3 дерево Tm реализует γmax.

3.1.2. Предположим, что в Ti существует хотя бы одна вершина y ∈
S(Ti) (её степень будет равна двум) и при этом существует некоторая
вершина w степени не менее трёх, для которой |LTi

(w)| > 2. Верши-
ну w будем считать выделенной вершиной wi (для Tk+1 эта вершина уже
определена).

Обозначим через t произвольный лист, смежный с wi, а через x и z —
двух соседей вершины y таких, что пятёрка t, wi, x, y, z будет Ti-упорядо-
ченной. Тогда в качестве Ti+1 по лемме 5 можем взять дерево, получаю-
щееся из Ti с помощью Y twi

xyz -операции. В Ti+1 вершина y станет смежна
с листом t, у вершины wi всё ещё останется хотя бы один смежный с ней
лист, а у всех остальных вершин множество соседних с ними листьев
не изменится.

Таким образом, выполнено равенство |S(Ti+1)| = |S(Ti)| − 1. Значит,
после ряда операций над деревьями такого вида получим дерево, удо-
влетворяющее либо случаю 3.1.3, либо случаю 3.1.1.

3.1.3. Пусть в Ti у каждой вершины из H(Ti) есть ровно один сосед-
ний лист и при этом V (S(Ti)) непусто. Ясно, что V (S(Ti)) ⊆ S2 и такие
вершины лежат на пути (u ∼ w0). Тогда возьмём из них самую близ-
кую к w0 вершину (т. е. такую, что длина пути между ней и w0 самая
маленькая среди всех вершин S(Ti)), эту вершину считаем выделенной
вершиной wi.



Число доминирования в деревьях 83

Допустим, что вершины из S(Ti) не образуют цепи. Это означает, что
часть вершин из S(Ti) соединена в цепь Wi, у которой одним из концов
является wi; а другая непустая часть S′ в эту цепь не входит. Возьмём
любую вершину y ∈ S′. Обозначим двух её соседей через x и z (из них x
ближе к w0, чем z). Пусть w — сосед wi такой, что пятёрка w,wi, x, y, z
является Ti-упорядоченной. Тогда по лемме 5 в качестве Ti+1 можем
взять дерево, получающееся из Ti с помощью Y wwi

xyz -операции.
Тогда в Ti+1 вершина y становится смежна с w, т. е. становится самой

близкой к w0 вершиной из S(Ti+1). Стало быть, сразу можно сказать,
что вершина y в Ti+1 будет выделенной. Кроме того, вершина y смежна
с wi, поэтому она является концом цепи Wi+1 = {y} ∪Wi.

В результате при росте i число вершин, образующих цепь Wi в Ti,
увеличивается, а множество S′ наоборот уменьшается. Таким образом,
в какой-то момент получим дерево Tm (оно будет конечным деревом по-
следовательности), в котором множество S′ вершин, не принадлежащих
цепи Wm, будет пустым.

Граф S(Tm) представляет из себя цепь. Тогда по теореме 3 получаем,
что Tm реализует γmax.

3.2. Пусть цепь P пуста. Тогда T0 представляет собой цепь P2, к неко-
торым вершинам которой присоединены листья. Все вершины степени не
менее трёх смежны с листьями. Вершина w0 является концом P2.

Тогда при работе с произвольным деревом последовательности Ti мо-
жем действовать аналогично предыдущим случаям.

Если все нелистовые вершины лежат в H(Ti) или каждая из вершин
H(Ti) смежна ровно с одним листом и при этом S(Ti) является цепью,
состоящей из вершин степени два в Ti, то такое дерево Ti = Tm конечное.

Если в S(Ti) (туда могут входить лишь вершины степени два) есть
вершины и при этом существует вершина wi (выделенной делаем имен-
но её) такая, что |LTi

(wi)| > 2, то действовать будем аналогично слу-
чаю 3.1.2, т. е. «забираем» один лист у wi и «отдаём» его вершине из S(Ti)
с помощью Y -операции.

Если же каждая вершина из H(Ti) смежна ровно с одним листом
и вершины из S(Ti) не образуют цепи, то действуем аналогично слу-
чаю 3.1.3, т. е. с помощью Y -операций постепенно объединяем все вер-
шины степени два из S(Ti) в одну цепь Wi, выбирая в качестве wi самую
близкую к w0 вершину из S(Ti).

Таким образом, согласно лемме 5 мы построили последовательность
{Ti}mi=0 ⊂ Td̃ такую, что γ(Ti+1)− γ(Ti) 6 1, γ(T0) = γmin и γ(Tm) = γmax.
Значит, каждое натуральное число из отрезка [γmin, γmax] реализуется
некоторым элементом построенной последовательности. Теорема 7 дока-
зана.
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Заключение

Естественное продолжение настоящей работы состоит в исследовании
достижимости промежуточных значений числа доминирования в классе
лесов с заданной степенной последовательностью, особенно с учётом уже
имеющихся достижимых верхней и нижней оценок (теоремы 2 и 4). Нам
представляется, что подход, использованный для деревьев (основанный
на слабо меняющих число доминирования операциях над деревьями),
может оказаться на этом пути весьма плодотворным.

На настоящий момент в литературе исследуются многочисленные ос-
нованные на доминировании инварианты графов [3] (k-доминирование,
независимое доминирование, связное доминирование, экспоненциальное
доминирование и т. д.), относительно которых исследование, аналогич-
ное проведённому в настоящей работе, могло бы представлять интерес.

Автор выражает признательность А. Б. Дайняку за многочисленные
обсуждения, способствовавшие улучшению изложения статьи.
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