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Аннотация. Для заданного класса K частичных булевых функ-
ций и произвольной частичной булевой функции f от n переменных
множество U её переменных называется достаточным для реализа-
ции в классе K, если в этом классе найдётся функция, доопреде-
ляющая f и зависящая от переменных из множества U. В статье
рассматривается задача нахождения всех множеств, достаточных
для реализации функции f в классе K. Для ряда классов, зада-
ваемых отношениями, предлагаются алгоритмы, решающие ука-
занную задачу со сложностью O(2nn2) битовых операций. В том
числе построены алгоритмы указанной сложности для классов P ∗

2

всех частичных булевых функций и M∗
2 всех частичных монотон-

ных функций. Предлагаемые алгоритмы основаны на использова-
нии преобразований Уолша — Адамара и Мёбиуса. Библиогр. 21.

Ключевые слова: частичная булева функция, достаточное мно-
жество переменных, преобразование Уолша — Адамара, преобразо-
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Введение

Пусть E2 = {0, 1} и E∗
2 = {0, 1, ∗}. Функция f : En

2 → E∗
2 называется

частичной булевой функцией от n переменных; при этом число n может
принимать значения, равные 0, 1, 2, . . . . Пусть K — класс частичных бу-
левых функций и f — некоторая частичная булева функция от n пере-
менных. Множество U, состоящее из натуральных чисел u1, . . . , uk, где
1 6 u1 < · · · < uk 6 n, назовём достаточным для реализации функции f
в классе K, если в нём найдётся функция g от k переменных такая, что
для любых значений x1, . . . , xn из множества E2 выполняется условие

(1) g(xu1 , . . . , xuk
) = f(x1, . . . , xn) или f(x1, . . . , xn) = ∗.
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В этом случае говорим также, что функция g реализует функцию f.
Далее рассматривается задача нахождения системы множеств, доста-

точных для реализации в классе K частичной булевой функции от n
переменных. Нас будет интересовать битовая сложность алгоритма, ре-
шающего данную задачу для произвольной частичной булевой функции
от n переменных. При этом предполагается, что класс K фиксирован,
функция на входе алгоритма задаётся вектором своих значений и систе-
ма множеств на выходе определяется вектором значений её характери-
стической функции.

Уточним понятия вектора значений и характеристической функции.
Будем считать, что для каждого конечного множества A, содержаще-
го k элементов, определены две инъективные функции

CA : A→ Em
2 , DA : Ek → A,

где m = ⌈log2 k⌉ и Ek = {0, . . . , k − 1}. Вектором значений дискретной
функции f : A→ B будем называть двоичный набор

(CB(f(DA(0))), . . . , CB(f(DA(k − 1)))).

Так, вектор значений частичной булевой функции f от n переменных
есть набор

(CE∗

2
(f(DEn

2
(0))), . . . , CE∗

2
(f(DEn

2
(2n − 1)))).

Всюду далее предполагается, что дискретные функции, появляющиеся
на входах и выходах алгоритмов, задаются векторами своих значений.

Характеристической функцией системы B подмножеств множества
чисел {1, . . . , n} будем называть булеву функцию

χ : En
2 → E2, x 7→ χ(x) = [{i | xi = 1} ∈ B].

Иными словами, функция χ на произвольном наборе x = (x1, . . . , xn)
из множества En

2 принимает значение χ(x), совпадающее с логическим
значением {i | xi = 1} ∈ B. В соответствии с определением, сделан-
ным выше, вектором значений характеристической функции χ является
двоичный набор

(CE2(χ(DEn
2
(0))), . . . , CE2(χ(DEn

2
(2n − 1)))).

Характеристическую функцию системы множеств, достаточных для ре-
ализации функции f в классе K, будем обозначать в дальнейшем че-
рез χ(f,K).

Рассматриваемая далее задача нахождения достаточных множеств
возникает естественно при решении проблем анализа и синтеза дискрет-
ных управляющих систем, как в [1]. Данная задача тесно связана с за-
дачами распознавания свойств функций, заданных векторами значений.
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Отметим в связи с этим работы [2–6], содержащие существенные резуль-
таты в этом направлении. Так, в [2] предложен метод разложения для
построения алгоритмов распознавания, получены алгоритмы сложности
O(2n

√
n log n) для распознавания частичной монотонности и поляризуе-

мости, алгоритм сложности O(2n) для распознавания доопределимости
до линейной функции. В [3] построен алгоритм линейной сложности рас-
познавания полиномиальности для функций над кольцом классов вы-
четов по составному модулю. В [4–6] развит метод ступенчатых били-
нейных алгоритмов для задач распознавания, построены алгоритмы для
ряда классов.

Задача нахождения достаточных множеств поставлена в [7]. Пред-
ложенный там метод позволяет строить нетривиальные по сложности
алгоритмы для ряда классов. В том числе получены алгоритмы слож-
ности O(3n) для класса P ∗

2 всех частичных булевых функций и сложно-
сти O(3nn−1/2 log n) для класса M∗

2 всех частичных монотонных булевых
функций.

В данной статье для рассматриваемой задачи описываются алгорит-
мы битовой сложности O(2nn2), основанные на использовании преобра-
зований Уолша— Адамара и Мёбиуса и применимые для ряда классов,
заданных отношениями. В том числе построены алгоритмы, примени-
мые для классов P ∗

2 и M∗
2 . По способу построения предлагаемые алго-

ритмы близки алгоритмам из [4–6] для распознавания принадлежности
дискретной функции классу, заданному отношениями.

Следует заметить, что преобразования Уолша— Адамара и Мёбиуса
широко используются в различных областях математики, включая ком-
бинаторику [8, 17], теорию кодирования [9] и криптографию. В том чис-
ле преобразование Уолша— Адамара используется при декодировании
кодов Рида— Маллера [9–12] и при изучении максимально нелинейных
функций [13]. Преобразование Мёбиуса, определяемое в разной общно-
сти, лежит в основе важнейшего комбинаторного принципа (принципа
обращения Мёбиуса). Это преобразование возникло в работах [14, 15]
по теории групп и было систематически обобщено для комбинаторных
приложений в [16]. В настоящее время известно большое число приложе-
ний различных вариантов этого преобразования [8,17]. В данной работе
указанные преобразования находят ещё одну область применения.

1. Основной результат

Пусть β — отношение на E2; класс всех частичных булевых функ-
ций, сохраняющих это отношение, обозначается через Pol∗(β). Рассмат-
риваемые далее алгоритмы применимы для ряда классов, описываемых
отношениями. Введём в рассмотрение соответствующие отношения.
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Пусть m — произвольное целое положительное число. Для произволь-
ной булевой константы s через α

(m)
s обозначим отношение на множе-

стве E2 арности m, определённое следующим образом:

(x1, . . . , xm) ∈ α(m)
s ⇔ x1 ⊕ · · · ⊕ xm = s.

В частности, отношение α(2)
0 совпадает с отношением равенства, а класс

Pol∗(α(2)
0 ) совпадает с классом P ∗

2 всех частичных булевых функций.

Классы Pol∗(α(2m)
0 ) при m = 1, 2, . . . бесконечно убывают по включе-

нию и пересекаются по классу частичных булевых функций, доопреде-
ляемых до линейных.

Для набора c ∈ Em
2 через ε(m)

c обозначим отношение Em
2 \{c}. В част-

ности, при m = 2 и c = (1, 0) отношение ε(m)
c совпадает с порядком 6,

а класс Pol∗
(
ε
(m)
c

)
совпадает с классом частичных булевых функций, до-

определяемых до монотонных.
При произвольном m = 1, 2, . . . и c = (1, . . . , 1) функции из клас-

са Pol∗
(
ε
(m)
c

)
называются m-неразделёнными. Любые m наборов, на ко-

торых такая функция принимает значение 1, имеют общую единичную
компоненту. Данные классы бесконечно убывают по включению и пере-
секаются по классу всех неразделённых частичных булевых функций.

Сформулируем основной результат данной статьи.

Теорема 1. Пусть m — целое положительное число, c ∈ Em
2 , s —

двоичная константа и β ∈
{
α
(m)
s , ε

(m)
c

}
. Существует алгоритм сложности

O(2nn2), который по произвольной частичной булевой функции f от n
переменных вычисляет её характеристическую функцию χ(f,Pol∗(β)).

Построение алгоритмов, о которых говорится в теореме, опирается на
использование логических и арифметических функций, определяемых
в разд. 2 и 3. В разд. 4 и 5 описываются быстрые алгоритмы вычисле-
ния арифметических функций для рассматриваемых задач, основанные
на преобразованиях Уолша— Адамара и Мёбиуса. В разд. 6 приводится
доказательство теоремы 1.

2. Логическая функция

Пусть m — целое положительное число, c — набор из множества Em
2 ,

β — отношение арности m на множестве E2 и f — частичная булева
функция от n переменных. Логической функцией тройки (f, β, c) назовём
функцию

H(f, β, c) : En
2 → E2, x 7→ H(f, β, c)(x),

которая на наборе x = (x1, . . . , xn) из множества En
2 принимает значение

H(f, β, c)(x), равное 1, в том и только том случае, если в множестве En
2
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найдётся m наборов

v1 = (v11, . . . , v1n), . . . , vm = (vm1, . . . , vmn)

таких, что
(2) (f(v1), . . . , f(vm)) = c;
(3) для любого номера i, где 1 6 i 6 n, выполняется условие

(v1i, . . . , vmi) ∈ β ⇔ xi = 0.

Логической функцией пары (f, β) назовём функцию

H(f, β) : En
2 → E2, x 7→

∨

c

H(f, β, c)(x)[c /∈ β],

где дизъюнкция вычисляется по всем наборам c из множества Em
2 . Ины-

ми словами, эта функция на наборе x из множества En
2 принимает значе-

ние H(f, β)(x), равное 1, в том и только том случае, если в множестве En
2

найдётся m наборов v1, . . . , vm, для которых выполняются условия (3),
а также

(4) (f(v1), . . . , f(vm)) /∈ β.
Логические функции представляют интерес, так как имеет место

Лемма 1. Пусть β — отношение арности m на множестве Em
2 . Суще-

ствует алгоритм битовой сложности O(n2n), который для любой частич-

ной булевой функции f от n переменных находит характеристическую

функцию χ(f,Pol∗(β)) по логическим функциям H
(
f, α

(2)
0

)
и H(f, β).

Доказательство. Для произвольной булевой функции

h : En
2 → E2, x 7→ h(x)

функция
hD : En

2 → E2, x 7→ h(x̄),

называется двойственной, а функция

hM : En
2 → E2, x 7→

∨

u

h(u)[u 6 x],

называется монотонной мажорантой; здесь дизъюнкция вычисляется
по всем наборам u из множества En

2 . Легко проверяются равенства

(hM )0 = (h0)
M , (hM )1 = (h0)

M ∨ (h1)
M ,

где дизъюнкция функций выполняется поточечно и через Hb обозна-
чается подфункция, получаемая из функции H при фиксации первой
переменной булевой константой b. Из записанных равенств видно, что
монотонная мажоранта hM вычисляется по функции h рекурсивным ал-
горитмом битовой сложности L(n), где L(n) 6 2L(n − 1) + 2n для всех
n > 1 и тогда L(n) = O(n2n).
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Покажем, что

χ(f,Pol∗(β)) = H
(
f, α

(2)
0

)MD ·H(f, β)MD,

где умножение функций выполняется поточечно. Этого будет достаточ-
но для доказательства леммы, поскольку монотонная мажоранта буле-
вой функции находится алгоритмом битовой сложности O(n2n) и двой-
ственная функция находится алгоритмом сложности O(2n). Дальнейшее
доказательство разобьём на две части.

1. Пусть для набора y = (y1, . . . , yn) из множества En
2 выполняется

равенство

χ(f,Pol∗(β))(y) = 1.

Иными словами, множество U = {i | yi = 1} является достаточным
для реализации функции f в классе Pol∗(β). Обозначим через u1, . . . , uk
элементы множества U. Сказанное выше означает, что в классе Pol∗(β)
найдётся реализующая функцию f функция g от k переменных такая,
что для любого набора x = (x1, . . . , xn) из множества En

2 выполняется
условие (1). Покажем, что

H(f, β)MD(y) = H
(
f, α

(2)
0

)MD
(y) = 1.

Предположим, что H(f, β)MD(y) = 0. Тогда H(f, β)M (ȳ) = 1 и для неко-
торого набора x 6 ȳ имеем H(f, β)(x) = 1. Это означает, что для некото-
рых наборов v1, . . . , vm из множества En

2 выполняются условия (3) и (4).
Тогда в множестве Ek

2 для наборов

v′1 = (v1u1 , . . . , v1uk
), . . . , v′m = (vmu1 , . . . , vmuk

)

выполняются условия

(3′) (v′1i, . . . , v
′
mi) ∈ β для любого номера i из множества U ;

(4′) (g(v′1), . . . , g(v
′
m)) = (f(v1), . . . , f(vm)) /∈ β.

Это противоречит тому, что функция g сохраняет отношение β.Получен-
ное противоречие доказывает равенство H(f, β)MD(y) = 1. Аналогично
доказывается, что H

(
f, α

(2)
0

)MD
(y) = 1; для этого в рассуждении выше

нужно взять α(2)
0 вместо β.

2. Пусть

H
(
f, α

(2)
0

)MD
(y) ·H(f, β)MD(y) = 1.

Докажем, что χ(f,Pol∗(β))(y) = 1. Иными словами, требуется доказать,
что множество U = {i | yi = 1} является достаточным для реализации
функции f в классе Pol∗(β). Как и раньше, через u1, . . . , uk обозначим
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элементы множества U. Определим частичную булеву функцию g от k
переменных, для набора x = (x1, . . . , xk) из множества Ek

2 положив

g(x) =





f(z), если f(z) 6= ∗ и x1 = zu1 , . . . , xk = zuk

для некоторого набора z = (z1, . . . , zn) ∈ En
2 ,

∗ в противном случае.

Проверим, что функция g определена корректно. Рассмотрим для этого
пару наборов

v1 = (v11, . . . , v1n), v2 = (v21, . . . , v2n)

таких, что значения f(v1), f(v2) не равны ∗. Предположим, что эти набо-
ры содержат одинаковые значения x1, . . . , xk в позициях с соответству-
ющими номерами u1, . . . , uk, в частности,

(v1u1 , v2u1) ∈ α
(2)
0 , . . . , (v1uk

, v2uk
) ∈ α(2)

0 .

Определим двоичный набор

w = (w1, . . . , wn), где wj =
[
(v1uj

, v2uj
) /∈ α(2)

0

]
для 1 6 j 6 k.

Заметим, что w 6 ȳ и выполняются соотношения

H
(
f, α

(2)
0

)
(w) 6 H

(
f, α

(2)
0

)M
(w)

6 H
(
f, α

(2)
0

)M
(ȳ) = H

(
f, α

(2)
0

)MD
(y) = 1̄ = 0.

Значит, имеет место равенство H
(
f, α

(2)
0

)
(w) = 0, означающее в силу

определения логической функции, что выполняется соотношение (f(v1),

f(v2)) ∈ α(2)
0 , т. е. значения f(v1), f(v2) совпадают. Таким образом, функ-

ция g определена однозначно на наборе x = (x1, . . . , xk), выбранном про-
извольно в множестве Ek

2 .
Проверим, что функция g сохраняет отношение β. Для этого рассмот-

рим наборы

v1 = (v11, . . . , v1n), . . . , vm = (vm1, . . . , vmn).

Предположим, что

(v1u1 , . . . , vmu1) ∈ β, . . . , (v1uk
, . . . , vmuk

) ∈ β.
Определим двоичный набор

w = (w1, . . . , wn), где wj = [(v1uj
, . . . , vmuj

) /∈ β] для 1 6 j 6 k.

Заметим, что w 6 ȳ и

H(f, β)(w) 6 H(f, β)M (w) 6 H(f, β)M (ȳ) = H(f, β)MD(y) = 1̄ = 0.

Следовательно, имеет место равенство H(f, β)(w) = 0, означающее в си-
лу определения логической функции, что набор значений f(v1), . . . , f(vm)
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удовлетворяет отношению β, и тогда функция g сохраняет это отноше-
ние. Лемма 1 доказана.

Замечание 1. Методом из статьи [2] для вычисления монотонной ма-
жоранты булевой функции от n переменных можно построить алгоритм
битовой сложности O(2n

√
n log n). Тогда и для сложности вычисления

характеристической функции по логической верна та же верхняя оценка.
Для дальнейшего, однако, достаточно оценки, установленной в лемме 1.

3. Арифметическая функция

Арифметической функцией тройки (f, β, c) назовём функцию

G(f, β, c) : En
2 → {0, . . . , 2mn − 1}, x 7→ G(f, β, c)(x),

которая на наборе x = (x1, . . . , xn) из множества En
k принимает значе-

ние G(f, β, c)(x), равное числу наборов (v1, . . . , vm) в множестве
(
En

2

)m
,

для которых выполняются условия (2) и (3) из определения логической
функции.

Арифметической функцией пары (f, β) назовём функцию

G(f, β) : En
2 → {0, . . . , 2mn − 1}, x 7→

∑

c

G(f, β, c)(x)[c /∈ β],

где суммирование выполняется по всем наборам c из множества Em
2 \ β.

Эта функция на наборе x ∈ En
2 принимает значение G(f, β)(x), равное

числу наборов (v1, . . . , vm) в множестве
(
En

2

)m
, для которых выполняют-

ся условия (3) и (4) из определения логической функции.
Ясно, что логическая функция вычисляется по арифметической для

той же пары алгоритмом сложности O(n2n). В связи с этим будем ин-
тересоваться далее алгоритмами вычисления арифметических функций
для отношений α(m)

s и ε(m)
c . Предлагаемые для этого алгоритмы основа-

ны на том, что вычисление арифметических функций в преобразованном
виде можно свести рекурсивно к аналогичным вычислениям с меньшими
значениями параметра m и, в конце концов, со значением m = 1. Для
отношений α

(m)
s это удаётся сделать с использованием преобразования

Уолша— Адамара, а для отношения ε
(m)
c нужным свойством обладает

преобразование Мёбиуса. Возможность подобной рекурсии и вид преоб-
разований, с помощью которых она реализуется, обусловлены строением
рассматриваемых отношений. Аналогичный метод рекурсии использует-
ся в [6] при построении ступенчатых билинейных алгоритмов. Следует
отметить, что рассматриваемые в данной статье задачи могут быть ре-
шены на основе модификации этого метода, но далее предлагается неза-
висимый способ решения.



118 Н. Г. Парватов

4. Преобразования Уолша — Адамара

Для произвольной функции F : En
2 → Q определим функции

FΦ : En
2 → Q, x 7→ 1

2n

∑

v

F (v)(−1)(x,v),

Fφ : En
2 → Q, x 7→

∑

v

F (v)(−1)(x,v) ,

где суммирование в обоих случаях выполняется в поле рациональных
чисел по всем наборам v из множества En

2 , и

(x, v) = x1v1 ⊕ · · · ⊕ xnvn
есть скалярное произведение наборов x = (x1, . . . , xn) и v = (v1, . . . , vn)
из множества En

2 .
Обозначим через Func

(
En

2 ,Q
)

векторное пространство над полем Q,
состоящее из функций, отображающих множество En

2 в поле рациональ-
ных чисел и рассматриваемых с поточечными операциями сложения
и умножения на скаляры. Операции

Func
(
En

2 ,Q
)
→ Func

(
En

2 ,Q
)
, F 7→ FΦ,

Func
(
En

2 ,Q
)
→ Func

(
En

2 ,Q
)
, F 7→ Fφ,

являются взаимно обратными линейными преобразованиями этого про-
странства. Они называются обратным и прямым преобразованиями Уо-

лша—Адамара.
Преобразования Уолша— Адамара позволяют получить быстрый ал-

горитм вычисления арифметической функции для отношений α(m)
s , в ос-

нове чего лежит

Лемма 2. Пустьm,m1,m2 — целые положительные числа и c, c1, c2 —

наборы из множеств Em
2 , E

m1
2 , Em2

2 соответственно такие, что имеют

место равенства m = m1 +m2, c = c1c2.
Тогда для любой частичной булевой функции f от n переменных и лю-

бой булевой константы s выполняется равенство

G
(
f, α(m)

s , c
)φ

= G
(
f, α(m1)

s , c1
)φ ·G

(
f, α(m2)

s , c2
)φ
,

где умножение функций выполняется поточечно.

Доказательство. Пусть f — частичная булева функция от n пере-
менных и x — набор из множества En

2 . Достаточно доказать лемму для
s = 0, так как

G
(
f, α

(m)
1 , c

)φ
(x) = G

(
f, α

(m)
0 , c

)φ
(x̄).
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Для произвольной булевой константы u через Nu(m, c, x) обозначим чис-
ло наборов (v1, . . . , vm) в множестве

(
En

2

)m
, для которых

(f(v1), . . . , f(vm)) = c, (v1, x)⊕ · · · ⊕ (vm, x) = u.

Имеют место равенства

N0(m, c, x) = N0(m1, c1, x) ·N0(m2, c2, x) +N1(m1, c1, x) ·N1(m2, c2, x),

N1(m, c, x) = N0(m1, c1, x) ·N1(m2, c2, x) +N1(m1, c1, x) ·N0(m2, c2, x),

G
(
f, α

(m)
0 , c

)φ
(x) = N0(m, c, x)−N1(m, c, x),

используя которые, получаем

G
(
f, α

(m1)
0 , c1

)φ
(x) ·G

(
f, α

(m2)
0 , c2

)φ
(x)

= (N0(m1, c1, x)−N1(m1, c1, x)) · (N0(m2, c2, x)−N1(m2, c2, x))

= (N0(m1, c1, x) ·N0(m2, c2, x) +N1(m1, c1, x) ·N1(m2, c2, x))

− (N0(m1, c1, x) ·N1(m2, c2, x) +N1(m1, c1, x) ·N0(m2, c2, x))

= N0(m, c, x) −N1(m, c, x) = G
(
f, α

(m)
0 , c

)φ
(x).

Лемма 2 доказана.

Следствие 1. Пусть m — целое положительное число и c — набор

из множества Em
2 , содержащий l единиц. Тогда для любой частичной

булевой функции f от n переменных и любой булевой константы s вы-

полняется равенство

G
(
f, α(m)

s , c
)φ

=
(
G
(
f, α(1)

s , 0
)φ)m−l ·

(
G
(
f, α(1)

s , 1
)φ)l

.

Доказательство. Для доказательства нужно многократно восполь-
зоваться разложением из леммы 2. Следствие 1 доказано.

Следствие 2. Пусть m — целое положительное число. Тогда для

любой частичной булевой функции f от n переменных и любой булевой

константы s выполняется равенство

G
(
f, α(m)

s

)φ
=

1

2

(((
G
(
f, α(1)

s , 0
)
+G

(
f, α(1)

s , 1
))φ)m

+ (−1)s+1
((
G
(
f, α(1)

s , 0
)
−G

(
f, α(1)

s , 1
))φ

)m
)
,

где операции сложения, вычитания и умножения функций выполняются

поточечно.
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Доказательство. В силу определений арифметических функций
и следствий 1 и 2 получаем

G
(
f, α(m)

s

)φ
=

Å ∑

c/∈α(m)
s

G
(
f, α(m)

s , c
)ãφ

=
∑

c/∈α(m)
s

(
G
(
f, α(m)

s , c
))φ

=
∑

l≡s+1
(mod 2)

Ç
m

l

å
(
G
(
f, α(1)

s , 0
)φ)m−l(

G
(
f, α(1)

s , 1
)φ)l

=
1

2

((
G
(
f, α(1)

s , 0
)φ

+G
(
f, α(1)

s , 1
)φ)m

+ (−1)s+1
(
G
(
f, α(1)

s , 0
)φ −G

(
f, α(1)

s , 1
)φ)m)

=
1

2

(((
G
(
f, α(1)

s , 0
)
+G

(
f, α(1)

s , 1
))φ)m

+ (−1)s+1
((
G
(
f, α(1)

s , 0
)
−G

(
f, α(1)

s , 1
))φ)m)

,

где суммирование выполняется по всем наборам c из множества Em
2 и по

всем целым l таким, что 0 6 l 6 m. Следствие 2 доказано.

Следствие 3. Пусть m — целое положительное число и s — булева

константа. Существует алгоритм битовой сложности O(2nn2), который

по произвольной частичной булевой функции f от n переменных вычис-

ляет арифметическую функцию G
(
f, α

(m)
s

)
.

Доказательство. Заметим, что для любой функции G : En
2 → Q

такой, что n > 1, и любого набора x из множества En−1
2 верно

(Gφ)0 = (G0)
φ + (G1)

φ, (Gφ)1 = (G0)
φ − (G1)

φ,

(GΦ)0 =
1

2
((G0)

Φ + (G1)
Φ), (GΦ)1 =

1

2
((G0)

Φ − (G1)
Φ),

где через Gb обозначается подфункция, получаемая из функции G при
фиксации первой переменной булевой константой b. Отсюда видно, что
вычисление прямого и обратного преобразований Уолша— Адамара для
функции от n переменных требует L(n) арифметических действий сло-
жения и вычитания, где L(n) 6 2L(n− 1) + 2n и, таким образом, L(n) =

O(n2n). Для функции G = G
(
f, α

(m)
s

)
вычисление функции Gφ на осно-

вании следствия 2 потребует ещё O(2n) возведений в m-ю степень. Учи-
тывая, что в этих действиях участвуют числа размера O(n), получаем
алгоритм битовой сложности O(2nn2). Следствие 3 доказано.



Достаточные множества переменных булевой функции 121

5. Преобразования Мёбиуса

Для произвольной функции F : En
2 → Q определим функции

Fµ : En
2 → Q, x 7→

∑

v

F (v)[x 6 v],

F ζ : En
2 → Q, x 7→

∑

v

F (v)[x 6 v](−1)
i=n∑

i=1
(vi−xi)

,

где суммирование в обоих случаях выполняется по всем наборам v ∈ En
2 .

Операции
Func

(
En

2 ,Q
)
→ Func

(
En

2 ,Q
)
, F 7→ Fµ,

Func
(
En

2 ,Q
)
→ Func

(
En

2 ,Q
)
, F 7→ F ζ ,

являются взаимно обратными линейными преобразованиями векторного
пространства Func

(
En

2 ,Q
)
. Они называются прямым и обратным преоб-

разованиями Мёбиуса.
Преобразования Мёбиуса позволяет построить быстрые алгоритмы

вычисления арифметических функций для отношений ε(m)
c , в основе чего

лежит

Лемма 3. Пустьm,m1,m2 — целые положительные числа и c, c1, c2 —

наборы из множеств Em
2 , E

m1
2 , Em2 соответственно такие, что имеют

место равенства m = m1 +m2, c = c1c2.
Тогда для любой частичной булевой функции f от n переменных вы-

полняется равенство

G
(
f, ε(m)

c

)µ
= G

(
f, ε(m1)

c1

)µ ·G
(
f, ε(m2)

c2

)µ
,

где умножение функций выполняется поточечно.

Доказательство. Пусть f — частичная булева функция от n пе-
ременных. В соответствии с определением преобразования Мёбиуса зна-
чение G

(
f, ε

(m)
c

)µ
(x) совпадает с числом наборов (v1, . . . , vm) из множе-

ства
(
En

2

)m
, для которых

(f(v1), . . . , f(vm)) = c, v1i = c1, . . . , vmi = cm, если xi = 1.

С учётом этого очевидно равенство

G
(
f, ε(m)

c

)µ
(x) = G

(
f, ε(m1)

c1

)µ
(x) ·G

(
f, ε(m2)

c2

)µ
(x).

Лемма 3 доказана.

Следствие 4. Пусть m — целое положительное число и c — набор

из множества Em
2 , содержащий l единиц. Тогда для любой частичной

булевой функции f от n переменных выполняется равенство

G
(
f, ε(m)

c

)µ
=
(
G
(
f, ε

(1)
0

)µ)m−l ·
(
G
(
f, ε

(1)
1

)µ)l
.
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Доказательство. Для доказательства нужно несколько раз вос-
пользоваться разложением из лемм 3. Следствие 4 доказано.

Следствие 5. Пусть m — целое положительное число и c — набор из

множества Em
2 . Существует алгоритм битовой сложности O(2nn2), ко-

торый по произвольной частичной булевой функции f от n переменных

вычисляет арифметическую функцию G
(
f, ε

(m)
c

)
.

Доказательство. Для функции G : En
2 → Q, где n > 1, верно

(Gµ)0 = (G0)
µ + (G1)

µ, (Gµ)1 = (G1)
µ,

(Gζ)0 = (G0)
ζ − (G1)

ζ , (Gζ)1 = (G1)
ζ ,

где, по-прежнему, через Gb обозначается подфункция, получаемая из
функции G при фиксации первой переменной булевой константой b. От-
сюда видно, что выполнение прямого и обратного преобразований Мёби-
уса требует выполнения L(n) арифметических действий сложения и вы-
читания, где L(n) 6 2L(n−1)+2n и, таким образом, L(n) = O(n2n). Для
функции G = G(f, ε(m)) вычисление функции Gµ потребует ещё выпол-
нения O(2n) умножений. Так как складываются и умножаются числа
размера O(n), получаем алгоритм битовой сложности O(2nn2). След-
ствие 5 доказано.

Замечание 2. Вычисление арифметической функции G(f, ε(m)
c ), вы-

полняемое на основании следствия 5, по сути реализует принцип вклю-
чений и исключений. В явном виде данный комбинаторный принцип ис-
пользовался в [18] для задачи распознавания свойства m-неразделённо-
сти булевой функции.

6. Доказательство теоремы 1

Теорема 1 непосредственно следует из леммы 1 и следствий 3 и 5 с учё-
том того, что для функции от n переменных и произвольного отношения
логическая функция вычисляется по арифметической алгоритмом бито-
вой сложности O(n2n).

Замечание 3. Некоторое уменьшение сложности предлагаемых ал-
горитмов возможно на основе использования более быстрых алгоритмов
умножения целых чисел. Например, можно использовать алгоритм Шён-
хаге— Штрассена [19] сложности O(n log(n) log log(n)), алгоритм Фюре-
ра [20] или модулярный алгоритм [21] сложности n log(n)2O(log∗(n)).
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Abstract. Given a class K of partial Boolean functions and a partial
Boolean function f of n variables, a subset U of its variables is called
sufficient for the implementation of f in K if there exists an extension
of f in K with arguments in U . We consider the problem of recognizing
all subsets sufficient for the implementation of f in K. For some classes
defined by relations, we propose the algorithms of solving this problem
with complexity of O(2nn2) bit operations. In particular, we present
some algorithms of this complexity for the class P ∗

2 of all partial Boolean
functions and the class M∗

2 of all monotone partial Boolean functions.
The proposed algorithms use the Walsh–Hadamard and Möbius trans-
forms. Bibliogr. 21.

Keywords: partial Boolean function, sufficient subset of variables,
Walsh–Hadamard transform, Möbius transform.
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