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Аннотация. Рассматривается известная одномерная задача рас-
кроя с целью найти целочисленные примеры с минимальным раз-
мером материала L, для которых не выполняется свойство округле-
ния вверх. Разрывом целочисленности называется разница между
точным решением примера задачи раскроя и решением её линейной
релаксации, и пример задачи раскроя обладает свойством округле-
ния вверх, если его разрыв целочисленности меньше 1. Предлага-
ется новый метод поиска всех примеров с максимальным разрывом
целочисленности для фиксированных значений L, длин заготовок
и оптимального целочисленного решения. Данный метод позволя-
ет вычислительно доказать, что все примеры с L 6 15 обладают
свойством округления вверх. Также приведены несколько приме-
ров c L = 16, не обладающих таким свойством, что даёт улучшение
ранее известного результата L = 18. Табл. 2, библиогр. 14.

Ключевые слова: задача раскроя, свойство округления вверх,
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Введение

В классической постановке одномерная задача раскроя материала
формулируется следующим образом: некоторые одномерные объекты ис-
ходного материала длины L, например, стальные прутки или рулоны бу-
маги, необходимо разрезать на некоторое количество заготовок m типов
так, чтобы минимизировать число разрезаемых единиц материала. Дли-
на заготовки i-го типа задаётся значением li, при этом всего заготовок
i-го типа требуется bi штук.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 19–07–00895).
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Далее используется сокращённое обозначение примера задачи рас-
кроя E = (L, l, b), где l = (l1, . . . , lm)⊤ и b = (b1, . . . , bm)⊤. Без ограниче-
ния общности считаем, что все числа входных данных целые неотрица-
тельные и L > l1 > . . . > lm > 0.

Классический подход решения задачи раскроя основан на формули-
ровке Гилмора и Гомори [4]. Каждое подмножество заготовок (кото-
рое называется картой раскроя или паттерном) обозначается векто-
ром a = (a1, . . . , am)⊤ ∈ Zm

+ , где ai означает число заготовок типа i

в паттерне a. Паттерн a называется допустимым, если a⊤l 6 L. Через
P f (L, l) = {a ∈ Zm

+ | a⊤l 6 L} обозначим множество всех допустимых
паттернов примера E. Для множества паттернов P = {a1, . . . , ar} введём
матрицу A(P ) размера m × r, столбцы которой заданы паттернами ai.
Тогда задача раскроя может быть сформулирована следующим образом:

z(E) :=
r∑

i=1

xi → min при A(P f (L, l))x = b, x ∈ Zr
+.

Обычно в качестве приближённого решения рассматривают непре-

рывную релаксацию задачи раскроя:

zC(E) :=

r∑

i=1

xi → min при A(P f (L, l))xC = b, xC ∈ Rr
+.

Здесь x называется оптимальным целым решением, xC — оптимальным

непрерывным решением, а z(E) и zC(E) — оптимальными значениями

целевой функции.
Разница ∆(E) = z(E) − zC(E) называется разрывом целочисленно-

сти (gap) примера E. Практический опыт и большое количество вычис-
лений показывают, что для большинства примеров разрыв целочислен-
ности очень мал. Пример E имеет свойство округления вверх (integer
round-up property, IRUP), если ∆(E) < 1, иначе E называется non-IRUP
примером. Данное обозначение введено Баумом и Троттером [1]. По-
степенно наибольший известный разрыв целочисленности увеличивал-
ся [2, 3, 5, 9–12, 14]. Наибольший известный на текущий момент разрыв
целочисленности равен 6

5 .
Первый известный non-IRUP пример с L = 3397 386 355, найденный

Маркотте [9], был довольно большим. Филдхаус [2] привёл non-IRUP при-
мер с L = 30. Пример с L = 18 в [6] был получен при помощи эквива-
лентных преобразований (см. также [7, 8]). В [13] дан пример с L = 16
и показано, что все примеры с L 6 10 обладают свойством IRUP. В дан-
ной статье устанавливается точная граница минимально возможного L.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 1 приводятся некоторые
теоретические выкладки, которые относятся к линейно-целочисленной
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модели, которая описывается в разд. 2. В разд. 3 приводится улучшен-
ный переборный алгоритм. Результаты вычислительного эксперимента
описаны в разд. 4. Наконец, в разд. 5 подводится заключение.

1. Границы для ∆(E)

Пусть дан пример E = (L, l, b) и xC — его оптимальное непрерыв-
ное решение. Пусть x — целая часть xC , а x∗ — дробная часть xC ,
так что xC = x + x∗ и 0 6 x∗i < 1 для всех 1 6 i 6 r. Кроме то-
го, zC(E) = e⊤x + e⊤x∗, где e = (1, . . . , 1)⊤ ∈ Rm

+ . После замены b

на b = b − A(P f (L, l))x получается задача остатка E = (L, l, b). При-
мер E называется уменьшаемым, если для него существует оптимальное
непрерывное решение с ненулевой целой частью.

Лемма 1. Дробная часть x∗ является оптимальным решением при-

мера E.

Доказательство. С одной стороны, zC(E) 6 e⊤x∗, поскольку x∗

является допустимым решением для A(P f (L, l)) = b. С другой стороны,
zC(E) 6 e⊤x + zC(E), что эквивалентно тому, что zC > e⊤x∗. Отсюда
zC(E) = e⊤x∗. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. ∆(E) 6 ∆(E).

Доказательство. ∆(E) = z(E) − zC(E) 6 (e⊤x + z(E)) − (e⊤x +
e⊤x∗) = z(E)− zC(E) = ∆(E). Лемма 2 доказана.

Пусть S — линейное m-мерное векторное пространство Rm
+ , а S ⊂ S —

множество его целых точек (паттернов) с неотрицательными координа-
тами Zm

+ . Рассмотрим множество примеров E(L, l) = {(L, l, b) | b ∈ Zm
+},

где значения L и l фиксированы. Между E(L, l) и S существует биек-
ция, т. е. каждому паттерну b ∈ S можно поставить в соответствие при-
мер (L, l, b) ∈ E(L, l). Кроме того, P f (L, l) ⊂ S и для всех примеров
E ∈ E(L, l) множество P f (L, l) одинаково, поскольку P f (L, l) зависит
только от L и l.

Пусть H = {A(P f (L, l))x | x ∈ Rr
+,
∑
xi = 1} ⊂ S — выпуклая обо-

лочка, построенная на множестве допустимых паттернов P f (L, l). Тогда
для любого E = (L, l, b) ∈ E(L, l) zC(E) — это минимальное значение
α ∈ R+ такое, что b ∈ αH (здесь и далее при умножении множества век-
торов X на скаляр a получается новое множество aX = {ax | x ∈ X}).

Теорема 1. Максимальный разрыв целочисленности ∆(E) возникает

среди примеров E ∈ E(L, l) с zC(E) < m.
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Доказательство. Рассмотрим пример E ∈ E(L, l) с zC(E) > m. То-
гда существует его оптимальное решение xC с не более чем m ненулевы-
ми коэффициентами. Тогда по принципу Дирихле xCi > 1 для некоторого
1 6 i 6 r. Значит, E уменьшаемый. Теорема 1 доказана.

Теорема 1 позволяет найти максимальное ∆(E) среди E ∈ E(L, l)
за конечное время, поскольку множеством mH накрыто конечное число
точек S. Однако этот результат можно улучшить.

Теорема 2. Максимальный разрыв целочисленности ∆(E) возникает

среди примеров E ∈ E(L, l) с z(E) 6 m.

Доказательство. Выпуклая оболочка H, построенная на множе-
стве допустимых паттернов P f (L, l), является многогранником в m-мер-
ном векторном пространстве S. Пусть F — множество фасетов H. Каж-
дый фасет f ∈ F — это вектор (f1, . . . , fm)⊤, состоящий из m линейно
независимых паттернов fi ∈ P f (L, l) таких, чтоH лежит по одну сторону
относительно m-мерной гиперплоскости p, проведённой через паттерны
f1, . . . , fm, при этом p не проходит через начало координат 0. Тогда каж-
дый фасет f ∈ F задаёт подпространство S′(f) = {x⊤f | x ∈ Rm

+} ⊆ S,
которое является невырожденным m-мерным конусом с вершиной в на-
чале координат 0, при этом

⋃
f∈F

S′(f) = S.

Рассмотрим один из фасетов f = (f1, . . . , fm)⊤ ∈ F и соответству-
ющий ему конус S′(f). Каждой целой точке b ∈ S′(f) соответствуют
пример E = (L, l, b) и единственный вектор x такой, что x⊤f = b, ко-
торый можно преобразовать в оптимальное решение xC примера E при
помощи вставки нулевых элементов. Теперь рассмотрим m-мерный па-
раллелепипед

S′
1(f) = {x⊤f | x ∈ R+, ∀[1 6 i 6 m](0 6 xi 6 1)} ⊂ S′(f).

Все паттерны b внутри S′
1(f) соответствуют примерам E с z(E) 6 m

(действительно, bi 6 (
∑
fi)i для всех 1 6 i 6 m, а для E = (L, l,

∑
fi)

имеем z(E) 6 m, так как паттерны f1, . . . , fm соответствуют допустимо-
му решению со значением целевой функции m), и все целые точки S′(f)
вне S′

1(f) соответствуют уменьшаемым примерам. Теорема 2 доказана.

Заметим, что теорема 1 не влечёт теорему 2 автоматически, поскольку
существуют примеры с z(E) > m+ 1 и zC(E) < m.

Используя описанную выше геометрическую интерпретацию, можно
очертить некоторые дополнительные границы для ∆(E).

Лемма 3. Для всех примеров E с z(E) 6 2 выполняется ∆(E) < 1.
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Таблица 1

Некоторые найденные non-IRUP примеры

L k l b ∆(E)
16 3 (10, 8, 7, 3, 2)⊤ (1, 1, 1, 1, 2)⊤ 1,00000
16 4 (10, 8, 7, 5, 3, 2)⊤ (2, 1, 1, 1, 1, 2)⊤ 1,00000
18 3 (10, 9, 6, 4)⊤ (1, 1, 2, 1)⊤ 1,00000 ∗

18 3 (12, 9, 7, 4, 3)⊤ (1, 1, 1, 1, 1)⊤ 1,00000 ∗

18 4 (10, 9, 7, 6, 4)⊤ (1, 1, 2, 2, 2)⊤ 1,03333
19 4 (15, 9, 7, 6, 5, 3, 2)⊤ (1, 2, 1, 1, 1, 1, 1)⊤ 1,00000
20 3 (12, 10, 9, 3, 2)⊤ (1, 1, 1, 1, 3)⊤ 1,00000
21 3 (15, 8, 7, 5, 3, 2)⊤ (1, 1, 1, 1, 1, 2)⊤ 1,00000
22 3 (16, 9, 7, 4, 3)⊤ (1, 1, 1, 2, 1)⊤ 1,00000
22 4 (18, 11, 10, 8, 7, 6, 3, 2)⊤ (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)⊤ 1,01666
23 3 (15, 11, 9, 5, 4)⊤ (1, 1, 1, 1, 1)⊤ 1,00000 ∗

24 3 (12, 9, 8, 5)⊤ (1, 1, 2, 2)⊤ 1,03333
25 3 (12, 11, 8, 7, 3)⊤ (1, 1, 2, 1, 1)⊤ 1,00000
26 3 (14, 13, 10, 6, 4)⊤ (1, 1, 1, 1, 2)⊤ 1,03333
27 3 (13, 12, 9, 7, 3)⊤ (1, 1, 2, 1, 1)⊤ 1,02778
28 3 (19, 12, 7, 4, 3)⊤ (1, 1, 2, 1, 2)⊤ 1,02083
29 3 (14, 13, 10, 9, 8, 3)⊤ (1, 1, 1, 1, 1, 1)⊤ 1,02273
30 3 (15, 10, 6)⊤ (1, 2, 4)⊤ 1,03333 ∗∗

Доказательство. Для z(E) = 1 и ∆(E) > 1 единственный подхо-
дящий пример это E = (L, l,0), но для него z(E) = 0. Для z(E) = 2
и ∆(E) > 1 точка b, соответствующая примеру E = (L, l, b), должна
находиться внутри выпуклой оболочки H, но там все целые точки соот-
ветствуют примерам с z(E) 6 1. Лемма 3 доказана.

Теорема 3. Для всех примеров E с m 6 2 выполняется ∆(E) < 1.
Для m = 3 существует пример E0, для которого ∆(E0) > 1.

Доказательство. Для m 6 2 по теореме 2 максимальное значение
∆(E) достигается при z(E) 6 2, что по лемме 3 даёт ∆(E) < 1.Дляm = 3
существует пример E0 = (132, (44, 33, 12)⊤ , (2, 3, 6)⊤) с ∆(E0) = 137/132
(взят из [14]). Теорема 3 доказана.

Теорема 4. Для всех примеров E с n =
∑
bi 6 4 имеем ∆(E) < 1.

Существует пример E1 с n = 5, для которого ∆(E1) = 1.

Доказательство. z(E) 6 n. Для z(E) 6 2 требуемое выполняется
по лемме 3, а для z(E) = n имеем l1 + lm > L и пример E уменьшаемый.

Осталось разобрать случай n = 4, z(E) = 3, когда l1 + lm 6 L.
Без ограничения общности считаем, что bi = 1 для всех 1 6 i 6 4.
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Пусть ki = ⌊L/li⌋ для всех 1 6 i 6 4. Тогда множество P f (L, l) состоит
из паттернов вида

(1, 0, 0, α), (0, 1, 0, β), (0, 0, γ, δ), где α, β, γ, δ 6 k4

(любые другие паттерны приводят к тому, что z(E) 6 2). Теперь рас-
смотрим задачу, двойственную исходной:

∑
yi → max,

A(P f (L, l))⊤y 6 1,

y ∈ R4
+.

Одним из допустимых решений будет y = (1, 1, 1/k4 , 0), что даёт нижнюю
оценку на zC(E) > 2 + 1/k4, откуда ∆(E) < 1.

Для n = 5 существует пример E1 = (18, (10, 9, 6, 4)⊤ , (1, 1, 2, 1)⊤)
такой, что ∆(E1) = 1 (см. табл. 1). Теорема 4 доказана.

2. Линейно-целочисленная модель

Рассмотрим пример E = (L, l, b), в котором содержатся заготовки все-
возможных длин: l = (L, . . . , 1). Если L фиксировано, то l тоже фикси-
рован. Матрица паттернов A(P f (L, l)), зависящая только от L и l, тоже
фиксирована. Количества заготовок каждого типа b будут рассматри-
ваться как переменные.

Далее строится следующая линейно-целочисленная модель:

k −
∑

xi → max,

A(P f (L, l))x = b, (1)

A(P f (L, l))y = b, (2)
∑

yi = k,

x ∈ Rr
+, y ∈ Zr

+, b ∈ Zm
+ ,

где k — фиксированное значение целевой функции задачи раскроя z(E),
x — оптимальное непрерывное решение, а y — оптимальное целое реше-
ние.

Нужно удостовериться, что k действительно является оптимальным
значением целевой функции z(E), т. е. значение вектора b таково, что
для системы уравнений (2) решение с

∑
yi < k невозможно. Для это-

го рассмотрим множество всех целых решений, составленных из k − 1
паттернов P f (L, l):

Ck−1(L, l) :=
{
A(P f (L, l))y′ | y′ ∈ Zr

+,
∑

y′i = k − 1
}
.
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Теперь нужно ввести дополнительные ограничения для того, чтобы век-
тор b не принадлежал Ck−1(L, l). Для этого заведём множество булевых
переменных wu

i , которые обращаются в 1, если bi 6 u:

bi > u+ 1−wu
i (u+ 1) ∀0 6 u 6 (k − 1)L, 1 6 i 6 m,

w ∈ B(k−1)L+1 × Bm,

где u — некоторая координата по оси i. Поскольку ai 6 L для любого
1 6 i 6 m и a ∈ P f (L, l), то ci 6 (k − 1)L для любого 1 6 i 6 m
и c ∈ Ck−1(L, l).

Тогда для обеспечения условия
∑
yi > k достаточно ввести следую-

щие ограничения:

m∑

i=1

wci
i 6 m− 1 ∀c ∈ Ck−1(L, l).

Последнее ограничение работает следующим образом: для фиксиро-

ванного c ∈ Ck−1(L, l) если bi 6 ci для всех 1 6 i 6 m, то
m∑
i=1

wci
i = m, и су-

ществует целочисленное решение со значением целевой функции мень-
ше k.

Для малых значений L и k предложенная модель достаточно мала,
поэтому её можно решить за приемлемое время. Однако модель мож-
но уменьшить согласно следующему наблюдению: l можно заменить
на (L−1, . . . , 1), поскольку любое число дополнительных заготовок дли-
ны L не меняет значения ∆(E). Кроме того, модель можно дополни-
тельно уменьшить, если вместо множества допустимых паттернов P f (E)
рассматривать множество неулучшаемых допустимых паттернов

P f
∗ (L, l) = {a ∈ Zm

+ | a⊤l 6 L, a⊤l + lm > L}, (3)

при этом множество Ck−1(L, l) значительно сократится. Также нужно
дополнительно изменить равенства (1) и (2) на неравенства со знаком > .

С помощью данной модели, можно найти примеры с максимальным
разрывом целочисленности для фиксированных L и k и с использовани-
ем теоремы 2 построить нижнюю оценку L non-IRUP примеров, решив
модель для всех k < L для некоторых фиксированных L.

3. Переборный алгоритм

Описанную в разд. 2 модель можно улучшить, рассмотрев структуру
множества Ck−1(L, l) ⊂ Zm

+ .
Любому c ∈ Ck−1(L, l) соответствует пример E = (L, l, c), для которо-

го z(E) ∈ {0, . . . , k−1} по построению множества Ck−1(L, l). И напротив,
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любому c′ /∈ Ck−1(L, l), c
′ ∈ Zm

+ , соответствует пример E′ = (L, l, c′), для
которого z(E′) > k.

Для интересующих нас примеров E = (L, l, b) с z(E) = k и как можно
большим значением ∆(E) выполняется следующее: b /∈ Ck−1(L, l) и для
каждого 1 6 i 6 m либо bi = 0, либо b − ei ∈ Ck−1(L, l) (здесь и далее
ei ∈ Zm

+ — паттерн, для которого eii = 1 и eij = 0 для любого 1 6 j 6 m,

j 6= i). Действительно, если для паттерна b′ с z((L, l, b′)) = k указанные
свойства не выполняются, можно, уменьшая координаты, «прижать» его
к множеству Ck−1(L, l), при этом значение ∆(E) не уменьшится. Назо-
вём паттерны b с данными свойствами граничными (border), и пусть
Bk(L, l) — множество всех таких паттернов. По сути линейно-целочис-
ленная модель из разд. 2 в качестве решения находит один из граничных
паттернов, однако множество Bk(L, l) там задано неявно. Далее множе-
ство паттернов Bk(L, l) строится в явном виде.

Назовём паттерн b чувствительным (sensitive), если при увеличении
числа заготовок любого типа на единицу оптимальное значение целой
целевой функции увеличивается, т. е. z((L, l, b)) < z((L, l, b + ei)) для
любого 1 6 i 6 m. Пусть Sk−1(L, l) — множество всех чувствительных
паттернов b, для которых z((L, l, b)) = k − 1. Очевидно, Sk−1(L, l) ⊆
Ck−1(L, l). Тогда все паттерны из множества

B′
k(L, l) = {s+ em | s ∈ Sk−1(L, l)}

граничные для Ck−1(L, l). Действительно, для любого s ∈ B′
k(L, l) имеем

z((L, l, s)) = k, s−em ∈ Ck−1(L, l) по построению, а для любого 1 6 i < m
имеем либо si = 0, либо s− ei ∈ Ck−1(L, l), поскольку

z((L, l, s − ei)) 6 z((L, l, s − em)) = k − 1

в силу li > lm: заготовку li в (L, l, s− em) можно заменить заготовкой lm
без увеличения оптимального значения целой целевой функции.

Все граничные паттерны b с bm > 0 можно преобразовать в чувстви-
тельные паттерны путём уменьшения bm на единицу. Таким образом,
между паттернами b ∈ Bk(L, l) с bm > 0 и паттернами s ∈ Sk−1(L, l)
можно построить взаимно однозначное соответствие. Для паттернов b ∈
Bk(L, l) с bm = 0 задачу можно свести к (m− 1)-мерной. Таким образом,

Bk(L, l) =
⋃

16i6m

{(s1, . . . , si−1, si + 1, 0, . . . , 0) | s ∈ Sk−1(L, (l1, . . . , li))}.

Между элементами множеств Sk−1(L, l) и Ck−1(L, (l1, . . . , lm−1)) так-
же можно построить взаимно однозначное соответствие. Действитель-
но, для любого s ∈ Sk−1(L, l) если отбросить из s последний элемент,
то получится паттерн s′ ∈ Ck−1(L, (l1, . . . , lm−1)). И обратно, рассмотрим
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паттерн c ∈ Ck−1(L, (l1, . . . , lm−1)), тогда паттерн c′ = (c1, . . . , cm−1, x)
принадлежит Sk−1(L, l) для некоторого 0 6 x 6 ⌊((k − 1)L− e⊤c)/lm⌋.

Для построения множества чувствительных паттернов Sk−1(L, l)
предлагается следующий алгоритм. Будем итеративно строить Si(L, l)
для всех 1 6 i < k.

Очевидно, что S0(L, l) = {0}, а S1(L, l) = P f
∗ (L, l) (3). Для перехода

от Si(L, l) к Si+1(L, l) используется структура данных под названием ас-
социативный массив, которая хранит множество пар «ключ, значение»
(все ключи попарно различны) и позволяет делать следующие опера-
ции: добавить пару, найти значение по ключу (или определить, что пары
с данным ключом нет), модифицировать значение по ключу и вернуть
список всех сохранённых пар. Алгоритм выглядит следующим образом.

1: Создать пустой ассоциативный массив A.
2: for all s ∈ Si(L, l) do

3: for all a ∈ P f
∗ (L, l) do

4: x← (s1 + a1, . . . , sm−1 + am−1)
5: y ← sm + am
6: if (в A нет ключа x) then
7: добавить в A пару (x, y)
8: else
9: A[x]← max(A[x], y)

10: end if
11: end for
12: end for
13: Si+1(L, l) = {(x1, . . . , xm−1, y) | (x, y) ∈ A}

Таким образом, для решения изначальной задачи достаточно постро-
ить множества Sk−1(L, (L, . . . , i)) для всех 1 6 i 6 m, на их основе
сформировать множество граничных паттернов Bk(L, (L, . . . , 1)), после
чего для каждого паттерна b ∈ Bk(L, (L, . . . , 1)) рассмотреть пример
E = (L, (L, . . . , 1), b) и для него найти значение zC(E). Максимум из зна-
чений k − zC(E) по всем таким примерам E будет искомым ответом.

Пространство перебора можно уменьшить, если рассматривать толь-
ко чувствительные паттерны для l = (L − i, . . . , i) для 1 6 i 6 ⌊L/2⌋.
Кроме того, вектор длин заготовок l = (L− 1, . . . , 1) можно не рассмат-
ривать, поскольку паттерны из Sk−1(L, (L−1, . . . , 1)) лежат в одной плос-
кости и соответствуют примерам E с ∆(E) = 0, а соответствующие им
граничные паттерны задают примеры E′ с ∆(E′) = (L− 1)/L < 1.
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Таблица 2

Результаты вычислительного эксперимента

L (L− 1)/L k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6+
4 0,75000 0,50000
5 0,80000 0,50000 0,50000
6 0,83333 0,66667 0,83333 0,83333
7 0,85714 0,66667 0,75000 0,75000 0,75000
8 0,87500 0,75000 0,87500 0,87500 0,87500 0,87500
9 0,88889 0,75000 0,88889 0,88889 0,88889 0,88889 0,88889
10 0,90000 0,80000 0,90000 0,90000 0,90000 0,90000 0,90000
11 0,90909 0,80000 0,90909 0,91667 0,91667 0,91667 0,91667
12 0,91667 0,83333 0,91667 0,93750 0,93750 0,93750 0,93750
13 0,92308 0,83333 0,92308 0,93333 0,93333 0,93333 0,93333
14 0,92857 0,85714 0,92857 0,94444 0,94444 0,94444 0,94444
15 0,93333 0,85714 0,93333 0,96667 0,96667 0,96667 0,96667
16 0,93750 0,87500 0,93750 1,00000 1,00000 1,00000

17 0,94118 0,87500 0,94118 0,96667 0,97222 0,97222
18 0,94444 0,88889 0,94444 1,00000 1,03333 1,03333

19 0,94737 0,88889 0,94737 0,97727 1,00000

20 0,95000 0,90000 0,95000 1,00000 1,00000

21 0,95238 0,90000 0,95238 1,00000 1,00000

22 0,95455 0,90909 0,95455 1,00000 1,01667

23 0,95652 0,90909 0,95652 1,00000

24 0,95833 0,91667 0,95833 1,03333

25 0,96000 0,91667 0,96000 1,00000

26 0,96154 0,92308 0,96154 1,03333

27 0,96296 0,92308 0,96296 1,02778

28 0,96429 0,92857 0,96429 1,02083

29 0,96552 0,92857 0,96552 1,02273

30 0,96667 0,93333 0,96667 1,03333

4. Вычислительные результаты

Описанные в разд. 2 и 3 алгоритмы были реализованы на C++ с ис-
пользованием CPLEX 12.7. Программы были запущены на машине Intel
Core i7-5820K 4,2 ГГц с 6 ядрами и 32 Гбайт оперативной памяти.

Результаты эксперимента для переборного алгоритма, описанного
в разд. 3, приведены в табл. 2. Поскольку рассматривались лишь векто-
ры l вида (L− 2, . . . , 2) и меньше, перебор был запущен только для зна-
чений k 6 L− 3. Случаи L 6 15 были рассмотрены полностью, для всех
них максимальный найденный разрыв целочисленности оказался мень-
ше 1. Общее время вычислений для L = 15 составило около 18 часов.
Для L 6 10 результаты были проверены при помощи модели, описанной
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в разд. 2, для l = (L − 1, . . . , 1), а для L 6 12 — при помощи этой же
модели, но в качестве l был рассмотрен вектор (L− 2, . . . , 2).

Для 16 6 L 6 30 были проведены частичные вычисления, среди ко-
торых были найдены non-IRUP примеры. Некоторые из этих non-IRUP
примеров приведены в табл. 1. Примеры, отмеченные звёздочкой, явля-
ются non-IRUP примерами для теоремы 4, а пример, отмеченный двумя
звёздочками, является non-IRUP примером для теоремы 3.

5. Заключение

В статье предложена геометрическая интерпретация, в рамках ко-
торой очерчены границы параметров примеров задачи раскроя E, для
которых ∆(E) < 1. Таким образом, показано, что все примеры E с m 6 2
и n =

∑
bi 6 4 имеют свойство IRUP. Эти границы точны, так как для

m = 3 и n = 5 приведены примеры E с ∆(E) > 1.
Также предложены линейно-целочисленная модель и переборный ал-

горитм, позволяющие находить примеры с максимальным разрывом це-
лочисленности, когда значения L, l и k = z(E) фиксированы. Удалось
вычислительно доказать, что все примеры задачи раскроя с L 6 15 име-
ют свойство IRUP. В то же время, были найдены примеры E с L = 16,
для которых ∆(E) = 1, что даёт точную границу на минимальное значе-
ние L, для которого существуют non-IRUP примеры. Также в ходе вы-
числений были обнаружены non-IRUP примеры c n = 5, что позволило
получить точную границу для минимального значения n, для которого
существуют non-IRUP примеры.
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Abstract. We consider the well-known one-dimensional cutting stock
problem in order to find some integer instances with the minimal
length L of a stock material for which the round-up property is not sat-
isfied. The difference between the exact solution of an instance of a cut-
ting stock problem and the solution of its linear relaxation is called
the integrality gap. Some instance of a cutting problem has the inte-
ger round-up property (IRUP) if its integrality gap is less than 1. We
present a new method for exhaustive search over the instances with
maximal integrality gap when the values of L, the lengths of demanded
pieces, and the optimal integer solution are fixed. This method allows us
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