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Аннотация. Рассматриваются преобразования независимых слу-
чайных величин над конечным линейно упорядоченным множе-
ством (цепью) операциями максимума и минимума. Исследуется во-
прос о возможности аппроксимации произвольного вероятностного
распределения над цепью путём (возможно, многократного) приме-
нения операций максимума и минимума к независимым случайным
величинам, имеющим распределения из некоторого заданного мно-
жества. Найдены условия, при которых аппроксимация заведомо
невозможна и при которых она становится возможной. Ил. 3, биб-
лиогр. 9.
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Введение

Одной из задач математической кибернетики, в которой рассматрива-
ются преобразования дискретных случайных величин, является порож-
дение случайных величин с требуемыми распределениями путём при-
менения дискретных детерминированных операций к независимым слу-
чайным величинам, имеющим распределения из некоторого начально-
го множества. Исследования в этой области ведутся по меньшей мере
с 1960-х гг., а наибольшего продвижения удалось достичь в изучении
преобразователей рациональных вероятностных распределений (см., на-
пример, [1, 2], а также обзор в [3]).

Помимо задачи о точном выражении требуемого распределения мож-
но рассматривать ослабленный «аппроксимационный» вариант: построе-
ние распределений, сколь угодно точно приближающих требуемое. Один
из первых результатов в этой задаче принадлежит Р. Л. Схиртладзе, ко-
торый показал в [4], что применение операций конъюнкции, дизъюнкции
и отрицания к независимым одинаково распределённым невырожденным
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бернуллиевским случайным величинам позволяет аппроксимировать лю-
бую бернуллиевскую случайную величину с любой наперёд заданной
точностью. В дальнейшем этот результат был усилен в [5] и независи-
мо в [6], где показано, что такими же возможностями обладает система
преобразующих функций, состоящая только из конъюнкции и дизъюнк-
ции. Интерес к этим задачам в настоящее время обусловлен в том числе
тем, что преобразования бернуллиевских случайных величин с помощью
конъюнкций и дизъюнкций оказываются удобной моделью для описания
«биохимических» вычислительных систем (см. [7]).

Одним из естественных обобщений конъюнкции и дизъюнкции на слу-
чай k-элементного множества являются операции минимума и максиму-
ма относительно линейного порядка на элементах. Для такой системы
операций в [8, 9] рассматривалась задача о точном выражении раци-
ональных вероятностных распределений. Настоящая работа дополняет
эти исследования рассмотрением задачи аппроксимации распределений
для той же системы, т. е. фактически обобщая результаты [4–6] на случай
k-элементного множества.

1. Определения и простейшие свойства

Будем рассматривать случайные величины со значениями в множе-
стве Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Распределение такой случайной величины —
вектор p = (p0, . . . , pk−1), компоненты которого удовлетворяют условиям
k−1∑
i=0

pi = 1 и pi > 0, i = 0, . . . , k − 1. Множество распределений образует

в R
k симплекс, который будем обозначать S(k). Вершины симплекса S(k)

обозначим через e(0) = (1, 0, . . . , 0), . . . , e(k−1) = (0, . . . , 0, 1). Носите-

лем распределения p ∈ S(k) называется множество µ(p) = {i ∈ Ek |
pi > 0} ⊆ Ek.

Пусть множество Ek — цепь, т. е. его элементы упорядочены линейно
(0 < 1 < · · · < k − 1), а x ∨ y и x ∧ y — соответствующие этому порядку
операции максимума и минимума. Если X и Y — независимые случайные
величины над Ek, имеющие распределения p и q соответственно, то X∨Y
и X ∧ Y — также случайные величины над Ek, распределения которых
будем обозначать через p ∨̂q и p ∧̂q. Для компонент этих распределений
несложно вывести следующие формулы:

(p ∨̂ q)i =
∑

j∨l=i

pjql = piqi +

i−1∑

j=0

pjqi +

i−1∑

l=0

piql, (1)

(p ∧̂ q)i =
∑

j∧l=i

pjql = piqi +

k−1∑

j=i+1

pjqi +

k−1∑

l=i+1

piql,
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где суммы считаются равными нулю, если верхний индекс меньше ниж-
него. Таким образом, ∨̂ и ∧̂ являются вектор-функциями из (S(k))2 в S(k);
будем говорить, что они индуцированы функциями ∨ и ∧ соответственно.
Отметим, что так же, как и ∨,∧, операции ∨̂, ∧̂ коммутативны и ассоци-
ативны.

Аналогично тому, как минимум и максимум обобщают булевы конъ-
юнкцию и дизъюнкцию, можно обобщить на Ek булево отрицание, рас-
смотрев функцию r(x) = k− 1− x. Тогда для введённых на Ek функций
имеет место аналог двойственности булевых конъюнкции и дизъюнкции:

r(x ∧ y) = r(x) ∨ r(y), r(x ∨ y) = r(x) ∧ r(y). (2)

Функция r̂ : S(k) → S(k), индуцированная r(x), удовлетворяет равенствам
(r̂(p))i = pk−1−i, i ∈ Ek. Непосредственно проверяются (см. теорему 1
в [9]) аналогичные (2) соотношения двойственности для индуцированных
функций:

r̂(p ∧̂ q) = r̂(p) ∨̂ r̂(q), r̂(p ∨̂ q) = r̂(p) ∧̂ r̂(q). (3)

Поскольку распределения на Ek являются также элементами R
k, для

них определены операции сложения и умножения на число, результат
которых в общем случае может уже не лежать в S(k). Тем не менее,
для любых распределений p,q ∈ S(k) и любого числа α ∈ [0; 1] выпук-
лая комбинация αp + (1 − α)q также является распределением. Можно
рассматривать выпуклые комбинации нескольких распределений. Опре-
делим выпуклую оболочку распределений p(1), . . . ,p(s):

Conv(p(1), . . . ,p(s)) =

{
s∑

j=1

αjp
(j) |

s∑

j=1

αj = 1, α1, . . . , αs > 0

}
.

Отметим, что S(k) = Conv(e(0), . . . , e(k−1)), а коэффициенты в представ-
лении распределения p = (p0, . . . , pk−1) в качестве выпуклой комбинации
распределений e(0), . . . , e(k−1) равны p0, . . . , pk−1.

Имеет место дистрибутивность операций ∨̂, ∧̂ относительно взятия
выпуклой комбинации распределений, а именно:

(
s∑

j=1

αjp
(j)

)
∨̂ q =

s∑

j=1

αj(p
(j) ∨̂ q),

(
s∑

j=1

αjp
(j)

)
∧̂ q =

s∑

j=1

αj(p
(j) ∧̂ q).

(4)

Применение операций ∨̂, ∧̂ к начальным распределениям позволяет
выражать новые распределения, которые затем могут быть также ис-
пользованы для дальнейшего порождения распределений. Наименьшее
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по включению множество распределений, замкнутое относительно опе-
раций ∧̂, ∨̂, содержащее заданное множество G ⊆ S(k) и включающее все
свои предельные точки, будем обозначать через W (G). В терминологии
работы [3] множество W (G)— аппроксимационная алгебра распределе-
ний, порождённая G, замкнутая относительно операций, индуцирован-
ных ∧,∨. Содержательно множество W (G) описывает распределения,
которые могут быть приближены с любой наперёд заданной точностью
путём применения операций ∧,∨ к независимым случайным величинам
с распределениями из G. В случае одноэлементного множества G = {g}
вместо W ({g}) будем писать W (g).

Несложно проверить, что W (G) является оператором замыкания
на множествах распределений. В терминах оператора W результаты
из [4] могут быть сформулированы следующим образом: если p ∈ S(2)

и µ(p) = E2, то W ({p, r̂(p)}) = S(2). В [5, 6] этот результат усилен
до W (p) = S(2). Наша дальнейшая цель заключается в исследовании
свойств замыканий W (G) для G ⊆ S(k) при k > 2.

2. Ограничения возможности аппроксимации распределений

В данном разделе мы покажем, что при k > 2 существуют нетриви-
альные подмножества распределений, замкнутые относительно операто-
ра W. В случае k = 2, как следует из результатов в [5], замкнутыми будут
только подмножества {e(0)}, {e(1)}, {e(0), e(1)} и S(2).

Определим на распределениях p ∈ S(k) числовые функции S<i(p)
и S>i(p) для всех i ∈ Ek следующим образом:

S<i(p) = p0 + · · ·+ pi−1, S>i(p) = pi + · · ·+ pk−1.

Будем считать по определению, что S<0(p) = 0. При всех i ∈ Ek выпол-
нены соотношения S<i(p) + S>i(p) = 1, а также S<i(r̂(p)) = S>k−i(p)
и S<i(p) = S>k−i(r̂(p)). Фактически S<i(p) и S>i(p) выражают веро-
ятности того, что случайная величина с распределением p принимает
значение, меньшее и соответственно не меньшее чем i.

Следующая лемма может быть как непосредственно проверена с ис-
пользованием равенств (1), так и выведена из вероятностной интерпре-
тации функции S<i(p) и определения операции ∨̂.

Лемма 1. Если p,q ∈ S(k) и i ∈ Ek, то S<i(p ∨̂ q) = S<i(p)S<i(q).

Из соотношений двойственности (3) легко вытекает аналогичное лем-
ме 1 утверждение относительно S>i(p).

Следствие 1. Если p,q ∈ S(k) и i ∈ Ek, то S>i(p ∧̂q) = S>i(p)S>i(q).
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Для числа α > 1 и индекса i ∈ Ek определим следующие множества:

L(i, α) = {p ∈ S(k) | S<i(p) 6 (S<i+1(p))
α},

U(i, α) = {p ∈ S(k) | S>i+1(p) 6 (S>i(p))
α}.

Возникающее в формулах выше при i = k − 1 значение S>k(p) пола-
гаем по определению равным 0, а значение S<k(p), также по определе-
нию, равным 1. С учётом этих доопределений получаем, что множества
L(0, α), L(k − 1, α), U(0, α) и U(k − 1, α) совпадают с S(k) при любом
α > 1. Все остальные множества (с индексами i ∈ {1, . . . , k − 2}), опре-
делённые при k > 2, отличны от S(k), так как заведомо не содержат
распределений (p, 0, . . . , 0, 1 − p) при 0 < p < 1.

Рис. 1. Верхняя граница множества L(1, α) (штриховой
пунктир) и множества U(1, α) (точечный пунктир),

содержащих заданное распределение p ∈ S(3)

Примеры нетривиальных множеств L(1, α),U(1, α) ⊂ S(3), содержа-
щих заданное распределение p ∈ S(3), изображены на рис. 1 в проекции
симплекса S(3) на плоскость (p0, p2). Оба множества представляют собой
криволинейные треугольники, у которых две стороны совпадают с ко-
ординатными осями, а третья задаётся уравнением S<1(p) = (S<2(p))

α

или S>2(p) = (S>1(p))
α соответственно.

Множества L(i, α) и U(k − i − 1, α) двойственны относительно отоб-
ражения r̂ в следующем смысле:

{r̂(p) | p ∈ L(i, α)} = {r̂(p) | S<i(p) 6 (S<i+1(p))
α}

= {r̂(p) | S>k−i(r̂(p)) 6 (S>k−i−1(r̂(p)))
α}

= {q | S>k−i−1+1(q) 6 (S>k−i−1(q))
α} = U(k − i− 1, α).

Покажем, что оба семейства множеств замкнуты относительно W.

Теорема 1. Для любых α > 1 и i ∈ Ek выполнены соотношения

W (L(i, α)) = L(i, α) и W (U(i, α)) = U(i, α).
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Доказательство. Поскольку множества L(i, α) и U(k − i − 1, α)
двойственны, равно как и функции ∨̂ и ∧̂, достаточно доказать утвер-
ждение теоремы только для одного из множеств; будем доказывать его
для L(i, α). Из определения L(i, α) очевидно, что оно содержит все
свои предельные точки. Пусть заданы α > 1, i ∈ Ek и распределения
p,q ∈ L(i, α). Покажем, что тогда p ∨̂ q ∈ L(i, α) и p ∧̂ q ∈ L(i, α).

Из леммы 1 и определения множества L(i, α) получаем

S<i(p ∨̂ q) = S<i(p)S<i(q) 6 (S<i+1(p))
α(S<i+1(q))

α

= (S<i+1(p)S<i+1(q))
α = (S<i+1(p ∨̂ q))α,

откуда следует, что p ∨̂ q ∈ L(i, α). Покажем теперь, что p ∧̂ q ∈ L(i, α).
По следствию 1 и свойствам функций S<i, S>i имеем

S<i(p ∧̂ q) = 1− S>i(p ∧̂ q) = 1− S>i(p)S>i(q)

= 1− (1− S<i(p))(1 − S<i(q)) = 1− 1 + S<i(p) + (1− S<i(p))S<i(q)

6 S<i(p)+(1−S<i(p))(S<i+1(q))
α = (S<i+1(q))

α+(1−(S<i+1(q))
α)S<i(p)

6 (S<i+1(q))
α + (1− (S<i+1(q))

α)(S<i+1(p))
α.

Вместе с тем, также из свойств функций S<i, S>i вытекает, что

S<i+1(p ∧̂ q) = 1− (1− S>i+1(p))(1 − S>i+1(q))

= S<i+1(q) + (1− (S<i+1(q))S<i+1(p).

Таким образом, для доказательства утверждения теоремы достаточно
показать, что выполнено неравенство

(S<i+1(q))
α + (1 − (S<i+1(q))

α)(S<i+1(p))
α

6 (S<i+1(q) + (1− (S<i+1(q))S<i+1(p))
α. (5)

Обозначим S<i+1(q) через a, S<i+1(p) через t и рассмотрим функцию

f(t) = a+ (1− a)t− (aα + (1− aα)tα)1/α,

в которой a ∈ [0; 1] — параметр, а t ∈ [0; 1] — переменная, при этом α > 1
по условию теоремы. Тогда выполнение неравенства (5) равносильно
неотрицательности функции f(t) на отрезке [0; 1] при всех значениях
параметра a ∈ [0; 1].

Легко видеть, что f(0) = f(1) = 0. Найдём первые две производ-
ные f(t):

f ′(t) = (1− a)− (aα + (1− aα)tα)
1

α
−1(1− aα)tα−1,

f ′′(t) = −(1− aα)((aα + (1− aα)tα)
1

α
−1tα−1)′

= −(1− aα)

ÅÅ
1

α
− 1

ã
(aα + (1− aα)tα)

1

α
−2(1− aα)αtα−1tα−1
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+ (aα + (1− aα)tα)
1

α
−1(α− 1)tα−2

ã

= −(1− aα)(aα +(1− aα)tα)
1

α
−2tα−2(α− 1)(−(1− aα)tα + aα + (1− aα)tα)

= −(α− 1)(1− aα)aαtα−2(aα + (1− aα)tα)
1

α
−2.

Поскольку при t ∈ (0; 1) выполнено f ′′(t) < 0, получаем f(t) > 0, что
и требовалось доказать. Теорема 1 доказана.

Следствие 2. Если G = {g(1), . . . ,g(s)} ⊂ S(k) и найдётся такое i ∈

{1, 2, . . . , k − 2}, что g
(j)
i > 0 при всех j = 1, . . . , s, то W (G) 6= S(k).

Доказательство. Пусть i ∈ {1, 2, . . . , k−2} удовлетворяет условиям
утверждения. Тогда положим

α = min
j=1,...,s

log S<i(g
(j))

log S<i+1(g(j))
.

Из условий g
(j)
i > 0 для j = 1, . . . , s вытекает, что S<i(g

(j)) < S<i+1(g
(j)),

а это, в свою очередь, влечёт α > 1. По определению α справедливо
G ⊆ L(i, α), в силу чего W (G) ⊆ W (L(i, α)) = L(i, α) ⊂ S(k). Поскольку
последнее включение строгое, следствие 2 доказано.

Из следствия 2, в частности, следует, что при k > 2 никакой конечный
набор распределений, носители которых совпадают с Ek, не позволяет
аппроксимировать произвольное распределение. Кроме того из сохране-
ния любых подмножеств Ek операциями ∨,∧ получается, что при k > 2
любое распределение g ∈ S(k) удовлетворяет неравенству W (g) 6= S(k).

Отметим, что по заданному набору распределений G, удовлетворяю-
щему условиям следствия 2, можно также построить множество U(i, β),
содержащее G, и тем самым ещё сильнее ограничить множество ап-
проксимируемых распределений, поскольку будет иметь место включе-
ние W (G) ⊆ L(i, α) ∩U(i, β).

3. Аппроксимируемые распределения

Результаты разд. 2 показывают, что в отличие от случая k = 2 в об-
щем случае одноэлементное множество начальных распределений не поз-
воляет аппроксимировать произвольное распределение. Тем не менее, да-
же одноэлементное множество порождает достаточно обширное подмно-
жество заведомо аппроксимируемых распределений.

Теорема 2. Пусть p ∈ S(k) удовлетворяет равенству µ(p) = Ek. Тогда

Conv(e(i−1), e(i)) ⊆ W (p) для всех i ∈ Ek \ {0}.
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Доказательство. Следующие ниже рассуждения основаны на по-
строении последовательности распределений, элементы которой по оче-
реди приближают все отрезки Conv(e(i−1), e(i)) для i = 1, . . . , k− 1. Фак-
тически с ростом номера элементы последовательности «перемещаются»
вдоль некоторой кривой, проходящей достаточно близко от фигурирую-
щих в формулировке теоремы рёбер симплекса S(k). Эскиз этой «тра-
ектории» в случае k = 4 представлен на рис. 2; пунктиром показана
«траектория» последовательности, приближающей распределение e(0).

Рис. 2. «Траектории» приближения распределений
в доказательстве теоремы 2

Положим g(0) = p и далее определим g(m+1) = g(m) ∧̂ p. Тогда, оче-
видно, g(m) ∈ W (p). В силу следствия 1 для всех i ∈ Ek выполнено

S>i(g
(m+1)) = S>i(g

(m))S>i(p) = · · · = (S>i(p))
m+1. (6)

По условию теоремы µ(p) = Ek, поэтому для всех i 6= 0 имеет место
S>i(p) < 1, откуда получаем, что S>i(g

(m)) = (S>i(p))
m → 0 при m → ∞

для всех i ∈ Ek \ {0}. Таким образом, последовательность g(m) сходится
к e(0) при m → ∞, что, естественно, влечёт e(0) ∈ W (p).

Покажем, что для любого α > 1 найдётся такой номер m0, что при
всех i ∈ Ek и m > m0 выполнено g(m) ∈ L(i, α). Пусть α > 1 фикси-

ровано. Для каждого i ∈ Ek \ {0} положим βi =
logS>i(p)

logS>i−1(p)
. Посколь-

ку µ(p) = Ek, выполнено S>i−1(p) − S>i(p) = pi−1 > 0, откуда 1 >
S>i−1(p) > S>i(p), что влечёт 0 > log S>i−1(p) > logS>i(p) и, следова-
тельно, βi > 1 при всех i ∈ Ek \ {0}. В силу выбора значений βi для
всех i ∈ Ek \ {0} выполнено равенство S>i(p) = (S>i−1(p))

βi . Вместе
с соотношениями (6) из этого получаем, что при всех m

S>i(g
(m)) = (S>i(p))

m = (S>i−1(p))
βim = (S>i−1(g

(m)))βi . (7)
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Рассмотрим функции fi(t) = (1−tβi)α−1+t при t ∈ [0; 1]. Производная
функции fi(t) по переменной t равна

f ′
i(t) = α(1 − tβi)α−1βi(−tβi−1) + 1.

Из условий α > 1 и βi > 1 получаем, что f ′
i(0) = 1, при этом fi(0) = 0,

а следовательно, для достаточно малых значений переменной t > 0 имеет
место fi(t) > 0. Иначе говоря, для каждого i ∈ Ek\{0} найдётся такое Ti,
что fi(t) > 0 при t ∈ (0;Ti). Полагая T = min

i∈Ek\{0}
Ti, для всех i ∈ Ek \ {0}

при t ∈ (0;T ) имеем неравенство fi(t) > 0, эквивалентное

(1− tβi)α > 1− t. (8)

Для последовательности g(m), как показано ранее, S>i(g
(m)) → 0

при m → ∞ для всех i ∈ Ek \ {0}, поэтому найдётся такое m0, что для
всех i ∈ Ek \ {0} при m > m0 выполнено S>i(g

(m)) < T. Тогда для каж-
дого i = 2, 3, . . . , k − 1, подставляя S>i−1(g

(m)) в неравенство (8) вместо
переменной t, получаем

(1− (S>i−1(g
(m)))βi)α > 1− S>i−1(g

(m)).

Принимая во внимание (7) и соотношение S<i(g
(m)) + S>i(g

(m)) = 1,
приходим к неравенству

(S<i(g
(m)))α > S<i−1(g

(m)),

выполненному для i = 2, 3, . . . , k − 1, что, очевидно, эквивалентно вы-
полнению неравенства S<i(g

(m)) < (S<i+1(g
(m)))α для i = 1, 2, . . . , k − 2,

а это означает принадлежность g(m) ∈ L(i, α) для соответствующих зна-
чений i. Поскольку L(0, α) = L(k− 1, α) = S(k), включение g(m) ∈ L(i, α)
имеет место для всех i ∈ Ek.

Покажем, что для любых ∆ > 0, i ∈ Ek \ {0} и q ∈ Conv(e(i−1), e(i))
найдётся такое распределение q′ ∈ W (p), что max

j∈Ek

|qj − q′j| < ∆. Отсюда

сразу будет следовать, что Conv(e(i−1), e(i)) ⊆ W (p).
Пусть далее ∆ > 0 фиксировано; без ограничения общности можно

считать, что ∆ < 1, так как иначе в качестве распределения q′ можно
взять любой элемент из W (p). Выберем α > log(∆/6)

log(1−∆/6) , тогда из нера-
венств 0 < ∆ < 1 вытекает, что α > 1. При этом в силу определения α
будет выполнено неравенство

1−∆/6 < (∆/6)1/α. (9)

Как показано выше, для выбранного α > 1 найдётся такой номер m0,
что g(m) ∈ L(i, α) при m > m0 для всех i ∈ Ek. Кроме того, g(m) → e(0)
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при m → ∞, поэтому существует такой номер m1 > m0, что

max
i∈Ek

∣∣g(m1)
i − e

(0)
i

∣∣ < ∆/6.

Обозначим h = g(m1) и далее определим последовательность распреде-
лений, положив h(0) = h ∈ W (p) и h(n+1) = h(n) ∨̂h ∈ W (p). Из леммы 1
вытекает, что для i ∈ Ek выполнено

S<i(h
(n+1)) = S<i(h

(n))S<i(h) = · · · = (S<i(h))
n+1,

откуда следует, что S<i(h
(n)) монотонно убывают к 0 при n → ∞ для

всех i ∈ Ek. Отметим, что в силу условия hk−1 < ∆/6, вытекающего
из выбора h, выполнены соотношения

S<i(h
(n))− S<i(h

(n+1)) = (S<i(h))
n − (S<i(h))

n+1

= (S<i(h))
n(1− S<i(h)) 6 hk−1 < ∆/6, (10)

т. е. с увеличением номера n на единицу каждая из величин S<i(h
(n))

для i ∈ Ek уменьшается не более чем на ∆/6.
Покажем, что для каждого j ∈ Ek \ {0} найдётся номер nj, для кото-

рого выполнены неравенства

S<j−1(h
(nj)) < ∆/3, h

(nj )
j−1 > 1−∆/2, S>j(h

(nj )) < ∆/6, (11)

т. е. фактически h(nj) приближает распределение e(j−1) с покоординат-
ной точностью не менее ∆/2. В качестве значения n1 можно взять 0, так
как h(0) = h, и при этом выполнено 1 − h0 < ∆/6, что влечёт как нера-
венство h0 > 1−∆/6 > 1−∆/2, так и неравенство S>1(h) < ∆/6. Пусть
далее j > 1.

В силу выбора h и построения последовательности h(n) для всех n
выполнены соотношения S<j−1(h

(n)) 6 (S<j(h
(n)))α, откуда

S<j(h
(n)) > (S<j−1(h

(n)))1/α.

Рассмотрим такие номера n, что S<j−1(h
(n)) > ∆/6. Тогда для этих n

также выполнены соотношения

S>j(h
(n)) = 1− S<j(h

(n)) 6 1− (S<j−1(h
(n)))1/α < 1− (∆/6)1/α,

что в силу условия (9), которому удовлетворяет α, влечёт для соответ-
ствующих n неравенство

S>j(h
(n)) < 1− (1−∆/6) = ∆/6.

Пусть nj таково, что S<j−1(h
(nj)) > ∆/6, а S<j−1(h

(nj+1)) < ∆/6. Тогда
из неравенства (10) следует, что ∆/6 < S<j−1(h

(nj)) < ∆/3. Вместе с тем,
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по ранее доказанному также имеет место неравенство S>j(h
(nj )) < ∆/6.

Отсюда

h
(nj)
j−1 = 1− S>j(h

(nj))− S<j−1(h
(nj)) > 1−∆/6−∆/3 = 1−∆/2.

Таким образом, для выбранного nj неравенства (11) выполнены. Отме-
тим, что из монотонного убывания последовательностей S<j(h

(n)) с ро-
стом n вытекают соотношения n1 < n2 < · · · < nk−1.

Пусть далее задано некоторое распределение q = ηe(j−1)+(1−η)e(j) ∈

Conv(e(j−1), e(j)), где j ∈ Ek \{0} и η ∈ [0; 1] фиксированы. Покажем, что
в построенной последовательности распределений h(n) найдётся распре-
деление q′, удовлетворяющее неравенству max

i∈Ek

|qi − q′i| < ∆.

Заметим, что для любого i ∈ Ek и любого номера n в силу нера-
венств (10) выполнено

∣∣h(n)i −h
(n+1)
i

∣∣ = |S<i+1(h
(n))−S<i(h

(n))− (S<i+1(h
(n+1))−S<i(h

(n+1)))|

6 |S<i+1(h
(n))− S<i+1(h

(n+1))|+ |S<i(h
(n))− S<i(h

(n+1))| < ∆/3. (12)

Рассмотрим распределения h(n) с номерами nj 6 n 6 nj+1. Из выбора

номеров nj вытекает, что h
(nj)
j−1 > 1 −∆/2 и h

(nj+1)
j−1 6 S<j(h

nj+1) < ∆/3.

Вместе с неравенством (12) это означает, что значения h
(n)
j−1 при nj 6

n 6 nj+1 образуют ∆/2-сеть на отрезке [0; 1], а значит, для заданного
значения η ∈ [0; 1], обязательно найдётся такой номер n′, nj 6 n′ 6

nj+1, что
∣∣h(n

′)
j−1 − η

∣∣ < ∆/2. Кроме того, будут выполнены следующие
соотношения:

S<j−1(h
(n′)) 6 S<j−1(h

(nj)) < ∆/3,

S>j+1(h
(n′)) = 1− S<j+1(h

(n′))

6 1− S<j+1(h
(nj+1)) = S>j+1(h

(nj+1)) < ∆/6,

из которых вытекает, что

∣∣1−η−h
(n′)
j

∣∣ =
∣∣∣∣∣
k−1∑

i=0

h
(n′)
i −η−h

(n′)
j

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣

j−2∑

i=0

h
(n′)
i

∣∣∣∣∣+
∣∣h(n

′)
j−1−η

∣∣+
∣∣∣∣∣

k−1∑

i=j+1

h
(n′)
i

∣∣∣∣∣

= S<j−1(h
(n′)) +

∣∣h(n
′)

j−1 − η
∣∣+ S>j+1(h

(n′)) < ∆/3 + ∆/2 + ∆/6 = ∆.

Итак,

max
i∈Ek

∣∣qi − h
(n′)
i

∣∣ < max{∆/6,∆/2,∆,∆/3} = ∆,
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а значит, h(n′) можно взять в качестве искомого распределения q′. В силу
произвольности j ∈ {1, . . . , k − 1}, µ ∈ [0; 1] и величины ∆ > 0 теорема 2
доказана.

Очевидно, что вместе с Conv(e(i−1), e(i)) в множестве W (p) также ле-
жат множества

{p ∧̂ h | h ∈ Conv(e(i−1), e(i))}, {p ∨̂ h | h ∈ Conv(e(i−1), e(i))}.

В случае распределений на трёхэлементном множестве соотношения (4)
позволяют получить более простое описание заведомо аппроксимируе-
мых распределений.

Следствие 3. Пусть p = (p0, p1, p2) ∈ S(3) и µ(p) = E3. Тогда W (p) ⊃
{(g0, g1, g2) | g0 6 p0, g2 6 p2}.

Доказательство. Пусть g = (g0, g1, g2) таково, что g0 6 p0 и g2 6 p2.
Покажем, что g ∈ W (p). Положим η = g0

p0
, θ = g2

p2
. По условию следствия

выполнены неравенства 0 6 η, θ 6 1. Тогда из теоремы 2 следует, что

q = ηe(0) + (1− η)e(1) ∈ W (p), r = (1− θ)e(1) + θe(2) ∈ W (p).

Рассмотрим (p ∨̂ q) ∧̂ r ∈ W (p). Поскольку p = p0e
(0) + p1e

(1) + p2e
(2),

с помощью соотношений (4) получаем

(p ∨̂ q) ∧̂ r = ((p0e
(0) + p1e

(1) + p2g
(2)) ∨̂ (ηe(0) + (1− η)e(1))) ∧̂ r

= (p0ηe
(0) + p0(1− η)e(1) + p1e

(1) + p2e
(2)) ∧̂ ((1 − θ)e(1) + θe(2))

= p0ηe
(0) + (p0 − p0η + p1)e

(1) + p2(1− θ)e(1) + p2θe
(2)

= g0e
(0) + (p0 + p1 + p2 − g0 − g2)e

(1) + g2e
(2)

= g0e
(0) + g1e

(1) + g2e
(2) = g.

Следствие 3 доказано.

Для заданного распределения p ∈ S(3), удовлетворяющего µ(p) = E3,
положим G0 = {(g0, g1, g2) | g0 6 p0, g2 6 p2} и

Gn+1 = {p ∧̂ g | g ∈ Gn} ∪Gn ∪ {p ∨̂ g | g ∈ Gn}.

Тогда из следствия 3 легко вытекает, что Gn ⊆ W (p) при всех n. По-
видимому, при условии µ(p) = E3 в действительности имеет место ра-

венство W (p) =
∞⋃
n=0

Gn, однако доказать это пока не удалось. Пример

множества G4, получающегося таким образом, изображён на рис. 3.
Аппроксимация произвольных распределений становится возможной,

если в множество начальных распределений включать такие, у которых
носитель отличен от Ek. Следующая теорема является в определённом
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Рис. 3. Множество G2, построенное по распределению p:
прямоугольники подписаны минимальным номером множества Gi,

i = 0, 1, 2, в которое они входят; пунктиром показаны границы
минимальных множеств L(1, α) и U(1, α), содержащих p.

смысле «аппроксимационным» аналогом теоремы 5 из [9] о точной вы-
разимости рациональных распределений. В её доказательстве использу-
ются идеи, аналогичные теореме 27 из [3].

Теорема 3. Пусть p ∈ S(k) удовлетворяет µ(p) = {0, k − 1}. Тогда

W ({p, e(0), . . . , e(k−1)}) = S(k).

Доказательство. Для краткости множествоW ({p, e(0) , . . . , e(k−1)})
обозначим через W.

Операции ∧,∨ сохраняют множество {0, k−1}, и имеет место неслож-
но устанавливаемый изоморфизм множества {0, k − 1} множеству E2,
при котором операции ∧,∨ на {0, k − 1} переходят в соответствующие
операции на E2. Из теоремы 2 следует, что распределение из S(2) с но-
сителем, равным E2, позволяет аппроксимировать любое распределение
из Conv(e(0), e(1)), а значит, (в силу описанного выше изоморфизма) име-
ют место включения W ⊇ W (p) ⊇ Conv(e(0), e(k−1)).

Далее докажем индукцией по l, что Conv(e(i1), . . . , e(il)) ⊆ W для лю-
бых i1, . . . , il. Основание индукции (случай l = 1) тривиально обеспечи-
вается тем, что e(0), . . . , e(k−1) ∈ W. Пусть утверждение верно для l = L.
Покажем, что оно также выполняется и для l = L+ 1. Без ограничения
общности можно считать, что i1 < i2 < · · · < iL+1. Поскольку доказано,
что e(iL+1) ∈ W и Conv(e(0), e(k−1)) ⊆ W, а по предположению индукции
также выполнено Conv(e(i1), . . . , e(iL)) ⊆ W, согласно (4) получаем

W ⊇ {q ∨̂ (r ∧̂ e(iL+1)) | q ∈ Conv(e(i1), . . . , e(iL)), r ∈ Conv(e(0), e(k−1))}

= {q ∨̂ r′ | q ∈ Conv(e(i1), . . . , e(iL)), r′ ∈ Conv(e(0), e(iL+1))}

=

{(
L∑

j=1

αje
(ij)

)
∨̂ (βe(0) + (1− β)e(iL+1)) | αj > 0,

L∑

j=1

αj = 1, β ∈ [0; 1]

}
.
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Полученное выражение можно преобразовать следующим образом:
(

L∑

j=1

αje
(ij)

)
∨̂ (βe(0) + (1− β)e(iL+1))

=
L∑

j=1

βαj(e
(ij ) ∨̂ e(0)) + αj(1− β)(e(ij) ∨̂ e(iL+1))

=

L∑

j=1

βαje
(ij) + αj(1− β)e(iL+1) = (1− β)e(iL+1) +

L∑

j=1

βαje
(ij), (13)

откуда легко видеть, что при всевозможных α1, . . . , αL, β ∈ [0; 1] таких,

что
L∑

j=1
αj = 1, множество распределений, заданное (13), есть в точности

Conv(e(i1), . . . , e(iL+1)). Шаг индукции завершён. Теорема 3 доказана.

Из теорем 2 и 3, а также транзитивности замыкания W дополнитель-
но вытекает

Следствие 4. Пусть p,q ∈ S(k) удовлетворяют µ(p) = {0, k − 1}
и µ(q) = Ek соответственно. Тогда W ({p,q}) = S(k).

Заключение

Доказанные в работе теоремы позволяют для широкого класса мно-
жеств начальных распределений G проверять возможность аппроксима-
ции произвольного распределения, т. е. выполнение (или невыполнение)
равенства W (G) = S(k). Вместе с тем, вопрос о полном описании W (G)
для произвольного множества G остаётся открытым, даже если ограни-
читься рассмотрением конечных множеств G.

Автор выражает благодарность О. М. Касим-Заде за внимание к дан-
ной работе.
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Abstract. We consider the transformations of independent random
variables over a linearly ordered finite set (a chain) by the join and meet
operations. We investigate the possibility of approximating an arbitrary
probability distribution on a chain by means of a (possibly iterated) ap-
plication of the join and meet operations to independent random vari-
ables with distributions from a given set. We establish some conditions
under which the approximation is impossible and the conditions when
it becomes possible. Illustr. 3, bibliogr. 9.
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