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Аннотация. Изучается задача о построении оптимальных упако-
вок наборами конгруэнтных кругов в компактные невыпуклые од-
носвязные плоские множества. В качестве критерия оптимально-
сти рассматривается максимизация радиуса кругов при фиксиро-
ванном их количестве. Развиты теоретические методы решения за-
дачи, основанные на конструкциях субдифференциального исчис-
ления, и предложен подход к построению субоптимальных упако-
вок — упаковок, в общем случае близких к оптимальным. Осно-
ву разработанных численных алгоритмов составляют итерацион-
ные процедуры, учитывающие по существу расположение текуще-
го центра элемента упаковки, центров ближайших к нему сосед-
них элементов и точек границы фигуры. В алгоритмах использу-
ется схема суперградиентного подъёма, параметры которого могут
варьироваться в зависимости от числа элементов упаковки и гео-
метрии множества. Создан программный комплекс, эффективность
работы которого продемонстрирована на примерах численного по-
строения субоптимальных упаковок в невыпуклые фигуры, ограни-
ченные овалом Кассини, гипотрохоидой и кардиоидой. Ил. 6, биб-
лиогр. 37.
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Введение

При обработке множеств нетривиальной геометрии в теории управ-
ления и дифференциальных играх [1, 2], а также при решении широ-
кого спектра практических задач требуется выполнять аппроксимацию
множеств наборами унифицированных элементов. Одним из подходов
к решению проблемы аппроксимации плоского компактного множества
является оптимальная упаковка кругов равного радиуса. В наиболее рас-
пространённой постановке задача о построении оптимальной упаковки
сводится к нахождению набора из заданного числа конгруэнтных кругов,
которые вложены в рассматриваемое множество и не пересекаются по-
парно по своим внутренним точкам. Критерием оптимальности выбрана
максимизация радиуса кругов. Ранее авторы изучали данную проблему
для выпуклых фигур [3, 4], но особенно сложной и в то же время акту-
альной является задача упаковки для невыпуклых множеств (см., напри-
мер, [5,6]). В общем случае трудно найти аналитическое выражение для
решения данной задачи, это возможно лишь в случае небольшого чис-
ла элементов и фигуры простой геометрии как, например, в работе [7].
Поэтому активно развиваются численные методы построения упаковок,
которые, строго говоря, неоптимальны, но позволяют оценить, насколь-
ко радиус их кругов отличается от максимально возможного (см., на-
пример, [8, 9]). Одним из распространённых подходов к решению задач
является метод возможных направлений Зонтендейка, активно исполь-
зующийся в [10, 11]. Другой часто встречающейся процедурой является
так называемый «жадный» алгоритм оптимизации по группам перемен-
ных [12]. Перспективным представляется метод сужающихся окрестно-
стей [13]. Из последних направлений, которые используются партнёрами
авторов, можно выделить оптико-геометрический подход [14] и метод
«бильярдного» моделирования [15], а также вычислительные алгорит-
мы, основанные на физической аналогии распространения света [16,17].
Ранее авторы использовали для решения задачи о построении упаковки
процедуры разбиения множества на зоны влияния точек и отыскания
максимальной упаковки одного элемента в каждую из зон [18]. В данной
статье развиты методы и предложены численные алгоритмы, использу-
ющие выявленные свойства негладкой функции, равной максимальному
радиусу круга, который может быть расположен с центром в заданной
точке, не пересекаясь по внутренним точкам с другими кругами и не вы-
ходя за пределы заданной фигуры. В основе методов и численных про-
цедур лежат конструкции субдифференциального исчисления в смысле
выпуклого анализа [19,20]. В работе предложен подход к построению суб-
оптимальных упаковок. Термин «субоптимальность» используется как
в многокритериальных, так и в скалярных оптимизационных задачах,
при этом он наделён многими смысловыми оттенками. В данном случае
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он используется для обозначения решения, отвечающего локальному оп-
тимуму. Кроме того, термин фиксирует предложенное в работе реше-
ние как в некотором смысле близкое к оптимальному решению. Опти-
мальное решение может быть получено направленным на улучшение зна-
чения функционала последовательным применением предложенного ал-
горитма путём бесконечного перебора генерируемых с помощью стоха-
стической процедуры начальных условий. Естественно, что реализуемые
на практике конечные переборы решений, отвечающих локальным экс-
тремумам функционала, в общем случае приближают получаемое реше-
ние к оптимальному.

Основное применение решения задачи о построении оптимальной упа-
ковки находится при размещении логистических центров [21]. Различные
приложения решения рассматриваемой задачи в промышленности ука-
заны, например, в работе [22]. Задача упаковки кругов рассматривалась
в упаковочной логистике, химии, медицине и др. [23]. В материалове-
дении она возникает при моделировании процессов поглощения моле-
кул [24]. С ней связана похожая, в некотором смысле, задача о построе-
нии оптимального покрытия множеств, многие методы при решении этих
двух задач пересекаются [25].

1. Постановка задачи

Пусть задано компактное односвязное множество M ⊂ R2, в общем
случае невыпуклое. Будем рассматривать множества, состоящие из кру-
гов O(s, r) , {x ∈ R2 | ‖x− s‖ 6 r} радиуса r > 0.

Определение 1. Будем называть упаковкой Un в множество M на-
бор O(s1, r), O(s2, r), . . . , O(sn, r) из n ∈ N кругов равного радиуса r > 0
такой, что выполняются условия

O(si, r) ⊆M, i = 1, n, (1)

intO(si, r) ∩ intO(sj , r) = ∅, i, j = 1, n, i 6= j, (2)

где int(·) означает объединение внутренних точек множества.

Задача 1. Пусть заданы компактное односвязное множество M и на-
туральное число n. Требуется найти упаковку U∗

n в M при максимально
возможном радиусе r кругов.

Поскольку строгое решение задачи найти при большом n практически
нереально, в дальнейшем будем говорить о субоптимальных упаковках.
Радиус их кругов может быть меньше теоретически возможного мак-
симального, но достаточно близок к нему. В качестве дуальной задачи
часто рассматривается задача о нахождении упаковки при максимально
возможном числе элементов n, но при фиксированном r > 0.
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Обозначим через Sn набор центров кругов упаковки. Заметим, что
если n > 1 и Sn ⊂ M, то максимальный радиус кругов упаковки с цен-
трами в точках из Sn ⊂M равен

RM (S) = min
i=1,n

ϕ(i)(si), (3)

где
ϕ(i)(x) , min

(
0,5ρ

(
x, S(i)

n

)
, ρ(x, ∂M)

)
, i = 1, n, (4)

S
(i)
n , Sn \ {si}, ∂M означает границу множества M,

ρ(x,M) , min
m∈M

‖x−m‖

— евклидово расстояние от точки x до замкнутого множества M. Функ-
ции ϕ(i)(·), i = 1, n, можно считать характеристическими в задаче 1, по-
скольку они определяют максимально возможный радиус кругов с цен-
трами в точках из текущего массива.

Задача 1 сводится к нахождению массива точек S, для которого ми-
нимально значение величины (3).

2. Методы решения задачи

В большинстве случаев решение задачи о построении субоптимальной
упаковки можно найти только численными методами. Одним из путей
является пошаговое изменение координат некоторого начального масси-
ва S(0) центров элементов упаковки. При этом основным элементом про-
цедуры служит максимизация значения функций (4) в точках si, i = 1, n.

Определение 2 [19, c. 37, 38]. Супердифференциалом функции u(x)
с областью определения X ⊆ R2 в точке x ∈ intX называется выпуклое
компактное множество D+u(x) в R2, для которого выполняется равен-
ство

D+u(x) = {s ∈ R2 | ∀f ∈ R2 (〈s, f〉 − d+u(x, f) > 0)},
где

d+u(x, f) , lim
ε→+0

sup{δ−1[u(x+ δf ′)− u(x)] | δ ∈ (0, ε), ‖f − f ′‖},

〈·, ·〉— скалярное произведение векторов.

Если для функции u(x) в точке x0 определён супердифференциал,
то это значит, что график функции в некотором смысле хорошо аппрок-
симируется минимумом по набору линейных функций. В частности, про-
изводная

du(x)

dg

∣∣∣∣
x=x0

, lim
ε→+0

u(x0 + εg) − u(x0)

ε
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функции u(x) по направлению g 6= 0 (где 0 , (0, 0)) в точке x0 равна

du(x)

dg

∣∣∣∣
x=x0

= min{〈g,d〉 | d ∈ D+u(x0)}. (5)

Подробнее свойства супердифференциала описаны, например, в [20].

Определение 3. Множеством значимых точек Ω
(
x, S

(i)
n ,M

)
для

функции ϕ(i)(·) в точке x ∈M назовём

Ω
(
x, S(i)

n ,M
)
=
{
sj ∈ S(i)

n | ‖sj − si‖ = 2ϕ(i)(x)
}

∪ {m ∈ ∂M | ‖m− si‖ = ϕ(i)(x)}.
По сути значимые точки — это либо центры элементов упаковки, ко-

торые граничат с кругом O(x, ϕ(i)(x)), либо точки границы фигуры M,

которые лежат на окружности O(x, ϕ(i)(x)).

В [3, 4] исследованы дифференциальные свойства функции ϕ(i)(x)

в точках x ∈ M, для которых x /∈ Ω
(
x, S

(i)
n ,M

)
. Из определения 3 сле-

дует, что в них и только в них ϕ(i)(x) отлична от нуля. Показано, что
функция ϕ(i)(x) в окрестностях этих точек локально вогнутая, а её су-
пердифференциал равен

D+ϕ(i)(x) = coΦ
(
x, S(i)

n ,M
)
, (6)

где

Φ
(
x, S(i)

n ,M
)
,

Å{x} −
(
S
(i)
n ∩ Ω

(
x, S

(i)
n ,M

))

4ϕ(i)(x)

ã

∪
Å{x} −

(
∂M ∩ Ω

(
x, S

(i)
n ,M

))

ϕ(i)(x)

ã
, (7)

здесь coM — выпуклая оболочка множества M.

Лемма 1. Пусть задана точка x∗ ∈M при некотором фиксированном

массиве S
(i)
n . Если

x∗ /∈ coΩ
(
x∗, S(i)

n ,M
)
, (8)

то в точке x∗ ∈M определён супердифференциал D+ϕ(i)(x∗) и

0 /∈ D+ϕ(i)(x∗). (9)

Доказательство. Допустим, что для некоторой точки x∗ ∈ M (8)
выполняется, а (9) нет. Тогда, исходя из формулы (6), в множестве най-

дётся конечное число k векторов {fj}kj=1 ⊆ Φ
(
x∗, S

(i)
n ,M

)
таких, что 0

представим как их выпуклая комбинация. Можно записать
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0 =

k∑

j=1

αjfj, (10)

где для коэффициентов αj , j = 1, k, выполняются равенство

k∑

j=1

αj = 1

и неравенства
αj > 0, j = 1, k.

По построению в множестве Ω
(
x∗, S

(i)
n ,M

)
для каждого вектора fj ∈

Φ
(
x∗, S

(i)
n ,M

)
найдётся такой вектор gj ∈ Ω

(
x∗, S

(i)
n ,M

)
, что

gj − x∗ = βjfj ,

где βj может быть равно или ϕ(i)(x∗) или 4ϕ(i)(x∗), но в любом случае
является положительным числом. Тогда с учётом (10) можно записать

0 =

k∑

j=1

αj(gj − x∗)

βj
. (11)

Разделив обе части равенства на
k∑

j=1

αj

βj
, получим

0 =

k∑

j=1

λj(gj − x∗), λj =
αj

βj

¡ k∑

j=1

αj

βj
, j = 1, k,

где для коэффициентов λj , j = 1, k, справедливо

k∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, k.

Перенеся слагаемые с x в левую часть равенства (11), запишем
k∑

j=1

λjx
∗ =

k∑

j=1

λjgj .

Отсюда

x∗ =
k∑

j=1

λjgj ,

т. е. точка x∗ может быть представлена как выпуклая комбинация эле-
ментов множества Ω

(
x∗, S

(i)
n ,M

)
; противоречие. Значит, выполняется (9).

Лемма 1 доказана.
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Определение 4. Проекцией p(a,M) точки a на выпуклое компакт-

ное множество M называется ближайшая к a в евклидовой метрике
точка из M.

Заметим, что если множество M не выпуклое, то ближайших к a
точек может быть более одной, но в случае выпуклого множества она
всегда единственна согласно теореме Моцкина (см. [26]).

Теорема 1. Если для точки x∗ ∈M выполняется условие (8), то сре-
ди всех векторов из окружности ∂O(0, 1) есть ровно один g∗ такой, что

dϕ(i)(x)

dg∗

∣∣∣∣
x=x∗

= max

ß
dϕ(i)(x)

dg

∣∣∣∣
x=x∗

| g ∈ ∂O(0, 1)

™
> 0, (12)

при этом

g∗ =
p(0,D+ϕ(i)(x∗))

‖p(0,D+ϕ(i)(x∗))‖ . (13)

Доказательство. Прежде всего заметим, что из (8) согласно лем-
ме 1 следует, что

p(0,D+ϕ(i)(x∗)) 6= 0,

значит,
‖p(0,D+ϕ(i)(x∗))‖ > 0,

и правая часть выражения (13) определена.
Покажем, что производная по направлению g∗ равна

dϕ(i)(x)

dg∗

∣∣∣∣
x=x∗

= ‖d∗‖, (14)

где мы обозначили d∗ = p
(
0,D+ϕ(i)(x∗)

)
. Действительно, с одной сто-

роны, в супердифференциале есть точка d∗ ∈ D+u(x∗), поэтому исходя
из формулы (5) и выражения (13), гарантирующего, что угол между
векторами g∗ и d∗ равен нулю, можно записать

dϕ(i)(x)

dg∗

∣∣∣∣
x=x∗

6 〈g∗,d∗〉 = ‖g∗‖ · ‖d∗‖ cos 0 = ‖d∗‖. (15)

С другой стороны, покажем, что в супердифференциале не может быть
точки d0 такой, что

〈g∗,d0〉 < 〈g∗,d∗〉.
Рассмотрим прямую Λ, проходящую через точки 0 и d∗, а значит, па-
раллельно вектору g∗. Из неравенства (17) следует, что ортогональная
проекция d0 на прямую Λ лежит с той же стороны от точки d∗, что
и начало координат, поэтому для угла между векторами d0 − d∗ и −d∗

справедлива оценка
∠(d0 − d∗,−d∗) <

π

2
.
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Значит, на отрезке [d0,d
∗] в достаточно малой окрестности точки d∗

можно найти точку d̂0, которая лежит ближе к началу координат чем d∗.
В то же время супердифференциал функции — выпуклое множество (см.
[20]). Следовательно, выполняется включение

d̂0 ∈ [d0,d
∗] ⊂ D+u(x∗).

Значит, точка d∗ не является ближайшей к началу координат в множе-
стве D+u(x∗). Это противоречит определению 4 проекции. Полученное
противоречие доказывает истинность неравенства

dϕ(i)(x)

dg∗

∣∣∣∣
x=x∗

> 〈g∗,d∗〉. (16)

Из неравенств (15) и (16) вытекает равенство (14).
Покажем, что для любого вектора g ∈ ∂O(0, 1) при g 6= g∗ имеет

место
dϕ(i)(x)

dg

∣∣∣∣
x=x∗

< 〈g∗,d∗〉. (17)

Обозначим через α = ∠(g∗,g) угол между векторами g и g∗, по условию
α ∈ (0, π]. Из формулы (5) вытекает оценка

dϕ(i)(x)

dg

∣∣∣∣
x=x∗

〈g,d∗〉 = ‖g‖ · ‖d∗‖ cosα = ‖d∗‖ cosα < 1,

которая совпадает с (17).
Из равенства (14) и неравенства (17) (которое выполняется для всех

векторов g при ‖g‖ = 1 и g 6= g∗) следует формула (12). Теорема 1
доказана.

Замечание. Супердифференциал D+ϕ(i)(x∗) совпадает с выпуклой

оболочкой множества Φ
(
x∗, S

(i)
n ,M

)
, определённого по формуле (7). По-

этому ближайший к началу координат вектор в супердифференциале
найти относительно легко: это либо вектор f∗ ∈ Φ

(
x∗, S

(i)
n ,M

)
, либо ор-

тогональная проекция точки 0 на отрезок [f , f̂ ], где f , f̂ ∈ Φ
(
x∗, S

(i)
n ,M

)
.

3. Численная реализация алгоритмов

Для поэтапного увеличения RM (Sn) авторами реализован алгоритм,
который имитирует отталкивание точки si от двух множеств. Первое
множество — это объединение ближайших к ней элементов из S

(i)
n , вто-

рое — множество Ω∂M(si) ближайших к si точек границы ∂M невыпук-
лого компакта M. В общем случае Ω∂M (si) может состоять из более чем
одного элемента. Схема опирается на теорему 1 и реализует процедуру
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итеративного приближения центра элемента упаковки si к точке локаль-
ного максимума характеристической функции ϕ(i)(·). Алгоритм следует
отнести к схемам численной оптимизации на базе супер- и субградиент-
ных методов, аналогичных использованным в [27]. Похожие алгоритмы
рассмотрены, например, в [29, 30].

Пусть на шаге работы алгоритма с номером k массив центров элемен-
тов упаковки равен Sn. Поскольку каждая из функций ϕ(i)(x), i = 1, n,

супердифференцируема на множестве M (кроме точек ∂M и S
(i)
n ), для

вычисления координат точки в новом массиве центров можно использо-
вать метод суперградиентного подъёма, аналогичный методу субгради-
ентого спуска. Для этого сначала в каждой точке si ∈ Sn вычисляется
супердифференциал D+ϕ(i)(si) по формуле (6). Затем строится массив
{gi}ni=1 векторов, ориентированных по направлению максимального ро-
ста ϕ(i)(x), i = 1, n, по формуле

gi =

{
p(0,D+ϕ(i)(si))

‖p(0,D+ϕ(i)(si))‖
, если 0 /∈ D+ϕ(i)(si),

0, если 0 ∈ D+ϕ(i)(si),
i = 1, n. (18)

Далее строится массив Ŝn = {ŝi}ni=1 новых значений центров элементов
упаковки по формуле

ŝi =

®
si + γkgi, если si + γkgi ∈M,

si, если si + γkgi /∈M,
i = 1, n. (19)

Заметим, что в (18) все получаемые векторы имеют норму 0, если
текущий центр упаковки принадлежит выпуклой оболочке его значи-
мых точек, а значит, производные функции ϕ(i)(x) по всем направле-
ниям не положительны. В противном случае векторы gi имеют норму,
равную 1. Длина вектора, равного сдвигу от si к ŝi, пропорциональна
коэффициенту γk. Для обеспечения сходимости алгоритма к некоторо-
му локально оптимальному массиву S∗

n на последовательность {γk}∞i=1
налагаются условия

γk > γk+1 > 0, k ∈ N, (20)

lim
k→∞

γk = 0, (21)

∞∑

k=1

γk = +∞. (22)

Неравенства (20) гарантируют, что изменения координат точки проис-
ходят в направлении роста функции ϕ(i)(x), а не в противоположном
направлении. Предел (21) означает, что величина нормы сдвига умень-
шается до нуля. Равенство (22) говорит о том, что за достаточно большое
число шагов алгоритма массив центров упаковки может занять любое
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положение на фигуре M независимо от её размеров (подробнее см. [28]).
В качестве наиболее удобной формулы для генерации коэффициентов γk
в (19) можно предложить дробную функцию от номера k:

γk =
a

k + b
, k ∈ N, (23)

где коэффициенты a ∈ (0,+∞) и b ∈ [0,+∞) задаются пользователем
при запуске программного комплекса.

Заметим, что выражения в формуле (18) не определены в случае,
если какая-то из точек si ∈ Sn лежит на границе фигуры M или две
точки si, sj ∈ Sn совпадают при i 6= j. Однако при практической реа-
лизации алгоритмов данная ситуация крайне маловероятна, поскольку
множество M имеет ненулевую меру на плоскости, а его граница ∂M
и Sn имеют меру, равную нулю.

Отдельной важной процедурой, входящей в программный комплекс,
является построение начальной итерации S̃n центров элементов упаков-
ки. Она выполняется стохастическими методами, но с учётом особен-
ностей рассматриваемой схемы суперградиентного подъёма. В частно-
сти, накладываются условия на минимальное расстояние между точка-
ми и на то, чтобы точки были максимально равномерно распределены
по всей площади фигуры M. Здесь отметим, что процедуры численного
решения выпукло-вогнутых оптимизационных задач, сочленяющие суб-
и суперградиентные методы с элементами стохастики в вычислительных
операциях, развиваются, например, в работе [31].

4. Примеры построения упаковок

С помощью разработанного в среде MATLAB программного комплек-
са [32] выполнено моделирование решений ряда задач о построении суб-
оптимальных упаковок для различных фигур с криволинейной грани-
цей. Главное его отличие от комплексов, использовавшихся ранее для
выпуклых множеств, состоит в том, что в нём процедура отыскания бли-
жайших к каждому из центров упаковки точек Ω∂M (si), i = 1, n, более
сложная. Процедура выделяет так называемые множества симметрии
в M (подробнее о них см. [34,35]), точки которых являются геометриче-
ским местом центров кругов, вложенных в M, при этом пересекающихся
с ∂M в двух или более точках. Косвенным показателем оптимальности
упаковки является её плотность σ(Un), т. е. отношение суммы площа-
дей кругов O(si, r) ⊆ Un к площади фигуры M. В [33] приведены оцен-
ки для максимальной плотности упаковки, но лишь для выпуклых фи-
гур. В процессе решения задач был использован алгоритм, основанный
на формулах (18), (19). Коэффициенты γk вычисляются в соответствии
с (23).
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Пример 1. Рассмотрим невыпуклое компактное множество M, огра-
ниченное кривой

(x2 + y2)2 − 2c2(x2 − y2) = a4 − c4, (24)

при значениях параметров a = 1,1, c = 1. Требуется решить задачу 1
при n = 14 и n = 16.
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Рис. 1. Субоптимальная упаковка U14

в примере 1
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Рис. 2. Субоптимальная упаковка U16

в примере 1

Кривая (24) является частным случаем овала Кассини. При c < a <√
2c она ограничивает невыпуклое односвязное множество, симметрич-

ное относительно начала координат (см. [36]). Решение задачи было осу-
ществлено путём многократного запуска программного комплекса.

Получен массив центров кругов субоптимальной упаковки при n = 14:

S14 = {(1,1837;−0,228), (0,2294;−0,2616), (0,8014; 0,3867),
(0,5865; 0,0065), (0,2359; 0,2679), (1,1995; 0,2079),

(−0,7560;−0,0419), (−0,4377; 0,3212), (−1,2385; 0,137),
(0,7771;−0,3865), (−1,1209;−0,286), (−0,8736; 0,3811),

(−0,4116;−0,3141), (−0,1223; 0,0157)}.
Радиус кругов найденной субоптимальной упаковки равен r ≈ 0,2181.
Плотность упаковки (отношение суммы площадей кругов к площади фи-
гуры) равна σ(U14) ≈ 0,691. Множество M, круги упаковки U14 и массив
их центров представлены на рис. 1.

Получен массив центров кругов субоптимальной упаковки при n = 16:

S16 = {(−0,586; 0,368), (0,6769; 0,0126), (1,1816;−0,2414),
(1,2275; 0,178), (0,3807;−0,2874), (−0,5876;−0,3695), (0,3771; 0,3122),

(−0,3804;−0,0021), (−1,0674;−0,3319), (−1,275; 0,0332),
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(0,7885;−0,3941), (−1,0092; 0,3584), (−0,041; 0,2481), (0,8633; 0,3909),
(−0,8012;−0,0067), (−0,0389;−0,2485)}.

Радиус кругов найденной субоптимальной упаковки равен r ≈ 0,21. Плот-
ность упаковки равна σ(U16) ≈ 0,732. Множество M, круги упаковки U16

и массив их центров представлены на рис. 2.

Пример 2. Пусть задано невыпуклое множество M, ограниченное
кривой ®

x = (R−mR) cosmt+ h cos(t−mt),

y = (R−mR) sinmt− h sin(t−mt),
(25)

c параметрами t ∈ [0, 8π], R = 1, m = 1/4, h = 1/5. Требуется решить
задачу 1 при n = 13 и n = 15.
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Рис. 3. Субоптимальная упаковка U13

в примере 2
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Рис. 4. Субоптимальная упаковка U15

в примере 2

Кривая (25) есть гипотрохоида — траектория точки, расположенной
на круге радиуса mR на расстоянии h от его центра, катящемся без
скольжения с внутренней стороны окружности радиуса R (см. [36]). Она,
как и в предыдущем примере, ограничивает невыпуклое односвязное
множество, симметричное относительно начала координат.

Получен массив центров кругов субоптимальной упаковки при n = 13:

S13 = {(0,6486; 0), (0,3515;−0,0057), (−0,6501; 0),
(−0,1416;−0,3651), (−0,1235; 0,0917), (0,2858; 0,2831),

(−0,4085; 0,1708), (0; 0,6529), (0;−0,6484), (0,1721;−0,4059),
(0,001; 0,3592), (0,0794;−0,124), (−0,3675;−0,1431)}.

Радиус кругов найденной субоптимальной упаковки равен r ≈ 0,1465.
Плотность упаковки U13 равна σ(U13) ≈ 0,6307. Множество M, круги
упаковки U13 и массив их центров представлены на рис. 3.
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Получен массив центров кругов субоптимальной упаковки при n = 15:

S15 = {(−0,1663;−0,4153), (−0,1439;−0,1225), (−0,4199;−0,1716),
(0,2616; 0,1151), (0;−0,6580), (0,1366;−0,1366), (−0,5365; 0,0829),
(0,4156;−0,1740), (−0,3208; 0,2604), (0,1988; 0,3881), (0; 0,6678),

(−0,08; 0,4011), (0,1648;−0,4223), (−0,0188; 0,1284), (0,5406; 0,0786)}.
Радиус кругов найденной субоптимальной упаковки равен r ≈ 0,139.
Плотность упаковки U15 равна σ(U15) ≈ 0,6552. Множество M, круги
упаковки U15 и массив их центров представлены на рис. 4.

Пример 3. Рассмотрим невыпуклое компактное множество M, огра-
ниченное кривой

(x2 + y2 − 1)2 = 4[(x− 1)2 + y2]. (26)

Требуется решить задачу 1 при n = 17 и n = 18.
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Рис. 5. Субоптимальная упаковка U17

в примере 3
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Рис. 6. Субоптимальная упаковка U18

в примере 3

Кривая (26) является кардиоидой — траекторией точки, расположен-
ной на границе круга радиуса 1, катящегося без скольжения с наруж-
ной стороны окружности радиуса 1 (см. [36]). Она, как и в примере 2,
ограничивает невыпуклое односвязное множество, но не симметричное
относительно начала координат. Другая важная особенность кривой (26)
заключается в том, что она негладкая, поскольку содержит точку воз-
врата первого рода (0; 0).

Получен массив центров кругов субоптимальной упаковки при n = 17:

S17 = {(−3,0721;−1,2852), (−2,0723;−1,3905), (−1,1431;−1,0056),
(−0,7328;−0,0882), (−0,0379; 0,6362), (−0,3119; 1,601),
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(−1,706; 0,1589), (−1,1973; 2,0711), (−3,48;−0,2768),
(−0,4172;−1,702), (−1,9095; 1,3656), (−0,0071;−0,7835),
(−2,8244; 0,4834), (−2,9052; 1,4833), (−1,0240; 0,8948),

(−2,4932;−0,4642), (−1,3471;−2,0882)}.

Радиус кругов найденной субоптимальной упаковки равен r ≈ 0,5011.
Плотность упаковки U17 равна σ(U17) ≈ 0,7115. Множество M, круги
упаковки U17 и массив их центров представлены на рис. 5.

Получен массив центров кругов субоптимальной упаковки при n = 18:

S18 = {(−1,7773;−2,0773), (−1,4902;−0,0469), (−0,7863;−1,9451),
(−1,2614; 2,0752), (−0,3496; 1,6335), (−0,0783;−1,2084),
(−1,0329; 0,8726), (−0,0292; 0,6746), (−2,0477; 0,9378),
(−1,1033;−0,9957), (−3,0588; 1,2955), (−3,4647; 0,3704),
(−3,3056;−0,7464), (−2,5133; 0,0421), (−2,2641; 1,9275),

(−2,0974;−0,8718), (−2,6932;−1,6765), (−0,4379;−0,2454)}.

Радиус кругов найденной субоптимальной упаковки равен r ≈ 0,4997.
Плотность упаковки U18 равна σ(U18) ≈ 0,749. Множество M, круги упа-
ковки U18 и массив их центров представлены на рис. 6.

Для отыскания близкой глобально оптимальной упаковки авторами
предусмотрена возможность многократного использования алгоритма
при различных начальных условиях, генерируемых с помощью стоха-
стической процедуры. При моделировании каждого примера выполнено
5÷10 запусков программного комплекса. В каждом из них выполнялось
2000÷5000 циклов алгоритма. Машинное время, потраченное на каждый
запуск, варьируется от 3 до 15 минут.

Косвенным показателем сложности алгоритма может служить то, что
на каждой его итерации при заданном массиве из n центров упаков-
ки Sn нужно найти n(n − 1)/2 векторов si − sj , соединяющих точки,
и построить n множеств Ω∂M (si). Однако в случае, когда координаты то-
чек массива Sn мало отличаются от координат массива на предыдущем
шаге {s̃i}ni=1 = S̃n, можно достичь существенной экономии машинного
времени за счёт использования информации о векторах и проекциях для
предыдущего набора точек. Пусть выполняется оценка

‖s̃i − si‖ 6 ∆r, i = 1, n, (27)

где ∆r > 0. Обозначим

ϕ̃(i)(x) , min(0,5ρ(x, S̃n \ {s̃i}), ρ(x, ∂M)), i = 1, n.
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Тогда имеет место

ϕ(i)(si) 6 ϕ̃(i)(s̃i) + ∆r, i = 1, n. (28)

Из последних оценок и (27) следует, что в множество Ω
(
si, S

(i)
n ,M

)
со-

гласно определению 3 могут входить только точки sj с номерами j = 1, n,
i 6= j, такие, что

‖s̃i − s̃j‖ 6 ϕ(i)(s̃i) + 4∆r.

Из неравенств (27), (28) также следует, что в Ω
(
si, S

(i)
n ,M

)
может быть

вложено множество Ω∂M (si), только если

ρ(s̃i, ∂M) 6 2∆r.

Соответственно, если выполняется оценка (27) при ∆r ≪ RM (S̃n), то про-
граммный комплекс помогает существенно сократить перебор точек при
построении супердифференциалов D+ϕ(i)(si), i = 1, n, характеристиче-
ских функций в центрах элементов упаковки.

Эффективность алгоритма проиллюстрирована на трёх различных
примерах. Сравнительный анализ с результатами, полученными други-
ми авторами, затруднён, поскольку реализованная вычислительная про-
цедура обрабатывает класс невыпуклых областей, которые ограничены
одной аналитически заданной кривой. В работах других авторов грани-
цы областей, как правило, являются кусочно заданными кривыми, а рас-
сматриваемые множества имеют геометрию невыпуклого многоугольни-
ка (см. [37]).

5. Заключение

Разработаны и реализованы алгоритмы построения субоптимальных
упаковок для невыпуклых фигур. Их теоретическую основу составила
теорема 1, а практическая реализация выполнена на базе формул (18),
(19) и (23). Полученные результаты позволяют утверждать, что плот-
ность полученных программным комплексом упаковок сравнима с плот-
ностью известных оптимальных упаковок базовых выпуклых фигур (см.,
например, [37]), хотя и несколько ниже (что обусловлено гораздо бо-
лее сложной формой фигур). Аппроксимации множеств наборами кругов
могут использоваться в задачах управления, например, для построения
управления методом экстремального прицеливания и при численном по-
строении множеств достижимости и интегральных воронок [2].

Разработанные и реализованные алгоритмы имеют ряд достоинств.
Во-первых, они позволяют строить упаковки в фигуры сложной геомет-
рии, в том числе невыпуклые и с границей, содержащей изолированные
точки негладкости, в отличие, например, от алгоритмов, предложенных
в работе [13]. Во-вторых, алгоритмы устойчивы относительно изменения
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начального положения центров упаковки: точки массива Sn пошагово
сдвигаются, имитируя отталкивание от границы множества M и от бли-
жайших соседних кругов, что существенно проще, чем, например, по-
строение волновых фронтов от точек в работах [16, 17]. В-третьих, раз-
работанный программный комплекс предоставляет возможность много-
кратного запуска с использованием данных по лучшим упаковкам из чис-
ла найденных. В координаты их центров вносится стохастическое возму-
щение, после чего запускается итерационная схема. Указанная процеду-
ра в ряде случаев даёт увеличение радиуса r.
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Abstract. We study the problem of constructing some optimal pack-
ings of simply-connected nonconvex plane domains with a union of
congruent circles. We consider the minimization of the radius of circles
if the number of the circles is fixed. Using subdifferential calculus, we
develop theoretical methods for solution of the problem and propose
an approach for constructing some suboptimal packings close to opti-
mal. In the numerical algorithms, we use the iterative procedures and
take into account mainly the location of the current center of a packing
element, the centers of the nearest neighboring elements, and the points
of the boundary of the domain. The algorithms use the same supergra-
dient ascent scheme whose parameters can be adapted to the num-
ber of packing elements and the geometry of the domain. We present
a new software package whose efficiency is demonstrated by several ex-
amples of numerical construction of some suboptimal packings of the
nonconvex domains bounded by the Cassini oval, a hypotrochoid, and
a cardioid. Illustr. 6, bibliogr. 37.

Keywords: packing, maximization, optimization, algorithm, numeri-
cal procedure, directional derivative, superdifferential, approximation,
supergradient ascent.
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