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Аннотация. Задача о рёберной раскраске для заданного графа
состоит в том, чтобы минимизировать количество цветов, доста-
точное для окрашивания его рёбер так, чтобы соседние рёбра были
окрашены в разные цвета. Для всех классов графов, определяемых
запрещением подграфов с не более чем 6 рёбрами каждый, известен
сложностной статус этой задачи. В настоящей работе данный ре-
зультат улучшается и получена полная классификация сложности
задачи о рёберной раскраске для всех множеств запретов, каждый
из которых имеет не более чем 7 рёбер. Ил. 3, библиогр. 36.

Ключевые слова: задача о рёберной раскраске, сильно наслед-
ственный класс, вычислительная сложность.

Введение

В работе рассматриваются только обыкновенные графы, т. е. конечные
непомеченные неориентированные графы без петель и кратных рёбер.
Напомним, что подграфом графа называется результат удаления из гра-
фа некоторых его вершин и рёбер, где удаление вершины подразумевает
удаление всех инцидентных ей рёбер. Порождённый подграф — результат
удаления некоторых вершин из графа.

Класс графов — произвольное множество графов, замкнутое относи-
тельно изоморфизма. Замкнутый относительно удаления вершин класс
графов называется наследственным. Сильно наследственный (или мо-

нотонный) класс графов — наследственный класс, замкнутый ещё
и относительно удаления рёбер. Каждый наследственный класс графов
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может быть задан посредством своих запрещённых порождённых подгра-

фов, т. е. минимальных относительно удаления вершин графов, не при-
надлежащих ему. Если X — наследственный класс и Y — множество его
запрещённых порождённых фрагментов, то пишем X = Free(Y). Любой
монотонный класс X может быть задан совокупностью своих запрещён-
ных подграфов Y, при этом пишем X = Frees(Y).

Правильной раскраской вершин графа G в k цветов (или просто k-рас-
краской вершин графа G) называется произвольное отображение из V (G)
в {1, 2, . . . , k}, сопоставляющее смежным вершинам различные цвета.
Правильной раскраской рёбер графа G в k цветов (или кратко k-рас-
краской рёбер G) называется любое отображение из E(G) в {1, 2, . . . , k},
назначающее соседним рёбрам различные цвета. Минимальные количе-
ства цветов в k-раскрасках вершин и рёбер графа G называются хро-

матическим числом и индексом G и обозначаются через χ(G) и χ′(G)
соответственно.

Задача о вершинной k-раскраске или просто задача k-ВР (соответ-
ственно задача о рёберной k-раскраске или задача k-РР) для заданного
графа G состоит в распознавании наличия у него k-раскраски вершин
(рёбер). Задачи о вершинной и о рёберной раскраске (кратко задачи ВР
и РР) для заданных графа G и числа k состоят в том, чтобы прове-
рить, выполняются ли неравенства χ(G) 6 k и χ′(G) 6 k соответствен-
но. Задачи ВР и РР, а также задачи k-ВР и k-РР при k > 3 являются
классическими NP-полными задачами [1, 2].

Согласно известной теореме В. Г. Визинга [3] для любого графа G
справедливо неравенство ∆(G) 6 χ′(G) 6 ∆(G) + 1, где ∆(G)— мак-
симальная из степеней вершин G. Тем самым задача РР для графа G
эквивалентна проверке равенства χ′(G) = ∆(G).

Через Pn обозначается простой путь на n вершинах. Известно, что
задача ВР полиномиально разрешима для класса Free({H}), если H —
порождённый подграф графа P4 или графа P3+P1 (дизъюнктное объеди-
нение P3 и P1), иначе она NP-полна в данном классе [4]. Однако получить
полные классификации её сложности как при запрещении пары порож-
дённых фрагментов, так и при запрещении малых порождённых струк-
тур уже не удаётся. Например, для всех наследственных классов, опре-
деляемых запретами с не более чем 4 вершинами каждый, кроме трёх,
известен вычислительный статус задачи о вершинной раскраске [5]. В ра-
ботах [6–11] рассматривалась алгоритмическая сложность задачи ВР для
пары связных запрещённых порождённых фрагментов, каждый на 5 вер-
шинах, и здесь на настоящее время имеется ровно 4 открытых случая.
Некоторые результаты о сложности задачи ВР для наследственных клас-
сов, определяемых запретами малого размера, представлены в [12–17].
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Для задачи k-ВР сложностной статус остаётся открытым вопросом
даже для некоторых классов, определяемых одним запрещённым порож-
дённым подграфом. Для k = 3 и семейства {Free({H}) | |V (H)| 6 6},
а также для k = 4 и семейства {Free({H}) | |V (H)| 6 5} в [18, 19] были
получены полные сложностные дихотомии. Задача 3-ВР полиномиально
разрешима в классе Free({P7}) [20], а задача 4-ВР разрешима за поли-
номиальное время в классе Free({P6}) [21]. При любом k задача k-ВР
полиномиально разрешима в классе Free({P5}) [22]. Для каждого фик-
сированного k > 5 задача k-ВР NP-полна в классе Free({P6}) [23], а за-
дача 4-ВР NP-полна в классе Free({P7}) [23]. На настоящее время слож-
ностной статус задачи k-ВР является открытым вопросом для класса
Free({P8}) и k = 3, а также для класса Free({P7}) и k = 4.

В [24–26] рассматривается задача 3-ВР. В работе [24] для задачи 3-ВР
получена полная сложностная дихотомия в семействе

{Free({H1,H2}) | max(|V (H1)|, |V (H2)|) 6 5}.
В [25] получен аналогичный результат для семейства

{Free({H1,H2,H3}) | max(|V (H1)|, |V (H2)|, |V (H3)|) 6 5}.
В [26] рассмотрены четвёрки запрещённых порождённых 5-вершинных
подграфов и для всех данных наследственных классов, кроме трёх, уста-
новлен вычислительный статус задачи 3-ВР.

Работы, посвящённые классификации вычислительной сложности за-
дач k-РР и РР, встречаются гораздо реже. Так, в [27] при любом k была
получена полная сложностная дихотомия для задачи k-РР и всех классов
вида Free({H}), а в [28] — полная классификация алгоритмической слож-
ности задачи 3-РР для множеств запрещённых порождённых структур,
каждая с не более чем 6 вершинами, среди которых не более двух имеют
ровно 6 вершин. В работе [29] рассматривались задача РР и семейство

{Frees(Y) | для любого G ∈ Y либо |V (G)| 6 7, либо |E(G)| 6 6}
и была получена полная классификация сложности задачи РР для клас-
сов из данного семейства. В данной работе улучшается результат из [29]
и устанавливается вычислительная сложность задачи РР для всех мно-
жеств запрещённых подграфов, каждый из которых имеет не более чем
7 рёбер.

1. Используемые обозначения

Пусть G— некоторый граф, а x— вершина графа G. Окрестность вер-
шины x обозначается через NG(x), а через degG(x) обозначается степень
вершины x. Максимальная из степеней вершин графа G обозначается че-
рез ∆(G). Если ∆(G) 6 3, то G называется субкубическим. Если степени
всех вершин графа равны 3, то он называется кубическим.
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Как обычно, через Pn и On обозначаются простой путь и пустой граф

на n вершинах соответственно. Графы B1, B
+
1 , B

++
1 , +B+

1 , B
+
1+, B2,

+
B2,

B+
2 , B3 изображены на рис. 1.
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Рис. 1

Пусть G1 и G2 — графы с непересекающимися множествами вершин.
Тогда G1 + G2 означает результат дизъюнктного объединения графов
G1 и G2, т. е. граф (V (G1)∪ V (G2), E(G1)∪E(G2)). Для графа G и чис-
ла k обозначение kG означает граф G+G+ · · · +G︸ ︷︷ ︸

k раз

. Через S обозначим

множество

{B1 + P3, B1 + 2P2, B
+
1 + P2, B

++
1 , +B+

1 , B
+
1+, B2 + P2, B

+
2 , B3}.

Графы snake, rose, shark изображены на рис. 2.
Через Ti,j,k обозначается дерево, называемое триодом, получаемое од-

новременным отождествлением по вершине v концов трёх простых путей
(v = x0, x1, . . . , xi), (v = y0, y1, . . . , yj), (v = z0, z1, . . . , zk) (рис. 3).

Отметим, что параметры i, j, k могут принимать нулевое значение.
Через T обозначается класс всех лесов, каждая компонента связности
которых является триодом.

Пусть G— граф и V ′ ⊆ V (G). Тогда G[V ′]— подграф графа G, по-
рождённый подмножеством вершин V ′, а G \ V ′ — результат удаления
из графа G всех элементов подмножества V ′. Для графа G и его ребра
ab результат удаления ab из G обозначается как G \ {ab}.

Пусть G1, G2, . . . , Gk — графы, v1, v2, . . . , vs — некоторые вершины рас-
сматриваемого графа G. Тогда запись [v1, v2, . . . , vs;G1, G2, . . . , Gk] озна-
чает, что G[{v1, v2, . . . , vs}] содержит каждый из графов G1, G2, . . . , Gk

в качестве подграфа, а G1
∼= G2 означает изоморфизм графов G1 и G2.

Независимым множеством графа называется любое подмножество
попарно несмежных его вершин.
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Рис. 2. Графы snake, rose, shark
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Рис. 3. Граф Ti,j,k

2. Некоторые вспомогательные результаты

2.1. Структурные свойства несжимаемых графов без подгра-
фов специального вида. Известно (см. [30, с. 465]), что граф G, содер-
жащий вершину x, не более одного соседа которой имеет степень ∆(G),
имеет раскраску рёбер в ∆(G) цветов тогда и только тогда, когда тако-
вым является граф G \ {x}.

Напомним, что мостом называется произвольное ребро графа, удале-
ние которого увеличивает количество его компонент связности. Очевид-
но, что для любого графа G и результата G′ удаления из G некоторого
моста верно следующее: G имеет раскраску рёбер в ∆(G) цветов тогда
и только тогда, когда G′ имеет раскраску рёбер в ∆(G′) цветов.

Ребро ab графа G назовём избыточным, если выполнено неравенство
degG(a) + degG(b) 6 ∆(G) + 1. Если ab — избыточное ребро графа G, то

χ′(G \ {ab}) 6 ∆(G)⇔ χ′(G) = ∆(G).

Связный граф G без мостов и избыточных рёбер назовём несжимае-

мым, если любая вершина G имеет не менее двух соседей степени ∆(G).
Задача РР для графов из произвольного монотонного класса полино-
миально сводится к той же задаче для несжимаемых графов из этого
монотонного класса.
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Граф назовём k-близким к пустому, если при удалении некоторых k
его вершин он становится пустым.

Лемма 1. Пусть H ∈ (S\{B+
1+})∪{

+
B2}, G ∈ Frees({H}) — несжимае-

мый граф. Тогда либо ∆(G) 6 10, либо G является 3-близким к пустому.

Доказательство. Предположим, что ∆(G) > 11. Рассмотрим в G
вершину x степени ∆(G). Поскольку G несжимаем, среди соседей x суще-
ствуют различные вершины y и z такие, что degG(y) = degG(z) = ∆(G).
Следовательно, справедливы неравенства

|NG(x) \ {y, z}| > ∆(G)− 2, |NG(y) \ {x, z}| > ∆(G)− 2,

|NG(z) \ {x, y}| > ∆(G) − 2.

Переобозначим множество (NG(x) ∪ NG(y) ∪ NG(z)) \ {x, y, z} через N.
Предположим, что N содержит вершину v, смежную с u 6∈ {x, y, z}.

Рассмотрим случай, когда v ∈ NG(y). Случай, когда v ∈ NG(z), анало-
гичен. Поскольку ∆(G) > 11, существуют попарно различные вершины

v1, v2 ∈ (NG(y) ∩N) \ {v, u}, v3, v4 ∈ (NG(x) ∩N) \ {v, u},
v5, v6 ∈ (NG(z) ∩N) \ {v, u}.

Тем самым граф G содержит подграф
+
B2. Нетрудно проверить, что

вершины x, y, z, v, u, v1–v6 порождают в G граф, для которого каждый
элемент множества S\{B+

1+, B3} является подграфом. То же самое верно
и относительно B3, если vx ∈ E(G) или vz ∈ E(G), поэтому можно
считать, что vx 6∈ E(G) и vz 6∈ E(G). Так как G несжимаем, вершина v
смежна с вершиной w 6∈ {x, y, z} степени ∆(G). Так как ∆(G) > 11,
существуют вершины w1, w2 ∈ NG(w) \ {v}, каждая из которых отлична
от вершин v3 и v4. Следовательно, [w1, w2, w, v, y, x, v3, v4;B3].

Рассмотрим случай, когда v ∈ NG(x). По рассуждениям предыдущего
абзаца можно считать, что ни один элемент множества N \NG(x) не сме-
жен ни с одной вершиной вне множества {y, z}. Поскольку degG(x) =
degG(y) = ∆(G), либо N ∩ (NG(y) \ NG(x)) 6= ∅, либо N ∩ NG(y) =
N ∩NG(x) и yz ∈ E. Вместе с тем, если N ∩ (NG(y)\NG(x)) 6= ∅, то каж-
дый его элемент смежен хотя бы с двумя вершинами степени ∆(G). Сле-
довательно, каждый элемент данного множества смежен с z.

Поскольку ∆(G) > 11, существуют попарно различные вершины

v1, v2, v3 ∈ (NG(y) ∩N) \ {v, u}, v4, v5 ∈ (NG(x) ∩N) \ {v, u},
v6, v7 ∈ (NG(z) ∩N) \ {v, u}.

Тем самым граф G содержит подграф
+
B2. Можно считать, что либо

v1x, v2x, v3x, yz ∈ E, либо v1z, v2z, v3z ∈ E. Нетрудно проверить, что
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вершины x, y, z, v, u, v1–v7 порождают в G граф, для которого каждый
элемент множества S является подграфом. Следовательно, множество
N не содержит двух смежных вершин и V (G) = N ∪{x, y, z}. Тем самым
граф G 3-близок к пустому. Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Пусть несжимаемый граф G является k-близким к пусто-
му. Тогда либо G имеет не более чем k3+3k2 вершин, либо χ′(G) = ∆(G).

Доказательство. Предположим, что V (G) разбивается на незави-
симое подмножество I и подмножество |V ′| 6 k. Можно предполагать,
что каждый элемент множества V ′ смежен с некоторым элементом мно-
жества I, так как иначе его можно удалить из V ′ и присоединить к I.
Из связности графа G и независимости множества I следует, что каждая
вершина из I смежна с некоторой вершиной из V ′. Тем самым выполнено
неравенство |V (G)| 6 |V ′|(∆(G) + 1), поэтому если ∆(G) 6 k2 + 3k − 1,
то справедливо неравенство |V (G)| 6 k3 +3k2. Значит, можно предпола-
гать, что ∆(G) > k2 + 3k. Поскольку G не содержит избыточных рёбер,
можно предполагать, что каждая вершина множества V ′ имеет не менее
(∆(G) − 2|V ′|+ 3) соседей в множестве I.

Пусть V ′ = {v1, v2, . . . , vk′}, где k′ 6 k. Образуем подграфы H1 и H2

графа G. Напомним, что каждая вершина из V ′ имеет не менее чем
(k2+k+3) соседей в множестве I, а каждая вершина из I имеет не более
чем k соседей в V ′. Следовательно, существуют такие попарно различные
вершины u1, u2, . . . , uk′ ∈ I, что ui ∈ N(vi) для любого i. Заметим, что
при любом i вершина vi имеет ровно (degG(vi)−degG[V ′](vi)) соседей в I.
Отсюда ввиду того, что

|I \ {u1, u2, . . . , uk′}| > k2 и k′ − degG[V ′](vi) 6 k,

существуют попарно не пересекающиеся подмножества V 1
1 , . . . , V

1
k′ такие,

что для любого i множество V 1
i состоит из (k′−degG[V ′](vi)) соседей вер-

шины vi, принадлежащих I\{u1, u2, . . . , uk′}. Для любого i множество V 2
i

совпадает с V 1
i ∪ {ui}.

Для любого j граф Hj получается добавлением к G[V ′] всех вершин

из
k′⋃
i=1

V j
i и всех рёбер, инцидентных vi и вершинам из V j

i , i = 1, . . . , k′.

Нетрудно видеть, что ∆(Hj) = degHj
(vi) = k′ + j − 1 для любых i и j.

Если χ′(H1) = ∆(H1) = k′, то χ′(H2) = k′+1, поскольку χ′(H2) > k′+1
и (k′ + 1)-раскраска рёбер H2 может быть получена из k′-раскраски рё-
бер H1 путём окрашивания рёбер v1u1, v2u2, . . . , vk′uk′ в цвет k′ + 1.
Если же χ′(H1) = ∆(H1) = k′ + 1, то χ′(H2) = k′ + 1. Действительно,
χ′(H2) > k′ + 1 и в (k′ + 1)-раскраске рёбер H1 для любого i существует
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такой цвет ci, что ребро цвета ci не встречается среди рёбер, инцидент-
ных vi. Окрасим ребро viui в цвет ci для любого i и получим (k′ + 1)-
раскраску рёбер H2.

По теореме Кёнига (см., например, [31]) хроматический индекс лю-
бого двудольного графа равен его максимальной степени. Граф G′ =
(V (G), E(G) \ E(H2)) двудольный, причём

∆(G′) = ∆(G)− (k′ + 1),

поэтому

χ′(G′) = ∆(G)− (k′ + 1).

Окрасим рёбра G′ в (∆(G) − k′ − 1) цветов, а затем окрасим рёбра H2

в другие (k′ + 1) цветов и получим раскраску рёбер G в ∆(G) цветов.
Следовательно, χ′(G) = ∆(G). Лемма 2 доказана.

Пусть G— несжимаемый граф. Назовём ∆-компонентой любую
из компонент связности подграфа графа G, порождённого подмноже-
ством его вершин степени ∆(G). Если G содержит ровно одну ∆-компо-
ненту CO, то |V (G)| 6 |V (CO)| (∆(G)+1), поскольку каждая вершина G
смежна хотя бы с одной вершиной CO.

Предположим, что ∆(G) > 4. Тогда степень каждой вершины в каж-
дой ∆-компоненте не менее чем 2, поэтому каждая из ∆-компонент со-
держит не менее 3 вершин. По тем же причинам, если имеется не менее
двух ∆-компонент, то найдётся порождённый путь P = (x, v1, . . . , vk, y),
где k ∈ {1, 2}, между вершинами x ∈ V (CO1) и y ∈ V (CO2) из разных
∆-компонент CO1 и CO2, в котором все вершины v1, . . . , vk не принадле-
жат никаким ∆-компонентам. Можно считать, что если k = 2, то не су-
ществует пути длины 2 между вершинами из данных ∆-компонент. Сле-
довательно, если k = 2, то v1 не смежна ни с одной вершиной из CO2,
а v2 не смежна ни с одной вершиной из CO1.

У вершины x в CO1 имеется два соседа x′ и x′′, а у вершины y в CO2

имеется два соседа y′ и y′′. Существуют вершины x′1, x
′
2, x

′
3 ∈ NG(x

′) \ {x},
причём x′1, x

′
2 отличны от x′′, а также вершины x′′1, x

′′
2 , x

′′
3 ∈ NG(x

′′) \ {x},
причём x′′1 , x

′′
2 отличны от x′. Поскольку CO1 и CO2 — разные ∆-ком-

поненты, нет ребра, инцидентного вершине из CO1 и вершине из CO2.
В частности,

x′y′ 6∈ E(G), x′y′′ 6∈ E(G), x′′y′ 6∈ E(G), x′′y′′ 6∈ E(G).

Эти наблюдения и обозначения будут использоваться в следующих
двух леммах.
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Лемма 3. Пусть H ∈ S\{B+
1+,

+B+
1 }, G ∈ Frees({H})— несжимаемый

граф, причём ∆(G) > 4. Тогда G имеет не более чем

max

Å
7 + 7 · ∆

4(G)− 1

∆(G)− 1
,
∆4(G)− 1

∆(G)− 1
(∆(G) + 1)

ã

вершин.

Доказательство. Предположим, что

H ∈ {B1 + P3, B1 + 2P2, B
+
1 + P2, B2 + P2}.

Тогда H можно представить в виде H = H1+H2, где |E(H1)| > |E(H2)|.
Если G содержит подграф H1, то стянем его в вершину x и получим
граф G′. Тогда, очевидно, degG′(x) 6 7∆(G) и степень любой другой
вершины G′ не превосходит ∆(G). Так как G ∈ Frees({H}), то G′ ли-
бо не содержит подграфа P3, либо не содержит подграфа 2P2, поэтому
расстояние от x до любой другой вершины G′ не превосходит 3. Значит,

|V (G′)| 6 1 + 7 (∆(G) + ∆2(G) + ∆3(G)) = 1 + 7 · ∆
4(G)− 1

∆(G) − 1
.

Вместе с тем |V (G)| 6 |V (G′)|+ 6. Если G ∈ Frees({H1}), то

G ∈ Frees({B++
1 }) ∪ Frees({B+

2 }),
эти случаи будут разобраны далее. Таким образом, можно считать, что
H ∈ {B++

1 , B+
2 , B3}.

Предположим, что P = (x, v1, y). Тогда [x′1, x
′
2, x

′
3, x

′, x, v1, y, y
′, y′′;B3],

поскольку хотя бы две из вершин x′1, x
′
2, x

′
3 отличны от v1, и [x′i, x

′, x′′, x,
v1, y, y

′, y′′;B+
2 ] для вершины x′i 6∈ {v1, x′′}, существующей, так как x′′ 6∈

{x′1, x′2} и какая-то из вершин x′1, x
′
2 отлична от v1. Если x′′ 6∈ {x′1, x′2, x′3}

или v1 6∈ {x′1, x′2, x′3}, то [x′1, x
′
2, x

′
3, x, x

′′, v1, y, y
′;B++

1 ], так как хотя бы
две из вершин x′1, x

′
2, x

′
3 одновременно отличны от v1 и x′′. Если x′′ ∈

{x′1, x′2, x′3} и v1 ∈ {x′1, x′2, x′3}, то [y′, y′′, y, v1, x
′, x, x′′, x′′i ;B

++
1 ], поскольку

существует вершина x′′i 6∈ {v1, x′}.
Предположим, что P = (x, v1, v2, y). Очевидно, что [x′, x′′, x, v1, v2, y,

y′, y′′;B3]. Если x′′ 6∈ {x′1, x′2, x′3} или v1 6∈ {x′1, x′2, x′3}, то [x′1, x
′
2, x

′
3, x, x

′′,
v1, v2, y;B

++
1 ], так как хотя бы две из вершин x′1, x

′
2, x

′
3 одновременно от-

личны от v1 и x′′. Если x′′ ∈ {x′1, x′2, x′3} и v1 ∈ {x′1, x′2, x′3}, то [x′i, x
′, x′′, v1,

x, v2, y, y
′′;B++

1 ], так как существует вершина x′i 6∈ {v1, x′′}. Посколь-
ку G несжимаем, либо degG(v1) > 3, либо degG(v2) > 3. Вершины x и y
равноправны, поэтому можно предполагать существование вершины v∗,
смежной с v2 и не принадлежащей V (CO1)∪{v1, y}. Тогда [v∗, v2, y, v1, x,
x′, x′i, x

′′;B+
2 ], так как существует вершина x′i 6∈ {v1, x′′}.

Тем самым граф G имеет всего одну ∆-компоненту CO. Предполо-
жим, что в CO между вершинами u1 и u5 существует порождённый
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путь (u1, u2, u3, u4, u5). Тогда G[NG(u1)∪NG(u2)∪{u4, u5}] содержит под-
граф B++

1 , G[NG(u1)∪NG(u3)∪ {u5}] содержит B+
2 , G[NG(u1)∪NG(u4)]

содержит B3. Тем самым расстояние в CO между любыми двумя вер-
шинами не превосходит 3, поэтому

|V (CO)| 6 1 +∆(G) + ∆2(G) + ∆3(G) =
∆4(G)− 1

∆(G)− 1
.

Значит, |V (G)| 6 ∆4(G)−1
∆(G)−1 (∆(G) + 1). Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть G ∈ Frees({
+
B2})— несжимаемый граф и ∆(G) > 4.

Тогда либо граф G имеет не более чем ∆5(G)−1
∆(G)−1 (∆(G) + 1) вершин, либо

∆(G) = 4 и G содержит один из подграфов snake, rose, shark, у которого
degG(a2) = 2.

Доказательство. Предположим, что в G существует не менее двух
∆-компонент. Через v′ будем обозначать третью вершину пути P, считая
от вершины x. Докажем, что degG(v1) = 2. Предположим противное.

Ввиду равноправности x и y можно считать, что либо v1 не смежна
ни с одной из вершин множества NG(x), либо v1 имеет соседа в NG(x)
и v2 имеет соседа в NG(y) (когда k = 2), либо v1 имеет соседей и в NG(x),
и в NG(y) (когда k = 1). Если реализуется второй случай, то G[NG(x) ∪
NG(v1)∪NG(v2)] содержит подграф

+
B2, поэтому далее будут рассматри-

ваться только первый и третий случаи.
Предположим, что существует вершина v∗ ∈ NG(v1)\(NG(x)∪{x, v′}),

что охватывает третий случай. Если k = 1, то G[NG(x)∪NG(v1)∪NG(y)]

содержит подграф
+
B2. Если ∆(G) > 6 или ∆(G) = 5 и x′′v1 6∈ E(G),

то NG(x
′′) \ {x, x′, v1, v∗} содержит не менее 2 элементов и они вместе

с v′, v1, v
∗, x, x′, x′′ порождают подграф, содержащий подграф

+
B2. Рас-

смотрение случая, когда ∆(G) = 5, x′v1 6∈ E(G), аналогично. Отметим,
что случай, когда ∆(G) = 5, x′v1 ∈ E(G), x′′v1 ∈ E(G), невозможен, так
как тогда degG(v1) = 5 и v1 должна принадлежать ∆-компонентам.

Предположим, что k = 2 и ∆(G) = 4. Тогда из соображений равно-
правности вершин x и y можно предполагать, что у вершины v2 имеется

сосед v∗∗ 6∈ {v1, y}. Если v∗ 6= v∗∗, то [y, v2, v
∗∗, v1, v

∗, x, x′, x′′;
+
B2]. Значит,

v∗ = v∗∗. Если v∗x′ 6∈ E(G) или v∗x′′ 6∈ E(G), то [v2, v1, v
∗, x, x′, x′′, x′1,

x′2;
+
B2] или [v2, v1, v

∗, x, x′, x′′, x′′1 , x
′′
2;

+
B2]. Тем самым v∗x′ ∈ E(G),

v∗x′′ ∈ E(G). Из соображений равноправности вершин x и y также име-
ем, что v∗y′ ∈ E(G), v∗y′′ ∈ E(G). Следовательно, degG(v

∗) > 6. Получа-
ем противоречие с тем, что ∆(G) = 4. Тем самым degG(v1) = 2.
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Предположим, что ∆(G) = 5. Если неверно, что

NG(x
′) \ {x, x′′} = NG(x

′′) \ {x, x′}, x′x′′ ∈ E(G),

то существуют вершины z1, z2 ∈ NG(x
′)\{x, x′′} и z3, z4 ∈ NG(x

′′)\{x, x′},
причём {z1, z2} ∩ {z3, z4} = ∅. Тогда [z1, z2, z3, z4, x

′, x′′, x, v1;
+
B2]. Пред-

положим, что

V1 = NG(x
′) \ {x, x′′} = NG(x

′′) \ {x, x′} = {z1, z2, z3}, x′x′′ ∈ E(G).

Граф G содержит подграф
+
B2, если x имеет соседа x̂ 6∈ {x′, x′′, v1} ∪ V1.

Действительно, рёбра v1x, x̂x, xx
′, x′z1, x

′x′′, x′′z1, x
′′z2 образуют под-

граф
+
B2. Таким образом, можно считать, что x смежна с z1 и z2. По-

скольку G не содержит мостов, хотя бы одна вершина из V1 имеет соседа
z′ 6∈ {x, x′, x′′} ∪ V1. Достаточно рассмотреть случаи, когда z′z1 ∈ E(G)
и когда z′z3 ∈ E(G), xz3 6∈ E(G). Если z′z1 ∈ E(G), то рёбра v1x, xx

′,

xz1, z1z
′, z1x

′′, x′′z2, x
′′z3 образуют подграф

+
B2. Если же z′z3 ∈ E(G),

xz3 6∈ E(G), то рёбра z′z3, z3x
′′, z3x

′, x′z1, x
′x, xv1, xz2 образуют под-

граф
+
B2.

Предположим, что ∆(G) = 4 и x′x′′ 6∈ E(G). Тогда V2 = {x′1, x′2, x′3} =
{x′′1 , x′′2 , x′′3}, так как иначе G содержит подграф

+
B2. Если x имеет со-

седа в множестве V2, то некоторый элемент V2 должен иметь соседа
вне {x, x′, x′′} ∪ V2, так как xv1 не является мостом в G. Тогда граф G

содержит подграф
+
B2. Если x не смежна ни с одной вершиной из V2,

то NG(x) = {x∗, v1, x′, x′′}, где x∗ 6∈ V2. Множество V2 должно быть неза-

висимым, так как иначе G 6∈ Frees({
+
B2}). Ввиду несжимаемости G име-

ем degG(x
′
i) = 4 для некоторого i, причём NG(xi) ∩ ({x′, x′′} ∪ V2) = ∅.

Тогда G[{v1, x} ∪ V2 ∪NG(x
′
i)] содержит подграф

+
B2.

Предположим, что x′x′′ ∈ E(G). Тогда поскольку G ∈ Frees({
+
B2}),

либо {x′1, x′2} = {x′′1 , x′′2}, либо можно предполагать, что x′2 = x′′2. В пер-
вом случае G содержит snake или rose в качестве подграфа, причём сте-
пень вершины a2 этого подграфа в графе G равна 2. Действительно,
если x смежна с одной из вершин x′1 и x′2 (скажем, с x′1), то в обозначе-
ниях определения snake достаточно положить

a1 = v′, a2 = v1, a3 = x′2, a4 = x,

a5 = x′′, a6 = x′, a7 = x′1.
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Если же x смежна с вершиной x̂ 6∈ {x′, x′′, v1}, то

a1 = v′, a2 = v1, a3 = x̂, a4 = x,

a5 = x′′, a6 = x′, a7 = x′1, a8 = x′2.

Во втором случае, так как degG(x) = 4 и G ∈ Frees({
+
B2}), верши-

на x смежна с одной из вершин x′1, x
′
2, x

′′
1 . Действительно, если суще-

ствует сосед x̃ 6∈ {v1, x′, x′′, x′1, x′2, x′′1} вершины x, то рёбра x̃x, v1x, xx
′,

x′x′1, x
′x′′, x′′x′2, x

′′x′′1 образуют подграф
+
B2. Тем самым граф G содержит

snake или shark в качестве подграфа, причём степень вершины a2 этого
подграфа в графе G равна 2. Это очевидно, если xx′2 ∈ E(G). Если же x
смежна с одной из вершин x′1 и x′′1 (скажем, с x′1), то в обозначениях
определения shark достаточно положить

a1 = v′, a2 = v1, a3 = x′′1 , a4 = x′′2 ,

a5 = x′′, a6 = x, a7 = x′1, a8 = x′.

Предположим, что G имеет только одну ∆-компоненту CO, в кото-
рой между вершинами u1 и u6 существует порождённый путь (u1, u2, u3,
u4, u5, u6). Поскольку ∆(G) > 4, существуют различные вершины v′ ∈
NG(u2) \ {u1, u3} и v′′ ∈ NG(u3) \ {u2, u4}. Если NG(u4) 6= {u3, u5, v′, v′′},
то граф G содержит подграф

+
B2. То же самое верно, если NG(u4) =

{u3, u5, v′, v′′} и NG(u5) 6= {u4, u6, v′, v′′}. Если же NG(u4) = {u3, u5, v′, v′′}
и NG(u5) = {u4, u6, v′, v′′}, то [u1, u2, u3, v

′, u4, u5, v
′′, u6;

+
B2]. Тем самым

расстояние в CO между любыми двумя вершинами не превосходит 4,
поэтому

|V (CO)| 6 1 + ∆(G) + ∆2(G) + ∆3(G) + ∆4(G) =
∆5(G)− 1

∆(G)− 1
.

Значит, |V (G)| 6 ∆5(G)−1
∆(G)−1 (∆(G) + 1). Лемма 4 доказана.

2.2. Кликовая ширина графов и новые случаи полиномиаль-
ной разрешимости задачи РР для графов минимальной степе-
ни 4. Кликовая ширина имеет важное значение для построения эф-
фективных алгоритмов на графах, поскольку для любой константы C
многие задачи на графах полиномиально разрешимы в классе графов,
у которых кликовая ширина не превосходит C (см. [32]). Следующее
утверждение даёт достаточное условие равномерной ограниченности кли-
ковой ширины (см. [33]).
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Лемма 5. Для любого монотонного класса X , не включающего T ,
существует такая константа C(X ), что кликовая ширина любого графа
из X не превосходит C(X ).

В [29, лемма 4] доказана

Лемма 6. Если X — монотонный класс и T * X , то задача РР поли-
номиально разрешима для графов из X .

Лемма 7. Пусть G— несжимаемый граф,

G ∈ Frees({B+
1+}) ∪ Frees({+B+

1 }), ∆(G) > 4.

Тогда G ∈ Frees({T4,4,4}).
Доказательство. Предположим, что граф G содержит подграф,

изоморфный T4,4,4. Если существует сосед вершины x1, не принадлежа-
щий триоду T4,4,4, то G одновременно содержит подграфы B+

1+ и +B+
1 .

То же самое верно, если у вершины x1 есть сосед в множестве V (T4,4,4) \
{y1, z1} или если NG(x1) = {v, x2, y1, z1}. Такие же рассуждения можно
провести и относительно вершин y1 и z1. Следовательно, можно счи-
тать, что эти случаи не реализуются. Тем самым для любой вершины
t ∈ {x1, y1, z1} либо degG(t) = 2, либо degG(t) = 3 и в {x1, y1, z1} \ {t}
существует сосед вершины t.

Поскольку G несжимаем, NG(v) содержит не менее двух вершин сте-
пени ∆(G) > 4. Пусть u— произвольная такая вершина. Понятно, что
u 6∈ {x1, y1, z1} и u не смежна ни с одной из вершин x1, y1, z1. Пусть
u1 6= v и u2 6= v — соседи вершины u, при этом degG(u1) = ∆(G). Сре-
ди {x2, x3, x4}, {y2, y3, y4}, {z2, z3, z4} существует множество, которому
не принадлежат ни u1, ни u2. Можно считать, что это {x2, x3, x4}.
Если {u1, u2} 6= {y2, z2}, то [u1, u2, u, v, x1, x2, y1, y2, z1, z2;B

+
1+]. Если же

{u1, u2} = {y2, z2}, то [y3, y2, y1, u, v, x1, z2, z3;B
+
1+].

Поскольку degG(u1) = ∆(G) > 4, у вершины u1 существует сосед
u′ 6∈ {v, u, u2}. Понятно, что u′ 6∈ {x1, y1, z1}. Если ui = y2 для i = 1, 2,
то [x2, x1, v, y1, y2, u, uj , z1;

+B+
1 ], где {i, j} = {1, 2}. Аналогично в случае

ui = z2 для i = 1, 2. Если же {u1, u2} ∩ {y2, z2} = ∅, то [u′, u1, u, u2, v, x1,
y1, y2;

+B+
1 ] (если u′ 6= y2) или [u′, u1, u, u2, v, x1, z1, z2;

+B+
1 ] (если u′ 6= z2).

Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Для любого H ∈ S ∪ {
+
B2} задача РР полиномиально раз-

решима в классе KH = {G | G ∈ Frees({H}), ∆(G) > 4}.
Доказательство. Из лемм 1–4, 6 и 7 следует, что достаточно рас-

сматривать случай H =
+
B2 и несжимаемые графы G ∈ KH с ∆(G) = 4,

содержащие один из подграфов snake, rose, shark, в котором degG(a2) = 2.
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Действительно, если H ∈ S \ {B+
1+}, то из лемм 1–3 следует, что суще-

ствует константа CH такая, что для любого несжимаемого графа G ∈ KH

либо χ′(G) = ∆(G), либо |V (G)| 6 CH . Хроматический индекс любого
графа с не более чем CH вершинами может быть найден за время O(1).
Если H = B+

1+, то утверждение данной леммы следует из лемм 6 и 7.
Возможность рассмотрения соответствующих ограничений в случае, ко-

гда H =
+
B2, следует из леммы 4.

Предположим, что G содержит подграф snake. Пусть V ′ = {a4, a5,
a6, a7} и N = {x | xai ∈ E(G), ai ∈ V ′, x 6∈ V ′}. Так как G ∈ Frees({

+
B2}),

∆(G) = 4, то |N | 6 3. Нетрудно видеть, что 4-раскраска рёбер подграфа
(V (G), E(G) \ {aiaj | ai, aj ∈ V ′}) продолжается до 4-раскраски рёбер G
тогда и только тогда, когда между N и V ′ присутствуют рёбра не более
чем двух цветов. Тем самым можно считать, что никакая вершина из N
не смежна с тремя вершинами из V ′.

Предположим, что b ∈ N \{a2} и NG(b)∩V ′ = {ai}. Тогда обязательно
degG(b) = 2 ввиду несжимаемости G и того, что если существуют верши-

ны c1, c2 ∈ NG(b) \{ai}, то [c1, c2, b, a2, a4, a5, a6, a7;
+
B2]. Теперь предполо-

жим, что b ∈ N и NG(b) ∩ V ′ = {ai, aj}. Тогда обязательно degG(b) 6 3,

так как если NG(b) = {c1, c2, ai, aj}, то [c1, c2, b, a2, a4, a5, a6, a7;
+
B2].

Не уменьшая общности можно считать, что N = {a2, a3, a8} и

NG(a2) ∩ V ′ = {a4}, NG(a3) ∩ V ′ = {a5}, NG(a8) ∩ V ′ = {a6}
или

NG(a2) ∩ V ′ = {a4}, NG(a3) ∩ V ′ = {a5}, NG(a8) ∩ V ′ = {a6, a7}.
В первом случае degG(a2) = degG(a3) = degG(a8) = 2, поэтому любую
4-раскраску рёбер подграфа G \ V ′ можно продолжить до 4-раскраски
рёбер G путём окраски a2a4, a3a5, a6a8 в один цвет. Во втором случае
degG(a2) = degG(a3) = 2 и degG(a8) 6 3. Тем самым любую 4-раскраску
рёбер G \ V ′ можно продолжить до 4-раскраски рёбер G путём окраски
a2a4, a6a8 в один цвет, а a3a5, a6a7 — в другой.

Предположим, что G содержит подграф rose. Можно считать, что
a4a7 6∈ E(G) и a4a8 6∈ E(G), так как этот случай влечёт возникнове-
ние соответствующего подграфа snake. Предположим, что вершина a7

смежна с b 6∈ {a3, a5, a6, a8}. Тогда [a2, a3, a4, a5, a8, a7, b, a6;
+
B2]. Тем са-

мым NG(ai) ⊆ {a3, a5, a6, aj} для любого i ∈ {7, 8}, где {i, j} = {7, 8}.
Вершина a3 не может одновременно иметь соседа в множестве {a7, a8}
(скажем, a7) и соседа c 6∈ {a4, a7, a8}, поскольку тогда рёбра ca3, a3a7,

a3a4, a4a2, a4a6, a6a5, a6a8 образуют подграф
+
B2. Следовательно, либо
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NG(a3) ⊆ {a4, a7, a8}, либо вершины a7 и a8 имеют соседей только в мно-
жестве {a5, a6, a7, a8}. Удалим из G вершины a5–a8 и получим граф G′.

Убедимся в том, что χ′(G′) 6 4 тогда и только тогда, когда χ′(G) 6 4.
Для этого достаточно показать, что из 4-раскрашиваемости рёбер G′ сле-
дует 4-раскрашиваемость рёбер G. Можно считать, что в 4-раскраске рё-
бер G′ рёбра a2a4 и a3a4 имеют цвета 1 и 2. Назначим цвет 1 ребру a7a8
(если оно есть) и ребру a5a6, цвет 2 рёбрам a5a8 и a6a7, цвет 3 ребру a3a7
(если оно есть) и рёбрам a4a5 и a6a8, цвет 4 ребру a3a8 (если оно есть)
и рёбрам a4a6 и a5a7.

Предположим, что G содержит подграф shark. Очевидно, что не су-
ществует вершины b 6∈ V (shark) \ {a1}, смежной хотя бы с одной из вер-

шин a4 и a7, так как иначе [b, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8;
+
B2]. Если a3a4 ∈

E(G), то не существует вершины b ∈ NG(a3) \ {a4, a5, a7}, так как иначе

[b, a3, a4, a5, a7, a6, a2, a8;
+
B2]. Если a3a7 ∈ E(G), то не существует верши-

ны b ∈ NG(a3) \ {a4, a5, a7}, так как иначе [b, a3, a7, a6, a8, a5, a4, a2;
+
B2].

Если b1, b2 ∈ NG(a3)\{a4, a5, a7}, то [b1, b2, a3, a5, a7, a8, a4, a6;
+
B2]. Отсюда

следует, что NG(a3) = {a5, c}, где c 6∈ {a4, a7}, поскольку a3a5 не является
мостом в графе G. Удалим из G все рёбра подграфа G[{a4, a5, a6, a7, a8}]
и получим граф G′′.

Убедимся в том, что χ′(G′′) 6 4 тогда и только тогда, когда χ′(G) 6 4.
Для этого достаточно показать, что из 4-раскрашиваемости рёбер G′′

следует 4-раскрашиваемость рёбер G. Так как degG(a2) = degG(c) = 2,
можно считать, что в 4-раскраске рёбер G′′ рёбра a3a5 и a2a6 имеют
цвета 1 и 2. Назначим цвет 1 рёбрам a6a8 и a4a7 (если оно есть), цвет 2
рёбрам a4a5 и a7a8, цвет 3 рёбрам a4a8 и a5a6, цвет 4 рёбрам a5a8 и a6a7.
Лемма 8 доказана.

2.3. Сложность задачи РР для классов субкубических гра-
фов. Определим некоторое преобразование, называемое заменой вер-

шины треугольником. Оно применяется к вершине x графа, окрестность
которой состоит в точности из вершин x1, x2, x3, и определяется следу-
ющим образом. Удаляется вершина x, добавляются вершины x′1, x

′
2, x

′
3

и рёбра x′1x1, x
′
2x2, x

′
3x3, x

′
1x

′
2, x

′
2x

′
3, x

′
1x

′
3. Нетрудно видеть, что 3-рас-

краска рёбер исходного графа существует тогда и только тогда, когда
она существует для полученного графа.

Через Xk обозначим множество кубических графов, не содержащих
порождённых циклов длины до k включительно. Ясно, что классыX1 иX2

совпадают с множеством всех кубических графов. Обозначим через X ∗
k

множество графов, которые получаются из графов из Xk последователь-
ным выполнением замен вершины треугольником для каждой его вер-

шины. Очевидно, что X ∗
k ⊆ Frees({

+
B2}) для любого k, поскольку среди
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любых трёх вершин, образующих путь в произвольном графе из X ∗
k , най-

дутся две, принадлежащие общему треугольнику.

Лемма 9. Для любого k задача РР NP-полна для графов из X ∗
k .

Доказательство. Известно, что для любого k задача РР NP-пол-
на для графов из Xk (см. [36]). Задача РР в классе Xk полиномиально
сводится к той же задаче в классе X ∗

k , поэтому задача РР NP-полна для
графов из X ∗

k . Лемма 9 доказана.

Монотонное замыкание класса графов Z — множество графов, явля-
ющихся подграфами графов из Z. Оно обозначается через [Z]m.

Лемма 10. Пусть H∗ — граф без изолированных вершин, имеющий
ровно 7 рёбер и принадлежащий [X ∗

1 ]m, H ∈ S. Тогда задача РР полино-

миально разрешима для субкубических графов из класса Frees({H∗,
+
B2})

и для субкубических графов из класса Frees({H}).
Доказательство. По лемме 6 можно рассматривать несжимаемые

субкубические графы из классов Frees({H∗,
+
B2}) и Frees({H}), содер-

жащие подграф T5,5,5. Пусть G— такой граф, причём ∆(G) = 3. По-
скольку G несжимаем, среди вершин x1, y1, z1 есть не менее двух степе-
ни 3. Покажем, что задача РР для субкубических графов из рассмат-
риваемых классов полиномиально сводится к той же задаче для графов
из Frees({T5,5,5}). Последний класс является случаем полиномиальной
разрешимости задачи РР по лемме 6. Тем самым будет доказана данная
лемма. Рассмотрим два случая: когда {x1, y1, z1} не независимо и когда
оно является таковым.

I. Рассмотрим сначала случай, когда среди x1y1, x1z1, y1z1 есть реб-
ро графа G. Предположим, что x1y1 ∈ E(G). Стянем треугольник, об-
разованный v, x1, y1, в вершину u1 и получим граф G∗

1, для которого
∆(G∗

1) 6 3. Нетрудно видеть, что χ′(G) = 3 тогда и только тогда, когда
χ′(G∗

1) 6 3. Можно считать, что среди x2, y2, z1 не менее двух вершин
имеют степень 3. Действительно, иначе 3-раскраска рёбер G∗

1 (а следо-
вательно, и 3-раскраска рёбер G) существует тогда и только тогда, когда
она существует для G∗

1\{u1} ∼= G\{v, x1, y1}. Из соображений симметрии
можно считать, что degG(x2) = degG(y2) = 3. Пусть NG(x2) = {x′, x1, x3}
и NG(y2) = {y′, y1, y3}.

Если x′ = x4 или x′x3 ∈ E(G), то G содержит в качестве подгра-
фа любой граф из [X ∗

1 ]m без изолированных вершин, имеющий ровно
7 рёбер. Случаи x′ = y2 и x′ = z1 будут разобраны далее, и в них ока-

жется, что граф G содержит подграф
+
B2. Если degG(x3) = 3, то под-

граф G[NG(x3) ∪ {x3, x′, x1, y1, v}] содержит
+
B2. Если же degG(x3) = 2,
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то получаем NG(x
′) = {a, b, x2} ввиду несжимаемости G. Понятно, что

{a, b} ∩ {x3, y1} = ∅. Тогда [a, b, x′, x2, x3, x1, y1, v;
+
B2].

Если x′ 6∈ V (T5,5,5), то G одновременно содержит

B1 + P3, B1 + 2P2, B
+
1 + P2, B

++
1 , +B+

1 , B
+
1+, B2 + P2, B

+
2

в качестве подграфа. Это же верно, если x′ ∈ V (T5,5,5), для этого нетруд-

но по отдельности разобрать два случая: x′ ∈ {x4, x5} и x′ ∈
5⋃

i=2
{yi, zi}.

Рассмотрим далее все возможные подслучаи расположения вершины x′.

I.a. Предположим, что x′ = y2. Стянем подграф G[{v, x1, y1, x2, y2}]
в вершину u2 и получим граф G∗

2, для которого ∆(G∗
2) 6 3. Нетрудно

видеть, что χ′(G) = 3 тогда и только тогда, когда χ′(G∗
2) 6 3. Можно

считать, что degG(x3) = 3 или degG(y3) = 3, иначе

χ′(G) = 3⇔ χ′(G∗
2 \ {u2}) 6 3,

причём
G∗

2 \ {u2} ∼= G \ {v, x1, y1, x2, y2}.

Тогда G одновременно содержит подграфы B3 и
+
B2, поэтому можно счи-

тать, что x′ 6∈ {y2, z1} и y′ 6∈ {x2, z1}.
I.b. Предположим, что x′ 6= y′. Если x′ = y3, то [y1, y2, y3, y4, x2, x1, v,

z1;B3], поэтому можно считать, что x′ 6= y3 и y′ 6= x3. Тогда [x3, x2, x
′, x1,

y1, y2, y3, y
′;B3].

I.c. Предположим, что x′ = y′. Если degG(x3) = 3, то подграф
G[NG(x3) ∪ NG(y1) ∪ {y1, x3}] содержит B3. Тем самым degG(x3) = 2
и degG(y3) = 2. Так как G несжимаем, существует вершина x∗, смежная
с x′ и отличная от x2 и y2.

Если x∗ 6= z1, то [x∗, x2, y2, x
′, y1, v, x1, z1;B3]. Если же x∗ = z1, то стя-

нем G[{v, x1, y1, z1, x2, y2, x′}] в вершину u3 и получим подграф G∗
3. Имеем

χ′(G) = 3⇔ χ′(G∗
3 \ {u3}) 6 3,

причём
G∗

3 \ {u3} ∼= G \ {v, x1, y1, z1, x′, x2, y2}.

Итак, независимо от того, какой из случаев G ∈ Free({H∗,
+
B2}) или

G ∈ Free({H}) рассматривается, возможно выполнить редукцию G.

II. Пусть {x1, y1, z1}— независимое множество и NG(x1) = {x′′, v, x2}.
Нетрудно проверить, что G одновременно содержит подграфы

B1 + P3, B1 + 2P2, B
+
1 + P2, B

++
1 , +B+

1 , B
+
1+.

Можно считать, что NG(y1) = {y′′, v, y2}. Рассмотрим два подслучая:
degG(z1) = 3 и degG(z1) = 2.
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II.a. Предположим, что существует z′′ такая, что NG(z1) = {z′′, v, z2}.
Если x′′ 6= y′′, то [x2, x1, x

′′, v, y1, y2, y
′′, z1;

+
B2], за исключением случаев,

когда x′′ = y2 или y′′ = x2. Поэтому G содержит подграф
+
B2, если среди

x′′, y′′, z′′ имеется хотя бы две различные вершины. Если же x′′ = y′′ = z′′

и степень хотя бы одной из вершин x2, y2, z2 равна 3, то G содержит

подграф
+
B2. Если же x′′ = y′′ = z′′ и degG(x2) = degG(y2) = degG(z2) = 2,

то стянем подграф G[{v, x1, y1, z1, x′′}] в вершину u4 и получим граф G∗
4.

Имеем
χ′(G) = 3⇔ χ′(G∗

4 \ {u4}) 6 3,

причём
G∗

4 \ {u4} ∼= G \ {v, x1, y1, z1, x′′}.

Следовательно, если G ∈ Free({H∗,
+
B2}), то возможно выполнить ре-

дукцию графа G. Далее в данном подслучае будем предполагать, что
G ∈ Frees({H}).

II.a.1. Докажем, что не существует таких p ∈ {2, 3} и q ∈ {2, 3, 4}, что
xpyq ∈ E(G). Можно предполагать, что p 6 q. Если p = 2, то

[x3, x2, yq, x1, v, y1, z1, z2, z3;B2 + P2, B
+
2 ],

[yq+1, yq, yq−1, x3, x2, x1, v, y1, z1, z
′′, z2;B3]

(и при q = 2 и когда q 6= 2). Если p = 3, то [x4, x3, yq, x2, x1, v, y1, z1;B3] и

либо [x4, x3, yq, x2, x1, x
′′, v, y1, y2;B2 + P2, B

+
2 ] (когда x′′ 6∈ {x4, y2}),

либо [x4, x3, yq, x2, x1, x
′′, v, z1, z2;B2 + P2, B

+
2 ] (когда x′′ = y2),

либо [x5, x4, x1, x3, y5, y4, y3, y2, y1, v;B2 + P2, B
+
2 ] (когда x′′ = x4).

Тем самым для любых 2 6 p 6 4, 2 6 q 6 4, где (p, q) 6= (4, 4), имеем

xpyq 6∈ E(G), xpzq 6∈ E(G), ypzq 6∈ E(G).

II.a.2. Докажем, что x′′ 6= y3 (а значит, и x′′ 6= z3, y
′′ 6∈ {x3, z3}, z′′ 6∈

{x3, y3}). Предположим противное. Тогда G одновременно содержит под-
графы B2 + P2 и B+

2 . Если z′′ 6∈ {y2, y4}, то [y2, y3, y4, x1, v, z1, z
′′, z2;B3].

Граф G содержит подграф B3, если y′′ ∈ {x3, z2, z3}. Рассмотрим ситуа-
цию, когда z′′ ∈ {y2, y4}. Тогда G содержит подграф B3, если y′′ = x2.

Предположим, что z′′ = y4. Если degG(y2) = 3, то G содержит под-
граф B3, поэтому degG(y2) = 2. Поскольку G несжимаем, degG(y

′′) = 3.
Тогда G содержит подграф B3 (независимо от наличия ребра y′′x2).

Предположим, что z′′ = y2. Имеем degG(x2) = 2, иначе G содержит
подграф B3. Тогда degG(x3) = 3 ввиду несжимаемости G, поэтому он
содержит подграф B3.
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II.a.3. Докажем, что x′′ 6= y2 (а значит, и x′′ 6= z2, y
′′ 6∈ {x2, z2}, z′′ 6∈

{x2, y2}). Предположим, что x′′ = y2. Тогда [y3, y2, x1, y1, v, z1, z
′′, z2;B3].

Вместе с тем

[x2, x1, y1, v, z1, z
′′, z2, y2, y3, z3, z4;B2 + P2, B

+
2 ], если z′′ 6= x2,

[y3, y2, y1, x1, x2, x3, z1; z2, z3;B2 + P2, B
+
2 ], если z′′ = x2.

II.a.4. Докажем, что degG(x2) = 2 и degG(x3) = 2, т. е. что G не несжи-
маемый.

Пусть NG(x2) = {x3, x1, x̂}. Тогда

[x3, x2, x̂, x1, v, y1, y2, y3, z1;B2 + P2, B
+
2 ].

Если среди y′′ и z′′ существует вершина (скажем, y′′), отличная от x̂,
то [x3, x2, x̂, x1, v, y1, y

′′, y2;B3]. Если же x̂ = y′′ = z′′, то ввиду несжимае-
мости G либо degG(x

′′) = 3, либо существует сосед вершины x′′ степени 3,
отличный от x1, но тогда G содержит подграф B3.

Предположим, что degG(x2) = 2 и NG(x3) = {x2, x4, x̃}. Тогда имеем
[x4, x3, x̃, x2, x1, v, y1, z1;B3]. Вместе с тем если x̃ 6= x′′, x′′ 6= x4, то

[x4, x3, x̃, x2, x1, x
′′, v, y1, y2;B2 + P2, B

+
2 ].

Если x′′ = x4 или x̃ = x′′, то среди вершин y′′ и z′′ есть отличная
от x′′. Тогда нетрудно убедиться, что G одновременно содержит под-
графы B2 + P2 и B+

2 .

II.b. Пусть degG(z1) = 2. Тогда NG(z2) = {z′′′, z1, z3} поскольку граф G
несжимаем.

Предположим, что G ∈ Frees({H∗,
+
B2}) и x′′ 6= y′′. Тогда

[x2, x1, x
′′, v, y1, y2, y

′′, z1;
+
B2],

за исключением случаев, когда x′′ = y2 или y′′ = x2. Пусть x′′ = y2. Если
ещё y′′ = x2, то, очевидно, degG(x3) = degG(y3) = 2, так как иначе G

содержит подграф
+
B2. Тогда стянем G[{v, x1, x2, y1, y2}] в вершину u5

и получим граф G∗
5. Имеем

χ′(G) = 3⇔ χ′(G∗
5 \ {u5}) 6 3,

причём
G∗

5 \ {u5} ∼= G \ {v, x1, x2, y1, y2},
поэтому можно предполагать, что degG(x2) = 2, так как иначе G содер-

жит подграф
+
B2. Если y′′ = y3, то стянем G[{y3, y2, y1, x1, v}] в верши-

ну u6 и получим граф G∗
6. Имеем

χ′(G) = 3⇔ χ′(G∗
6 \ {u6}) 6 3,
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причём
G∗

6 \ {u6} ∼= G \ {y3, y2, y1, x1, v},
поэтому можно предполагать, что degG(y3) = 2, так как иначе граф G

содержит подграф
+
B2. Ввиду несжимаемости G получаем degG(y

′′) > 2.

Если degG(y
′′) = 3, то G содержит подграф

+
B2. Если NG(y

′′) = {y1, a},
то 3-раскраска рёбер G существует тогда и только тогда, когда суще-
ствует 3-раскраска рёбер G\{v, y1, y2, x1}. Действительно, в любой 3-рас-
краске рёбер G \ {v, y1, y2, x1} можно выбрать цвет с1, в который одно-
временно не окрашены x2x3 и y3y4, и окрасить в него рёбра x1x2 и y2y3.
Можно выбрать цвет c2 (возможно, что c2 = c1), в который одновремен-
но не окрашены y′′a и z1z2, и окрасить в него рёбра y1y

′′ и vz1. Тогда, как
нетрудно видеть, полученная частичная 3-раскраска рёбер G продолжа-
ется до 3-раскраски рёбер G.

Предположим, что x′′ = y′′. Если NG(x2) = {x1, x3, x̆}, то либо

[x̆, x2, x3, x1, x
′′, v, y1, z1;

+
B2], если x̆ 6= x′′,

либо x̆ = x′′. Предположим, что x̆ = x′′. Тогда degG(y2) = 2. Стянем
G[{x2, x′′, x1, y1, v}] в вершину u7 и получим граф G∗

7. Имеем

χ′(G) = 3⇔ χ′(G∗
7 \ {u7}) 6 3,

причём
G∗

7 \ {u7} ∼= G \ {x2, x′′, x1, y1, v}.
Пусть degG(x2) = degG(y2) = 2. Тогда NG(x

′′) = {a′, x1, y1} ввиду
несжимаемости G, причём degG(a

′) > 2. Если degG(a
′) = 3, то под-

граф G[NG(a
′) ∪ {a′, x1, y1, y2, v}] содержит

+
B2. Если же degG(a

′) = 2,
то 3-раскраска рёбер G существует тогда и только тогда, когда суще-
ствует 3-раскраска рёбер G \ {v, x1, y1, x′′}.

Далее будем предполагать, что G ∈ Frees({H}).
II.b.1. Предположим, что z′′′ 6∈ {x1, y1}. Тогда G одновременно содер-

жит подграфы B2 + P2 и B+
2 . Возможны следующие варианты.

Если z′′′ = x2 и y′′ 6= z3, то [y′′, y2, y1, v, z1, z2, z3, x2;B3].
Если z′′′ = x2 и y′′ = z3, то [x1, x2, x3, z2, z3, y1, y2, v;B3].
Если z′′′ 6= x2 и x′′ 6= z3, то [x′′, x1, x2, v, z1, z2, z

′′′, z3;B3].
Если же z′′′ 6= x2 и x′′ = z3, то либо [y2, y1, y

′′, v, x1, z3, z2, z4;B3] (когда
y′′ 6= z4), либо [y2, y1, v, z4, z3, z2, z

′′′, z1;B3] (когда y′′ = z4, z
′′′ 6= y2), либо

[y3, y2, y1, z2, z3, x1, x2, v] (когда y′′ = z4, z
′′′ = y2).

II.b.2. Рассмотрим ситуацию, когда z′′′ = x1, которая аналогична си-
туации, когда z′′′ = y1. Возможны только следующие варианты.
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Если y′′ 6= x2, то [y2, y1, y
′′, v, x1, x2, z2;B2], поэтому G одновременно

содержит подграфы B2 + P2 и B+
2 .

Если y′′ = x2, то G одновременно содержит подграфы B2 + P2 и B+
2 .

Если y′′ 6= z3, то [y′′, y2, y1, v, z1, z2, z3, x1;B3].
Если же y′′ = z3, то либо degG(x3) = 3, либо degG(x2) = 3 ввиду

несжимаемости G. В первом случае G[NG(x3) ∪ {x3, x1, v, y1, z1}] содер-
жит подграф B3. Во втором случае либо G[NG(x2)∪NG(y1)∪{x2, y1}] со-
держит подграфB3 (если x2y2 6∈E(G)), либо [x3, x2, x1, y2, y1, z3, z2, z4;B3]
(если x2y2 ∈ E(G)). Лемма 10 доказана.

3. Основной результат работы

Основным результатом данной работы является

Теорема 1. Пусть Y — множество графов, каждый из которых име-
ет не более чем 7 рёбер. Тогда задача РР полиномиально разрешима
для графов из X = Frees(Y), если либо Y содержит субкубический лес,

не принадлежащий множеству {
+
B2 + On | n > 0}, либо Y одновремен-

но содержит и граф вида
+
B2 + On и граф из [X ∗

1 ]m. Во всех остальных
случаях она NP-полна для графов из X .

Доказательство. Напомним, что задача РР NP-полна в классе Xk

при любом k. Следовательно, можно считать, что Xk * X для любого k.
Заметим, что Y конечно и для любого графа G∗, не являющегося субку-
бическим лесом, существует такое k∗ (которое можно положить равным
обхвату графа G∗), что Xk∗+1 ⊆ Frees({G∗}). Следовательно, Y содержит
субкубический лес.

Заметим, что любой субкубический лес F с 7 рёбрами может быть

представлен в виде F = F ′ +On, где F ′ ∈ T ∪ S ∪ {
+
B2}. Действительно,

если в F каждая компонента связности имеет не более одной вершины
степени 3, то F ∈ T . Если же в F имеется компонента связности с не ме-
нее чем двумя вершинами степени 3, то она принадлежит множеству

{B1, B
+
1 , B

++
1 , +B+

1 , B
+
1+, B2, B

+
2 ,

+
B2, B3}.

Значит, F ′ ∈ S ∪ {
+
B2}.

Рассмотрим произвольный субкубический лес F ∈ Y . Заметим, что
если G ∈ Frees({H + P1}), то либо G ∈ Frees({H}), либо G ∼= H. Отсюда

и из леммы 6 можно предполагать, что F ∈ S ∪ {
+
B2}. Если F ∈ S,

то по леммам 8 и 10 задача РР полиномиально разрешима для графов

из X . Если F =
+
B2 и Y ∩ [X ∗

1 ]m = ∅, то X ∗
1 ⊆ X , так как

+
B2 6∈ [X ∗

1 ]m
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и никакой граф из [X ∗
1 ]m не будет запрещённым для X . Задача РР NP-

полна для графов из X по лемме 9. Если же F =
+
B2 и Y ∩ [X ∗

1 ]m 6= ∅,
то по леммам 8 и 10 задача РР полиномиально разрешима для графов
из X . Теорема 1 доказана.
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