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Аннотация. Получена явная формула для числа помеченных по-
следовательно-параллельных k-циклических n-вершинных 2-связ-
ных графов, а также найдена соответствующая асимптотика при
большом числе вершин и фиксированном числе k. При равномер-
ном распределении вероятностей найдена асимптотическая форму-
ла для вероятности того, что случайный k-циклический n-вершин-
ный 2-связный граф с большим числом вершин при фиксированном
числе k является последовательно-параллельным графом. Табл. 1,
библиогр. 11.
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Введение

Рассматриваются неориентированные простые связные графы.

Определение 1 [1]. Последовательно-параллельным графом назы-
вается граф, не содержащий подразбиения полного графа K4.

Определение 2. Цикломатическим числом (циклическим рангом)
связного графа называется увеличенная на единицу разность между чис-
лом рёбер графа и числом его вершин. k-Циклический граф — это граф
с равным k цикломатическим числом.

Последовательно-параллельные графы используются при построении
надёжных коммуникационных сетей [2].

В [1] найдена асимптотика для числа помеченных связных и 2-связных
последовательно-параллельных графов с большим количеством вершин.
В [3] перечислены помеченные последовательно-параллельные связные
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и 2-связные графы по числу вершин. Число помеченных последователь-
но-параллельных трициклических и тетрациклических 2-связных гра-
фов с заданным числом вершин найдено в [4] и [5] соответственно.

В статье получена явная формула для числа помеченных последова-
тельно-параллельных k-циклических 2-связных графов с заданным чис-
лом вершин, а также асимптотика для числа таких графов с большим
количеством вершин при фиксированном k. При равномерном вероят-
ностном распределении найдена вероятность того, что случайный n-вер-
шинный k-циклический 2-связный граф при фиксированном k и n→ ∞
является последовательно-параллельным графом.

1. Перечисление графов

Теорема 1. Число Bk(n) помеченных последовательно-параллель-

ных k-циклических 2-связных графов с n вершинами при k > 1 и n >

k + 2 равно

Bk(n) =
n!

2

n−2∑

i=k

n+i−2∑

j=n+k−2

(−1)j
(j + 1)i−2

i!

Ç
n− 3

i− 1

åÇ
n+ i− 2

j

åÇ
j + 1

n+ k − 1

å
.

Доказательство. Пусть bn,m — число помеченных последователь-
но-параллельных 2-связных графов с n вершинами и m рёбрами,

B(x, y) =
∞∑

n=2

∞∑

m=1

bn,my
mx

n

n!
,

∂B(x, y)

∂y
=

∞∑

n=2

∞∑

m=1

mbn,my
m−1x

n

n!
.

— соответствующие экспоненциальные производящие функции. Так как
цикломатическое число равно k = m− n+ 1, имеем m = n+ k − 1 и

Bk(n) = bn,n+k−1 =
n!

n+ k − 1
[x−1y−1]

∂B(x, y)

∂y
x−n−1y−n−k+1.

Известны соотношения [1]

∂B(x, y)

∂y
=
x2(1 +D(x, y))

2(1 + y)
, ln

(1 +D(x, y)

1 + y

)
=

xD2(x, y)

1 + xD(x, y)
.

Пусть t = ln((1 +D)/(1 + y)). Тогда

∂B(x, y)

∂y
=
x2

2
et, D = (1 + y)et − 1,

x =
t

D(D − t)
=

t

((1 + y)et − 1)((1 + y)et − t− 1)
.

Известна формула для коэффициентов разложения аналитической
функции f(t) в ряд по степеням другой аналитической функции w(t)



О перечислении последовательно-параллельных графов 7

(ряд Бурмана — Лагранжа) [6, с. 418–419]:

f(t) = d0 +

∞∑

n=1

dnw
n(t), dn =

1

n
[t−1]

f ′(t)
wn(t)

, n > 1.

В нашем случае имеем (y— параметр)

f(t) = et, x =
t

((1 + y)et − 1)((1 + y)et − t− 1)
= w(t), d0 = f(0) = 1,

dn(y) =
1

n
[t−1]et((1 + y)et − 1)n((1 + y)et − t− 1)nt−n, n > 1,

∂B(x, y)

∂y
=
x2

2
et =

x2

2
+
x2

2

∞∑

p=1

dp(y)x
p,

Bk(n) =
n!

2(n + k − 1)
[x−1y−1]

∞∑

p=1

dp(y)x
p+2−n−1y−n−k+1

=
n!

2(n+ k − 1)
[y−1]dn−2(y)y

−n−k+1,

Bk(n) =
n!

2(n + k − 1)(n − 2)
[y−1t−1]et((1 + y)et − 1)n−2

×((1 + y)et − t− 1)n−2t2−ny1−n−k. (1)

Обозначим N = n!/(2(n+k−1)(n−2)). С помощью формулы бинома
Ньютона и разложения в ряд для экспоненты получим

Bk(n) = N [t−1y−1]et
n−2∑

i=0

Ç
n− 2

i

å
(−t)n−2−i((1+y)et−1)n+i−2t2−ny1−n−k

= N [t−1y−1]
n−2∑

i=0

Ç
n− 2

i

å
(−1)n−i

n+i−2∑

j=0

Ç
n+ i− 2

j

å
(1 + y)je(j+1)t

×(−1)n+i−2−jt−iy1−n−k = N [t−1y−1]
n−2∑

i=0

n+i−2∑

j=0

Ç
n− 2

i

åÇ
n+ i− 2

j

å
(−1)j

×(1 + y)j
∞∑

p=0

(j + 1)p

p!
tp−iy1−n−k = N [y−1]

n−2∑

i=0

n+i−2∑

j=0

Ç
n− 2

i

åÇ
n+ i− 2

j

å

×(−1)j(1 + y)j
(j + 1)i−1

(i− 1)!
y1−n−k = N [y−1]

n−2∑

i=0

n+i−2∑

j=0

Ç
n− 2

i

åÇ
n+ i− 2

j

å
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×(−1)j
(j + 1)i−1

(i− 1)!

j∑

s=0

Ç
j

s

å
ys−n−k+1 = N

n−2∑

i=0

n+i−2∑

j=0

Ç
n− 2

i

åÇ
n+ i− 2

j

å

×
Ç

j

n+ k − 2

å
(−1)j

(j + 1)i−1

(i− 1)!
.

Bk(n) =
n!

2(n + k − 1)(n − 2)

n−2∑

i=0

n+i−2∑

j=0

Ç
n− 2

i

åÇ
n+ i− 2

j

å

×
Ç

j

n+ k − 2

å
(−1)j

(j + 1)i−1

(i− 1)!
.

Учитывая равенства для биномиальных коэффициентов

1

n+ k − 1

Ç
j

n+ k − 2

å
=

1

j + 1

Ç
j + 1

n+ k − 1

å
,

1

n− 2

Ç
n− 2

i

å
=

1

i

Ç
n− 3

i− 1

å
,

получим утверждение теоремы. Теорема 1 доказана.

Заметим, что в [7] другим методом получена явная формула для
числа помеченных последовательно-параллельных k-циклических бло-
ков (2-связных графов) с заданным числом вершин, однако она имеет
более сложный вид.

В табл. 1 представлены числа Bk(n), вычисленные с помощью теоре-
мы 1 и пакета программ Maple.

Таблица 1

n 4 5 6 7 8 9 10
B2(n) 6 70 720 7560 84000 997920 12700800
B3(n) 0 70 1815 35070 624120 10946880 194745600
B4(n) 0 0 1215 55461 1722840 46312560 1171648800
B5(n) 0 0 — 27951 1977388 89940312 3394833120

Отметим, что в «Онлайн-энциклопедии целочисленных последовате-
льностей» Слоэна [8] отсутствуют данные о числе помеченных последо-
вательно-параллельных 2-связных графов с заданными числом вершин
и цикломатическим числом.
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2. Асимптотика и вероятность

Теорема 2. Для числа Bk(n) помеченных последовательно-парал-

лельных k-циклических 2-связных графов с n вершинами и фиксиро-

ванным числом k > 1 при n→ ∞ верна асимптотическая формула

Bk(n) ∼
n!n3k−4

(k − 1)!(2k − 1)!2k
.

Доказательство. Для Bk(n) используем выражение (1). Выделяя
слагаемые с y с помощью бинома Ньютона, получим

Bk(n) = N [y−1t−1]et(yet + et − 1)n−2(yet + et − t− 1)n−2t2−ny1−n−k

= N [y−1t−1]et
n−2∑

i=0

Ç
n− 2

i

å
yieit(et − 1)n−2−i

×
n−2∑

j=0

Ç
n− 2

j

å
(et − t− 1)jyn−2−je(n−2−j)tt2−ny1−n−k.

Вычисляя вычет по y, найдём j = i− k и

Bk(n) = N [t−1]

n−2∑

i=0

Ç
n− 2

i

åÇ
n− 2

i− k

å
e(n+k−1)t(et−1)n−2−i(et−t−1)i−kt2−n.

Так как f(t) = e(n+k−1)t(et − 1)n−2−i(et − t − 1)i−kt2−n ∼ 2k−iti−2k

при t → 0, вычет от неё будет равен 0 при i > 2k и верхний предел
в сумме можно заменить на 2k − 1.

Для нецентральных чисел Стирлинга 2-го рода S(n, k, p) и присоеди-
нённых чисел Стирлинга 2-го рода b(n, k) известны производящие функ-
ции [9, с. 314, 316, 324, 325]

∞∑

n=0

S(n, k, p)
zn

n!
=

1

k!
epz(ez − 1)k,

∞∑

n=0

b(n, k)
zn

n!
=

1

k!
(ez − z − 1)k.

С помощью этих разложений получим

Bk(n) = N [t−1]
2k−1∑

i=k

Ç
n− 2

i

åÇ
n− 2

i− k

å ∞∑

r=0

(n−2−i)!S(r, n−2−i, n+k−1)

×
∞∑

s=0

tr

r!
(i− k)!b(s, i − k)

ts

s!
t2−n.
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Вычисляя вычет по t, найдём s = n− r − 3,

Bk(n) = N

2k−1∑

i=k

Ç
n− 2

i

åÇ
n− 2

i− k

å ∞∑

r=0

(n − 2− i)!(i − k)!

r!(n− r − 3)!

× S(r, n − 2− i, n+ k − 1)b(n − r − 3, i − k).

Так как S(n, k, p) = 0 при n < k и b(n, k) = 0 при n < 2k, имеем

Bk(n) = N

2k−1∑

i=k

n−2i+2k−3∑

r=n−2−i

Ç
n− 2

i

åÇ
n− 2

i− k

å
(n− 2− i)!(i − k)!

r!(n− r − 3)!

× S(r, n − 2− i, n+ k − 1)b(n − r − 3, i − k).

После замены индекса суммирования m = n− 2− i+ k − r получим

Bk(n) = N

2k−1∑

i=k

k∑

m=i−k+1

Ç
n− 2

i

åÇ
n− 2

i− k

å

× b(i+m− k − 1, i − k)S(n− 2− i+ k −m,n− 2− i, n+ k − 1)

× (n− 2− i)!(i − k)!

(n− 2− i+ k −m)!(i+m− k − 1)!
.

Для чисел S(n+ k, n, p) при фиксированном k и n→ ∞ известна асимп-
тотика [10]

S(n+ k, n, p) ∼
Ç
n+ k

k

åÅ
p+

n

2

ãk
.

Так как (n+k)!
n! ∼ nk,

(n
k

)
∼ nk

k! при фиксированном k и n→ ∞, имеем

Bk(n) ∼ N

2k−1∑

i=k

k∑

m=i−k+1

ni

i!

ni−k

(i− k)!

× nm−k(i− k)!

(i+m− k − 1)!

(n− 2− i+ k −m)k−m

(k −m)!

×
Å
n+ k − 1 +

n− 2− i+ k −m

2

ãk−m
b(i+m− k − 1, i− k)

∼ N

2k−1∑

i=k

k∑

m=i−k+1

n2i−mb(i+m− k − 1, i− k)

i!(i+m− k − 1)!(k −m)!

Å
3

2

ãk−m
.

При фиксированном k максимальная степень n в многочлене для Bk(n)
достигается при минимуме m, равном i − k + 1, и максимуме i, равном
2k − 1, поэтому получим
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Bk(n) ∼ N

2k−1∑

i=k

ni+k−1b(2i− 2k, i − k)

i!(2i − 2k)!(2k − i− 1)!

Å
3

2

ã2k−1−i

∼ N
n3k−2b(2k − 2, k − 1)

(2k − 1)!(2k − 2)!
.

Из производящей функции для b(n, k) найдём

b(2n, n) = [z−2n]
(2n)!

n!
(ez − z − 1)n = [z−2n]

(2n)!

n!

Å
z2

2
+ . . .

ãn
=

(2n)!

n!2n
,

поэтому окончательно получим

Bk(n) ∼
n!

n2
n3k−2

(2k − 1)!(2k − 2)!

(2k − 2)!

(k − 1)!2k−1
∼ n!n3k−4

(k − 1)!(2k − 1)!2k−1
.

Теорема 2 доказана.

Зададим на множестве помеченных k-циклических 2-связных графов
с n вершинами равномерное распределение вероятностей.

Следствие 1. Пусть Pk(n) равно вероятности того, что помеченный

k-циклический 2-связный граф с n вершинами является последователь-

но-параллельным графом. Тогда

Pk(n) ∼
(3k − 4)!

bk−1(k − 1)!(2k − 1)!2k

при фиксированном k > 3 и n→ ∞, где bk — коэффициенты Райта,

b1 =
1

12
, b2 =

5

48
, Bk =

k−1∑

s=1

s(k − s)bsbk−s, k > 2,

2(k + 1)bk+1 = (3k + 2)(kbk + 3Bk), k > 2.

Доказательство. Пусть u(n, n+ k)— число помеченных 2-связных
графов с n вершинами и n + k рёбрами. Райт нашёл асимптотику при
n→ ∞ и 2 6 k = o(

√
n) [11]:

u(n, n+ k) ∼ bk
(n+ 3k − 1)

(3k − 1)!
.

Отметим, что связный k-циклический граф с n вершинами имеет n+
k − 1 рёбер, поэтому при фиксированном k и n→ ∞ получим

Pk(n) =
Bk(n)

u(n, n+ k − 1)
∼ n!n3k−4(3k − 4)!

(k − 1)!(2k − 1)!2kbk−1(n+ 3k − 4)!

∼ (3k − 4)!

bk−1(k − 1)!(2k − 1)!2k
.

Следствие 1 доказано.
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В частности, P3(n) ∼ 3
5 , P4(n) ∼ 3

11 , что совпадает с результатами,
полученными другими методами в [4, 5]. Отметим, что все уницикличе-
ские и бициклические 2-связные графы являются последовательно-па-
раллельными графами (P1(n) = P2(n) = 1).
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Abstract. We deduce an explicit formula for the number of labeled
series-parallel k-cyclic n-vertex 2-connected graphs and find the corre-
sponding asymptotics for a large number of vertices and a fixed k. Under
the uniform probability distribution, an asymptotic formula is obtained
for the probability that a random n-vertex k-cyclic 2-connected graph
with a large number of vertices and a fixed k is a series-parallel graph.
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